
1 GONIOMETRICKÁ ČÁST

Goniometrické a hyperbolické integrály a
substituce

1 Goniometrická část

1.1 Základy

Hlavńım vzorcem který se při integraci využ́ıvá je

sin2 x+ cos2 x = 1

Ze základńıch derivaćı těchto funkćı (sin x)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx vyplývá
∫
sinxdx =

− cosx+ C,
∫
cosxdx = sinx+ C.

1. S využit́ım vzorce cos(2x) = cos2 x−sin2 x spočtěte tyto integrály:
∫
cos2 xdx,

∫
sin2 xdx,

t́ım že integrandy vyjádř́ıte pomoćı cos(2x) a poté použijete lineárńı substituci.

2. Rozš́ı̌reńım zlomku vhodným výrazem a použit́ım vhodné substituce spočtěte následuj́ıćı
integrály ∫

1

sinx
dx,

∫
1

cosx
dx

3. Podobným zp̊usobem vypočtěte tyto integrály∫
tanxdx,

∫
sin3 xdx

1.2 Substitučńı použit́ı

Ve cvičeńı jsme poč́ıtali integrál
∫ √

1− x2 a to tak, že jsme použili substituci x = sinu
a vzorce sin2 x+ cos2 x = 1.

4. Podobným zp̊usobem spočtěte následuj́ıćı integrály (u některých bude substituce tro-
chu jiná, můžete použ́ıt i jiné goniometrické funkce jako třeba tanx)∫

1√
1− x2

dx,
1

(a2 + x2)
3
2

dx,

∫ √
x(1− x)dx,

∫
1√

(x− a)(b− x)
dx,

∫
1

1− x2
dx,

∫
x2

(1 + x2)2

Pozor předposledńı integrál
∫

1
1−x2dx je možný dělat dokonce v́ıce zp̊usoby (2 jste viděli

na cvičeńı).
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3 GONIOMETRICKÉ INTEGRÁLY

2 Hyperbolické funkce

Hyperbolické funkce jsou velmi podobné goniometrickým co se týče jejich vlastnost́ı a
toho jak vypadaj́ı vzorce které pro ně plat́ı.

Definice je následuj́ıćı

sinhx =
ex − e−x

2

coshx =
ex + e−x

2

5. Z výše uvedené definice dokažte, že plat́ı následuj́ıćı vztah

cosh2 x− sinh2 x = 1

Což je obdoba goniometrické jedničky.

6. Obdobně jako, má kružnice x2+y2 = R2 parametrizaci x = R cosϕ, y = R sinϕ pomoćı

goniometrických funkćı dokažtě, že hyperbola
(
x
a

)2 − (
y
b

)2
= 1 má s použit́ım vzorce

cosh2 x− sinh2 x = 1 parametrizaci pomoćı hyperbolických funkćı.

7. tanh x je definován jako tanhx = sinhx
coshx

jak vypadá zapsaný pomoćı exponenciál? Dále
vypočtěte derivace funkćı sinhx, coshx, tanhx a vyjádřete tyto derivace pomoćı hy-
perbolických funkćı

8. Řešeńım rovnice x = ey−e−y

2
v̊uči y najděte inverzńı funkci k sinhx, kterou znač́ıme

y = arcsinh, obdobně pro ostatńı hyperbolické funkce.

9. Dokažte následuj́ıćı vzorce: sinh(2x) = 2 sinhx coshx, cosh(2x) = cosh2 x− sinh2 x

10. Podobně jako pro goniometrické funkce spočtěte následuj́ıćı integrály∫
cosh2 xdx,

∫
sinh2 xdx,

∫
1

coshx
dx,

∫
1

sinhx
dx,

∫
sinh3 xdx,

∫
tanhxdx

11. Hyperbolický vztah cosh2 x − sinh2 x = 1 můžeme použ́ıt k řešeńı integrály t́ım, že
zvoĺıme hyperbolickou substituci, vypočtěte následuj́ıćı integrály∫ √

1 + x2dx,

∫
1√

1 + x2
dx,

∫
1

1 + x2
dx,

∫
ln(x+

√
1 + x2)dx

3 Goniometrické integrály

Toto budeme dělat na následuj́ıćım cvičeńı (ale v rychlosti)

V přednášce jste se dozvěděli, že pomoćı vhodných substitućı můžeme převést jakýkoliv
racionálńı výraz obsahuj́ıćı goniometrické funkce na integrál z racionálně lomené funkce,
které umı́me řešit. To jaké substituce zvolit zálež́ı na tom jak integrand vypadá.
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4 ŘEŠENÍ

Speciálńı substituce

Integrály typu
∫
R(sinx, cosx) dx řeš́ıme pomoćı substituce

(a) jestliže R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx) , voĺıme substituci t = sinx;

(b) jestliže R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), voĺıme substituci t = cosx;

(c) jestliže R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx), voĺıme substituci t = tanx;

(d) jestliže nenastane ani jedna z předchoźıch možnost́ı, použijeme k řešeńı
tzv.univerzálńı substituci:

t = tan
x

2
→ x = 2arctan t dx =

2

1 + t2
dt

sinx =
2t

1 + t2
cosx =

1− t2

1 + t2

Vypočtěte následuj́ıćı integrály (nebo alespoň převedt’e do tvaru racionálně lomenné
funkce)

12. ∫
sinn x cosm x dx,

∫
1

cos4 x
dx,

sin3 x

1 + 4 cos2 x+ 3 sin2 x
dx,

∫
cot3 x+ cot4 xdx,∫

1

2− cosx
dx,

∫
1√
tanx

dx,

∫
sinx

sinx− cosx
dx,

∫
cosx cos 2x cos 3x dx,

∫
cos 2x

1 + cos x
dx∫

sinx cosx

sinx+ cosx
dx,

∫
sinx cosx

cos2 x− sin2 x
dx,

∫
1

1 + sin(2x)
dx

Prvńı integrál nemuśıte poč́ıtat pouze si rozmyslete jakou použijete substituci.

4 Řešeńı

1. Využ́ıváme vzorce cos(2x) = cos2 x − sin2 x a vzorce sin2 x + cos2 x = 1, dostaneme

cos2 x = 1+cos(2x)
2

a sin2 x = 1−cos(2x)
2

a tedy plat́ı

∫
cos2 xdx =

∫
1 + cos(2x)

2
dx =

x

2
+
1

2

∫
cos(2x)dx =

2x = u

dx = 1
2
du

=
x

2
+
1

4
cos(u)+C

=
x

2
+

1

4
cos(2x) + C∫

sin2 xdx =

∫
1− cos(2x)

2
dx =

x

2
− 1

2

∫
cos(2x)dx =

x

2
− 1

4
cos(2x) + C
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4 ŘEŠENÍ

2. ∫
1

sinx
dx

∫
1

sinx
· sinx
sinx

dx =

∫
sinx

1− cos2 x
dx =

u = cosx

du = − sinxdx

= −
∫

1

1− u2
du =

= ln

√
1− u

1 + u
+ C = ln

√
1− cosx

1 + cos x
+ C

Což je integrál, který budeme řešit ńıže. Také můžeme využ́ıt jiný zp̊usob a to využit́ı
goniometrických vztah̊u a to konkrétně sinx = 1√

1+cot2 x
, což nám pomůže protože s

využit́ım toho, že (cotx)′ = − 1
sin2 x

∫
1

sinx
dx = −

∫
−1

sin2 x

1√
1 + cot2 x

dx =
u = cotx

du = − 1
sin2 x

dx

= −
∫

1√
1 + u2

du =

= − arcsinhu+ C = − arcsinh cotx+ C

Tento integrál budeme také poč́ıtat ńıže.

3. Prvńı integrál je jednoduchý

∫
tanxdx =

∫
sinx

cosx
dx =

u = cosx

du = − sinxdx

= −
∫

1

u
du = − ln | cosx|+ C

Druhý muśıme upravit

∫
sin3 xdx =

∫
(1− cos2 x) sinxdx =

u = cosx

du = − sinxdx

=

∫
(1− u2)du =

= u+
u3

3
+ C = cosx+

cos3 x

3
+ C

4. Tyto integrály použ́ıvaj́ı r̊uzné substituce

(a)

∫
1√

1− x2
dx =

x = sinu

dx = cosu du

=

∫
cosu√
1− sin2 u

du =

∫
cosu√
cos2 u

du =

∫
1du =

= u+ C = arcsin(x) + C
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4 ŘEŠENÍ

(b)

∫
1

(x2 + a2)
3
2

dx =
x = a tanu

dx = a
cos2 u

du

=

∫
1

(a2 (tan2 u+ 1))
3
2

a

cos2 u
du =

∫
a(1−3) cos(3−2) u du =

=
1

a2

∫
cosudu =

1

a2
sinu+ C =

1

a2
sin arctan

x

a
+ C =

1

a2
x√

a2 + x2
+ C

(c)

∫ √
x(1− x)dx =

x = sin2 u

dx = sin(2u) du

=

∫ √
sin2 u(1− sin2 u) sin(2u)du =

∫
sinu cosu sin(2u)du =

=
1

2

∫
sin2(2u)du =

1

4

∫
(1− cos(4u)) du =

u

4
− sin 4u

16
+ C

Ted’ muśıme vyjádřit sin(4u) pomoćı x což je sin2 u. Tedy

sin(4u) = 2 sin(2u) cos(2u) = 4 sinu cosu
(
cos2 u− sin2 u

)
=

4 sinu
√

1− sin2 u
(
1− sin2 u− sin2 u

)
= 4 sinu

√
1− sin2 u

(
1− 2 sin2 u

)
=

= 4
√
x
√
1− x (1− 2x)

A dostaneme pro náš integrál, že∫ √
x(1− x)dx =

arcsin
√
x

4
− 1

4

√
x
√
1− x (1− 2x) + C

(d)

∫
1√

(x− a)(b− x)
dx =

x− a = (b− a) sin2 u

dx = (b− a) sin(2u) du

=

∫
(b− a) sin(2u)√

(b− a) sin2 u(b− a)(1− sin2 u)
du =

=

∫
sin(2u)√
sin2 cos2 u

du =

∫
2du = 2u+ C = 2arcsin

√
x− a

b− a
+ C

(e) Tento integrál jsme poč́ıtali na cvičeńı a to budt’o substitućı nebo přes parciálńı
zlomky, zde ukážu verzi přes parciálńı zlomky∫

1

1− x2
dx =

1

2

(∫
1

1 + x
− 1

1− x
dx

)
= ln

√
1 + x

1− x
+ C
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4 ŘEŠENÍ

(f)

∫
x2

(1 + x2)2
dx =

x = tanu

dx = 1
cos2

du

=

∫
tan2 u

(1 + tan2 x)
2

1

cos2 u
du =

∫
tan2 u cos2 udu =

∫
sin2 udu =

=
u

2
− 1

4
sin(2u) + C =

arctanx

2
− 1

4
2

1√
1 + 1

x2

1√
1 + x2

=
arctanx

2
− 1

2

x

x2 + 1

5. Zde pouze dosad́ıme do cosh2 x− sinh2 x = 1 a dostaneme

(ex + e−x)2

4
− (ex − e−x)2

4
=

1

4

(
e2x + 2 + e−2x −

(
e2x − 2 + e−2x

))
= 1

6. Parametrizace je
x = a cosh t

y = b sinh t

7.

tanhx =
sinhx

coshx
=

ex − e−x

ex + e−x
=

1− e−2x

1 + e−2x

(sinhx)′ =
1

2
(ex − e−x)′ =

1

2
(ex + e−x) = coshx

(coshx)′ =
1

2
(ex + e−x)′ =

1

2
(ex − e−x) = sinh x

tanh′ x = (
sinhx

coshx
)′
cosh2 x− sinh2 x

cosh2 x
=

1

cosh2 x

8. Toto budeme řešit jako kvadratickou rovnici pro a = ey

2x = a− 1

a
→ a2 − 2xa− 1 = 0 → a1,2 = x±

√
x2 + 1

Vráceńım substituce a = ey vid́ıme, že pouze kořen s plusem dává smysl (logaritmus
záporného č́ısla neńı definován) a dostaneme

arcsinhx = ln(x+
√
1 + x2)

Obdobným zp̊usobem dostaneme

arccoshx = ln(x+
√
1− x2)

arctanhx = ln

√
1 + x

1− x
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4 ŘEŠENÍ

9. Tyto vzorce lze dokázat rozepsáńım

sinh(2x) =
1

2

(
e2x − e−2x

)
=

1

2

(
(ex)2 − (e−x)2

)
=

1

2

(
ex + e−x

) (
ex − e−x

)
= 2 sinh x coshx

cosh2 x− sinh2 x = (coshx+ sinhx) (coshx− sinhx) =
1

2

(
e2x + e−2x

)
= cosh(2x)

10. S využit́ım výše uvedených vzorc̊u spočteme integrály∫
cosh2 xdx =

∫
1 + cosh(2x)

2
dx =

x

2
+

1

4
cosh(2x) + C∫

sinh2 xdx =

∫
1− cosh(2x)

2
dx =

x

2
− 1

4
cosh(2x) + C

∫
1

coshx
dx =

coshx

1 + sinh2 x
dx =

u = sinhx

du = coshxdx

=

∫
1

1 + u2
du = arctan(sinh(x))+C

∫
1

sinhx
dx =

sinhx

cosh2 x− 1
dx =

u = coshx

du = sinhxdx

=

∫
1

u2 − 1
du = ln

√
coshx+ 1

coshx− 1

∫
sinh3 xdx =

∫
(cosh2 x−1) sinhxdx =

u = sinhx

du = coshxdx

=

∫
(u2−1)du =

sinh3

3
−sinhx+C

∫
tanhxdx =

∫
sinhx

coshx
dx ==

u = coshx

du = sinhxdx

=

∫
1

u
du = ln | coshx|+ C

11. Integrály za pomoćı hyperbolické substituce:

∫ √
1 + x2dx =

x = sinhu

dx = coshudu

=

∫
cosh2 udu =

u

2
+

1

4
cosh(2u) + C =

=
arcsinhx

2
+

1

2
x cosh(arcsinhx) + C =

arcsinhx

2
+

1

2
x ln(x+

√
1 + x2) + C

∫
1√

1 + x2
dx =

x = sinhu

dx = coshudu

=

∫
1du = arcsinhx+ C = ln(x+

√
1 + x2) + C
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4 ŘEŠENÍ

∫
1

1 + x2
dx =

x = sinhu

dx = coshudu

=

∫
1

coshu
du = arctan(sinh(u))+C = arctan(x)+C

Což jsme ale vědeli. ∫
ln(x+

√
1 + x2)dx

Viz sb́ırka kolegy Cidlinského.

12. (a) ∫
sinn x cosm x dx, pouze si rozmyslete jakou substituci pouzijete

Tento př́ıklad byl rozebraný na přednášce (slide 53 čtvrté prezentace)

(b)

∫
1

cos4 x
dx =

t = tanx

dt = 1
cos2 x

dx

=

V integrálu máme cosx muśıme ho tedy vyjádřit pomoćı tanx abychom za sub-
stituci mohli dosadit. Z předchoźıch cvičeńı v́ıme, že

1 + tan2 x =
1

cos2 x
→ cosx =

√
1

1 + tan2 x

Zde nám stač́ı vzorec pro 1
cos2 x

. Vı́me tedy jak provést substituci

∫
1

cos4 x
dx =

t = tanx

dt = 1
cos2 x

dx

=

∫
(1 + t2) dt = t+

t3

3
+ C = tanx+

tan3 x

3
+ C

(c)

∫
sin3 x

1 + 4 cos2 x+ 3 sin2 x
dx =

t = cosx

dt = − sinxdx

= −
∫

1− t2

1 + 4t2 + 3(1− t2)
dt =

∫
t2 − 1

4 + t2
dt =

=

∫
1− 5

4 + t2
dt = t− 5

2
arctan

t

2
+ C = cosx− 5

2
arctan

cosx

2
+ C

(d) ∫
cot3 x+ cot4 x dx
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4 ŘEŠENÍ

Tyto integrály je nejlepš́ı spoč́ıtat zvlášt’

∫
cot3 x dx =

t = sinx

dt = cosxdx

=

∫
1− t2

t3
dt = − 1

2t2
−ln |t|+C = − 1

2 sin2 x
−ln | sinx|+C

∫
cot4 x dx =

t = tanx

dt = 1
cos2 x

dx

=

Zde si muśıme, ještě vyjádřit sin x pomoćı tanx a to takto sin2 x = tan2 x
1+tan2 x

∫
cot4 x dx =

t = tanx

dt = 1
cos2 x

dx

=

∫
1

(1 + t2)3
(1 + t2)2

t4
dt =

∫
1

t4(1 + t2)
dt = − 1

3t3
+
1

t
+arctan t+C =

= − 1

3 tan3 x
+

1

tanx
+ x+ C

(e)

∫
1

2− cosx
dx =

t = tan x
2

dx = 2
1+t2

dt

=

∫
1

2− 1−t2

1+t2

2

1 + t2
dt =

∫
1

2+2t2−1+t2

1+t2

2

1 + t2
dt =

∫
2

1 + 3t2
dt =

=
2

3

1
1√
3

arctan
t
1√
3

+ C =
2
√
3

3
arctan

√
3 tan

x

2
+ C

(f) ∫
1√
tanx

dx

Toto neńı př́ıklad racionálńı funkce, ale i tak ho můžeme vyřešit.

∫
1√
tanx

dx =
t =

√
tanx

dx = 2t
1+t4

dt

=

∫
1

t

2t

1 + t4
dt =

∫
2

1 + t4
dt =

Dostali jsme se k zaj́ımavé úloze na parciálńı zlomky. Prvně muśıme rozložit 1+t4

na kořeny. Na to si pomůžeme trikem. Šlo by to ale také řešit substitućı t2 = s a
poté vyřešeńım kvadratické rovnice.

1 + t4 = 1 + 2t2 + t4 − 2t2 = (t2 + 1)2 − (
√
2t)2 = (t2 +

√
2t+ 1)(t2 −

√
2t+ 1)

9



4 ŘEŠENÍ

Tedy ∫
2

1 + t4
dt =

∫
At+B

t2 +
√
2t+ 1

+
Ct+D

t2 −
√
2t+ 1

dt

x3 : A+ C = 0

x2 : −
√
2A+B +

√
2C +D = 0

x1 : A−
√
2B + C +

√
2D = 0

x0 : B +D = 2

A =

√
2

2
, B = 1, C = −

√
2

2
, D = 1∫

At+B

t2 +
√
2t+ 1

+
Ct+D

t2 −
√
2t+ 1

dt =

∫
t+

√
2√

2
(
t2 +

√
2t+ 1

)+ −t+
√
2√

2
(
t2 −

√
2t+ 1

) dt =
=

1

2
√
2

(
ln |t2 +

√
2t+ 1|+ 2arctan(

√
2t+ 1)− ln |t2 −

√
2t+ 1| − 2 arctan(1−

√
2t)

)
=

=
1

2
√
2

(
ln | tanx+

√
2
√
tanx+ 1|+ 2arctan(

√
2
√
tanx+ 1)− ln | tanx−

√
2
√
tanx+ 1|

−2 arctan(1−
√
2
√
tanx)

)
(g)

∫
sinx

sinx− cosx
dx =

t = tanx

dx = 1
1+t2

dt

=

∫ √
t2

1+t2√
t2

1+t2
−
√

1
1+t2

1

1 + t2
dt

Nyńı bychom museli upravovat tento výraz, ale lze to dopoč́ıtat pomoćı zp̊usob̊u,
které jsme se naučili v minulých kapitolách. Lze tento integrál však řešit jed-
nodušeji, prvně použijeme goniometrické vzorce na upraveńı a dostaneme

∫
sinx

sinx− cosx
dx =

∫
tanx

tanx− 1

t = tanx

dx = 1
1+t2

dt

=

∫
t

t− 1

1

1 + t2
dt =

∫
t

(t− 1)(1 + t2)
dt =

=

∫
1

2

(
1

t− 1
+

1− t

1 + t2

)
dt =

1

2
ln |t− 1| − 1

4
ln |t2 + 1|+ 1

2
arctan t+ C =

=
1

2
ln | tanx− 1| − 1

4
ln | tan2 x+ 1|+ 1

2
x+ C

(h) ∫
cosx cos 2x cos 3x dx

10



4 ŘEŠENÍ

Zde je znovu lepš́ı použ́ıt goniometrických identit, samozřejmě je také tento př́ıklad
možné poč́ıtat pomoćı substitućı, ale neńı to nutné.

cosx cos 3x =
1

2
(cos(2x) + cos(4x)) ,

1

2
cos(2x) (cos(2x) + cos(4x)) =

1

4
(1 + cos(2x) + cos(4x) + cos(6x))

Tedy ∫
cosx cos 2x cos 3x dx =

1

4

∫
(1 + cos(2x) + cos(4x) + cos(6x)) dx =

=
1

4

(
x+

1

2
sin(2x) +

1

4
sin(4x) +

1

6
sin(6x)

)
+ C

(i)

∫
cos 2x

1 + cos x
dx =

∫
cos2 x− sin2 x

1 + cos(x)
dx =

∫
1− 2 sin2 x

(1 + cos x
dx =

t = tan x
2

dx = 2
1+t2

dt

=

=

∫
1− 2

(
2t

1+t2

)2
1 + 1−t2

1+t2

2

1 + t2
dt =

∫
1−2

(
2t

1 + t2

)2

dt = t−4

(
arctan t− t

t2 + 1

)
+C =

= tan
x

2
− 4

(
x

2
− 1

2
sinx

)
+ C

(j)

∫
sinx cosx

sinx+ cosx
dx =

t = tan x
2

dx = 2
1+t2

dt

=

∫ 2t
1+t2

1−t2

1+t2

2t
1+t2

+ 1−t2

1+t2

2

1 + t2
dt = 2

∫
2t(1− t2)

(1 + t2)(2t+ 1− t2)
dt =

= 2

∫
4t+ 2

5(t2 + 1)
+

t+ 2

5(t2 − t− 1)
=

=
2

5

(
ln |t2 + 1|+ arctan t

)
+

1

10

((
1 +

√
5
)
ln | − 2t+

√
5 + 1| −

(√
5− 1

)
ln |2t+

√
5− 1|

)
=

=
2

5

(
ln | tan2 x

2
+ 1|+ arctan tan

x

2

)
+

1

10

((
1 +

√
5
)
ln | − 2 tan

x

2
+
√
5 + 1|−

−
(√

5− 1
)
ln |2 tan x

2
+
√
5− 1|

)
(k) ∫

sinx cosx

cos2 x− sin2 x
dx
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4 ŘEŠENÍ

Zde máme chyták, tento př́ıklad je jen na pozornost a znalost základńıch gonio-
metrických vzorc̊u.∫

sinx cosx

cos2 x− sin2 x
dx =

1

2

∫
sin 2x

cos 2x
dx =

1

2

∫
tan 2x dx = −1

2

1

2
ln | cos 2x|+ C =

= −1

4
ln | cos 2x|+ C

(l)

∫
1

1 + sin(2x)
dx =

t = tanx

dx = 1
1+t2

dt

=

∫
1

1 + 2
√

t2

1+t2

√
1

1+t2

1

1 + t2
dt =

∫
1

1 + 2 t
1+t2

1

1 + t2
dt =

=

∫
1

1+2t+t2

1+t2

1

1 + t2
dt =

∫
1

1 + 2t+ t2
dt = − 1

1 + t
+ C = − 1

1 + tan x
+ C
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