I | Uréete soucet geometrické posloupnosti § = 1 + g + qz + -+ qn_l. Pomuze Vam k tomu
toto schéma:

1 +q +q° + +4"7° =,
g +g + g g =S

@ Kladna cisla aI, 5wy A, VOT1 aritmetickou posloupnost. Dokazte, Ze plati:
n—1

F+F FJFF JnI+F Jar +a,”

}’Z—Iai’l aldi’l

2.

a,a, a,a a

3

Dokazte, ze Cisla 49, 4489, 444889 atd., kde kazdé dalsi ¢islo vznikne vlozenim ¢islic 48 do-

prostred pfedchoziho ¢isla, jsou ¢tverci (druhymi mocninami) celych ¢isel. (Bude se Vam hodit vyjadrit
Cisla 444...4 a 888...8 jako soucet geometricke posloupnosti.)

@ Zapiste nasledujici polynomy jako soucin dvou kvadratickych nerozlozitelnych trojclent:
Lxt+at 2.xt+ x4 at
(U toho prvniho zkuste pfidist a odeéist 24°x>.)

Dokazte, ze pokud pro realna ¢isla a, b, ¢ plati rovnost
a+ b+ =ab+ bc+ca,
musibyta = b = c.

Zkuste ukézat, ze 4’ + b> + ¢ = 3abc pravé tehdy, kdyzjebuda+b+c = o,neboa = b = c.
(Mné se osvédcilo zadit rozepsanim (a + b + ¢).) Pak toho vyuzijte k dukazu, ze

\3/20 + 14~/2ﬂ‘—|—\3/20 — 14\/24 = 4.
@ Naleznéte vSechny redlné hodnoty x a y, které vyhovi rovnici

x” + 4x cos(xy) + 4 = o.

6 Reste rovnice:

LG+ xR —Na—xP =Vi—x*;  zx+Vx —VJx—Jx :% xﬁﬁ'

@ Papiry formatu An (tedy Ao, A1, A2 atd.) maji tyto dvé vlastnosti:
1. Plocha papiru Az je 2" metru ¢tvereéniho.
2. Pokud rozstfihneme papir formatu Az v poloviné delsi strany, dostaneme dva papiry formatu A(n+1).

Spocitejte z téchto dvou vlastnosti délky stran papiru formatu Azn. (Nejdfiv zkuste pouzit druhou vlast-
nost a zjistit, jaky pomeér stran musi tyto papiry mit.)

Dokazte, ze pro dvé kladna ¢isla x; a x, plati A-G nerovnost:

x; + x,

> [xy.
Zvladli byste z toho pak pokracovat indukeci a dokézat, ze pro libovolny pocet ¢isel kladnych ¢isel plati

xI—|—x2—|—...-|—xn>
n

@ Na fece mezi body 4 a B je proud tak slaby, Ze se da jeho rychlost zanedbat; dale mezi body
B a C uz je ale tok silny. Lodka se dostane z 4 do C (po proudu) za 6 hodin a zpatky z C do A4 (proti



proudu) za 7 hodin. Kdyby mezi 4 a B tekla feka stejné rychle jako mezi B a C, zabrala by cesta z 4 do
C jen 5,5 hodiny. Kolik ¢asu by v tom pripad¢ bylo potfeba na opacnou cestu z C do 4?

V lese je a stromil. Kazdého roku se jejich pocet zvetsi na g-nasobek (¢ > 1). Kolik stromi
muzeme kazdou zimu vykacet, jestlize chceme, aby po 7 letech bylo v lese k-krat vic stromi nez na
zacatku?

V jakési nadobé mame nality p-procentni roztok lihu. Vylijeme odtamtud roztok o objemu
a4 a naopak pfiddme stejné mnozstvi g-procentniho roztoku (¢ < p). Tuto proceduru zopakujeme jesté
k — 1-krat (tedy k-krat dohromady) a potom zjistime, Ze v nadobé je 7-procentni roztok. Jaky je objem
roztoku?

Zjednoduste souciny:

L(xta) ) xt+at) - (F +ad® ) 2.(P—axta)xt—aPPtat) - (F —a¥ K +a).
(Oboji se snadno podda, kdyz to rozdifite néjakym Sikovnym Cinitelem, aby Sel pouzit vztah pro rozdil
¢tvercu.)

@ Dokazte, Ze pokud pro realna a,, b, p, g (pfi¢emz p # o, g # o) plati vztahy
&tdt -t =,

b+ b + -+ b, =g,
dIbI + dzbz + -t anbn = Pq’

pak musi platit g, = ‘gbl, a, = ‘;;bz, atd.,aza, = %bn.

V této tloze Vam predstavim jeden stary algoritmus na

odmocnovani, ktery si vystaci s papirem a tuzkou. Sledujte to tro-
chu na obrazku vpravo, kde odmocnuji ¢islo 150,4.

Odmocniované ¢islo rozdélim na skupiny po dvou cislicich
(pficemz jdu na obé strany od desetinné carky). TakZe v naSem
priklad¢ rozdélim cislo jako 1 50, 40. Zacnu tim, Ze vezmu prvni
skupinu, najdu k ni nejblizsi nizsi nebo stejny ctverec celého ¢isla
n” a n pak zapiSu jako ¢islici do vysledku. (V naSem piipadé je to
jednoduché, protoze 1* = 1, a tak piSeme jednicku do vysledku.)
Ctverec pak ode¢teme (tedy ndm zistane 1 — 1 = o).

Odted budeme provadet nekolik krokd stale dokolecka: .

1. SepiSeme dalsi dvojcisli na konec pfedchoziho zbytku. (M¢€li jsme zbytek o, sepiseme so, takze
mame porad so.) Vznikne ¢islo, které oznacime Z.

2. Pod to napiSeme dvojnasobek dosavadniho vysledku (bez desetinné ¢arky), na jehoz konci necha-
me jesté misto na jednu cislici. To budeme nasobit jednou ¢islici, na kterou si téz nechame misto.
(Zatim mame vysledek 1, takZe piSeme soucin 2_x_, kde _ je volné misto.)

3. Na obé volna mista v predchozim soucinu doplnime stejnou cislici. Musi byt co nejvétsi, ale ta-
kovd, aby soucin jesté nepfekrocil Z. (V nasem pripadé nechceme prekrodit so. 23x3 je uz moc, ale
22x2 = 44 je mensi nez so. Proto ta nase ¢islice je 2.) Tuto ¢islici napiSeme do vysledku.

4. Provedeme soucin s doplnénou Cislici (22x2 = 44) a ode¢teme to od Z. (50 — 44 = 6.) Tim vznikne

dalf zbytek.

Pokud by Vam to nebylo jasné, klidné na mé zavolejte a ja Vam to ukazu nazivo. Na papife se to
spatné vysvetluje.

Vase ukoly:
1. Vypoctete 3 na 8 platnych ¢islic (vSimnete si, Ze to trva asi tak pét minut, coZ neni nijak moc,
kdyz uvazite, Ze odmocnovani je velmi komplikovana operace a Vy ji delate jen s papirem a tuzkou).
2. Vysvétlete, proc to funguje. Dokazte, ze kazda cislice vysledku ziskaného touto metodou je spravna.
3. Pokud se citite drsné, zkuste navrhnout podobnou metodu i pro pocitani tfeti odmocniny (ta je ale
mnohem nechutnéjsi).



