Devaté cviceni (urcité integraly)
Vypocty urditych integralu

Urcité integraly

b
Plati Newtonova-Leibnizova formule: f f(x)dx = F(b)—F(a), kde F je primitivni funkce £, tedy F' = f.

a
Kromé ni plati tato pravidla:

b b b
* Linearita, J(af +Bg)dx = af fdx +,6’f g dx pro konstanty o a 3.
b c c a b
® Rozdélent integralu: ffdx + f fdx= j f dx a prohozeni mezi: ffdx = —f fdx.
a b a b a

Substituce: jako u neuréitého integralu, ale neni potreba ji vracet, stali pretransformovat i meze.

b b
Per partes: ffg/dx :f(b)g(b)—f(a)g(ﬂ)—ff/g dx.

107 | Postupy popsanymi vyse vypoltéte nasledujici integraly:

In2 T 00 d ood p a
. 1
1. J xe *dx; 2. f x sin x dx; 3. f X ; 4, J & (a > 0); 5. tx dx; 6. f x*y/ a2 — x2 dx;
1+ x2 x?2 1—x
0 0 oo a 4 0
1 5 2 q 3/4 q 1 g
14+x x x x" dx 1 .

7. | ——dx; 8.j _ 9. f _— 10, | —. Napoveéda: 7. x — — = #. 10. Per partes d4 rekurenci.

fl—!—x‘* x3+1 (x+1Dvx2+1 V1—x2 g X =

2 0 0 0

108 | Opakovanym uzitim integrace per partes vypoltéte nasledujici integraly (pro 7, k ptirozené):
1

1. J x"e ™ dx; 2. f x"(1—x)k dx.
0 0
27

9| DokaZte, Ze plati J ek* dy — { T pri

0  prijiném k celociselném.

110| Pomoci faktu z predchozi tilohy a ostatnich pravidel vypoctéte nasledujici integraly:

1. J cos'® x dx; 2. f sin” x sin #x dx; 3. J cos” x cosnx dx; 4. J SIRX dx (n celé).

sinx
0 0 0 0

P . S . 22 Ly . ..
111| Aproximace 7. VSichni asi znéte $kolackou aproximaci 7 & X Vite ale, jak je presnd? Jestli ne, tak to ted’ zjistite.

1

xH(1—x)*

1. Vypoctéte integral | ———~
YP g f T

0

dx.

. . v v o . ’ ’ 22 V. vr v/ v
2. Podivejte se na integrand. Jednoduse ukaZte, je integral kladny. Je tedy - vetsi, nebo mensi nez 7?

1 1
. . v Cy . , .1 1 —x)*

3. Jestli chcete odhad chyby aproximace, uvédomte si, 7e na intervalu (0; 1) plati 1 < 14x* < 2,aproto je 3 f x*(1—x)*dx < f x1(+—}2€)
x

0 0
1

< J x*(1—x)*dx. Pro ur¢itéj$i predstavu maZete pod integralem rozvinout v fadu a vzit prvnich par ¢lent.

1+ x2
0

Vypocty délek, ploch, objemu atd.

112| Vypottéte plochu parabolické ,Cepicky o vyice b a podstavé a (viz obrazek na prespristi strané).



113 | Spoctéte plochu nésledujicich obrazct:

2 2 3
1. elipsy o rovnici x_ + = = =1 2. ktivky o rovnici y? = x*(a® — x?); 3. obrazce omezeného kfivkou y* = 5 T . primkou
a—x
x = 2a; 4. hVCZdlCC (asteroidy) o rovnici x*/° 4 y?* = 4%/, 5. trojlistku » =asin3¢.

114 | Vypoctéte délku nasledujicich ktivek:

1. paraboly y = h* —x?, —h < x < b; 2. asteroidy x*° +y?% = 4*>; 3. tetézovky y =ach X mezi body [0;a]a[b;h].
S— 2y Zz “
115 | Vypottéte objem elipsoidu o rovmc1 =+ 2 + ==1

116/| Vypottéte objem a povrch (ale pozor, to nent lehke!) nasledujicich rotacnich téles (viz obrazky na nasledujici strané):
2
1. paraboloidu, ktery vznikne rotaci paraboly z = a4 — % pro 0 < x < r kolem osy z (zde a je jeho vyska a r polomér podstavce);
r

. ’ R - . /A% v ’
2. sudu, ktery vznikne rotaci paraboly x = R — z? 0 4 pro —h < z < b kolem osy z (zde 2/ je vyska sudu, » polomeér vika a dnaa R
v 4 / . ’ Ve i Ve 2 V7 .
polomér uprostred); 3. vazy, ktera vznikne rotaci kfivky x = 1— %, y=0pri—n<z< Tn kolem osy z. Povrch nepocitejte.

117/| Simpsontiv vzorec. UkaZte, %e pokud jsou plochy priifezti kolmych k ose x kvadratickou funkei x (tedy S(x) = Ax*+Bx+C),

. v , h . ’ v ’ . oV o .7 v
pak pro objem télesa plati vztah V = Z(SO +458;/,+51), kde b je délka télesa podél osy x, Sy a S, jsou plochy prifezli na krajich télesa a

S1/, je plocha priifezu v poloviné délky. Viz obrazek na nasledujic strané.

118 | Vodni hodiny. Chcete si udélat vodni hodiny, tedy néjakou nidobu, kterd ma ve dné diru o plose S. KdyZ tam nalejete vodu,
tak ta voda za néjaky Cas vytece, a tak muzete mérit Cas ve stylu: ,cviCeni z analysy mi trva vypracovat tak dlouho, ze hodiny trikrat
musim naplnit a nechat vytéct“. Lepsi by ale bylo, kdyby hladina vody v nadobé s casem klesala rovhomérné, tedy aby rychlost klesani
hladiny byla konstantni. Pak za ¢as ¢ klesne hladina vzdy o né¢jaké at a miZzeme ¢as méfit pravitkem.

1. Jaky rotacné symetricky tvar ma mit nddoba, aby hladina vody klesala konstantni rychlosti?

2. Do jaké vysky musite nalit vodu, abyste odmérili Cas ¢ (tj. aby za pravé tento Cas vytekla viechna voda)?

3. Spoctéte objem, ktery vase nadoba musi mit, aby, je-li nalita az po okraj, odmérila Cas ¢.

Népovéda: Je-li ve dné dira a voda saha do vysky 4, bude ze dna voda téct rychlosti v = 4/2gh (Torricelliho vzorec).

Dalsi integracni kejkle

119 | Které z nasledujicich integral& mtZete na prvni pohled prohlésit za nulové? Co Vas k tomu opraviiuje?

/2 n T 2 2n
) d ) .
1. J x> sin x dx; 2. J X 1C(_): X x, 3.Jsmxcosxdx, 4.Jcoszxdx; 5.f51n3x+cos3xdx.
x2
—r/2 —7 -7
> v/ s r 1 ’ v [ [
120| Ukazte, ze f dx = 0. Pomoci tohoto vysledku pak vycislete téz J 2T d. Napoveda: J = f + J
x241 x2 4 42

0

121 | Hodné integralt Ize elegantné vyfesit tim, Ze prevratite smér integrace. Tedy pokud jde integral tfeba od nuly do 7, tak udélate

substituci # = 7 — x atd. VyzkouSejte si to na téchto integralech:
/2 o /2 1 n/2

Vsinx dx x sinx dx sin? x dx In(1+4x) )
L | ——; 2. | —; 3. —m; 4. | ———=dx; 5. | Insinxdx.
Vsinx 4+ 1/cosx 14 cos? x sinx + cos x 14 x2
0 0 0 0 0
Napoveda: Ad 4. Nejdriv udélejte zaménu promeénnych x =tgu.
1 1 1 1
Harmonicka &isla. Souctim H, = 1+ = 5 +- 3 +- 7 +- -+ — se rikd harmonickd ¢#sla. Plati pro né jeden velmi uzitecny odhad,
n

ktery si s pomoci integralti celkem snadno odvodime:
1

1

1—x"

dx.

1. Uvédomte s, ze plati H, = J(l +x4xt 4+ x"dx :J

0

1—x

2. Proved’te v tomto integralu nejdriv ziménu » = 1 —x a pak # = y/n. Pak integral rozdé¢lte ve stylu j (néco) = J (néco) +j (néco).

3. Integral od 1 do 7 rozdélte na dva scitance. Méli byste dostat, ze H, = (dva divné integraly) + In 7.

4. Chceme-li znat H, pro néjaké veliké 7, pak ty dva divné integraly budou asi dost blizké své limité pro 7» — co. Spoctete ji a presvedcte
se, ze oba divné integraly jsou konecné. Tim jste ukdzali, ze H, &~ Inn + (dva divné integraly). Oznacme ty divné integraly pismenem y.
To je takzvand Eulerova-Mascheroniho konstanta a jeji ¢iselna hodnota je asi 0,577 216. ..



Obrazova priloha

Parabolické cepicka z tllohy 112:

Obrazky téles z Glohy 116:

106

Nedomrla kresba k Simpsonové vzorei (Gloha 117):




Odpovédi a feseni

‘ ; In2 In2
_ el ox 1 _ _yqln2 vy ln2 o, 1-—In2
107 Ad 1. Pouzijeme per partes: j xe Fdx = H e e || = [—xe ]o + j e “dx = - [e "] = —
. 0 - 0

Ad 2. Zase per partes: f xsinxdx = siﬁ X —ci)s . ' =[—xcosx]] —}—J cosx dx = 7, nebot’ posledni integral je roven nule. Ad 3. To

o 0
. v x oo 2 . . v , 17 1
je prosté arkustangenta: e [arctgx]®, = 7. Ad4.1/x” seintegruje na—1/x, takze mame vysledek —| = | = —. Ad 5. Polo-
x xl. a

—0Q

/2
zime x = cos2u,dx = —2sin2u# du. Integral tim prejde na—ZJ V14 cos2u 1—cos2usin2u du, cozje rovno 2 f

0

Su .
2sin#cosudu =
sin #

/2
/2 /2

=4 J cos?udn =2 J (14cos2u)du =+ [stu]ﬂ/ = 7. Ad 6. Tady polozime x = asin#, dx = acosu du. Integral tim prejde na
0 0

/2 /2
.2 4
. ’ . 2 1— 4 v ’ . ’

a?sin® ua® cos® u du. Ted upravime sin® x cos® x = sm4 i cgos ad , takZe po dosazeni do integralu dostaneme % J 1—cos4udu =
0 0

nat 4t e 24 11+x2 y , ; 1-|—x—12 V. .
=— — —[sindu])’" = . Ad 7. Diky sudosti mtzeme integral psat jako 2 | —— dx, coz upravime na 2 dx. V citateli

16 32 16 14 x4 !

24 1
ox_i_x2
0

0

, 1 . ., 1 , . . 1\? o 1, u
mdme 1+—, coZ je derivaci x——. Proto prepiseme jmenovatel jako ( x — — ) +2apo substituci # = x—— mame 2 T coZ po stan-
x x x x "

1

: 1 , ) d
dardnich Gpravach prejde na 2 [7? arctg Z — . AdS.Podlebodu 1 tlohy 95 je J X ==

0 1 2x—1
= n
V2 VT 3+1 6

+—arct .
AR

x242x+1
x2—x+1

In3
Takze do toho sta¢i dosadit x = 2 a x = 0 a ziskana Cisla od sebe odecist. Dostane se vysledek % + % Ad 9. Polozme nejdriv
7/4
d i/ ;o , : v /
# = 1+ x, dostaneme f # Ted’ udelame standardni trik s vytknutim z odmocniny a s prechodem k v = 1/#; to da
uv u=—2u +

1

nakonec J ﬁ Zapi$eme 207 — 20 + 1 jako %[1 + (2v —1)*] a poloZime y = 2v — 1, coZ integral nakonec prevede na
V2v°—2v+

4/7

RN 1+f 9+4f

, coz lze po néjakych Gpravach rovnéz prepsat na — In . Ad 10. Tady pouzijeme per par-
f Fﬂz N r 7
®
27 dx 7 2n—1)xP2 -t ST
tes. Ozna¢me si ten na$ integral /. Pak zapiseme I = | —— = x [1— 2 =[x~ +(2n— 1)[
n n —_— —_ — X
g VI= ] T
’ 7 . ’ , . , , . . 2” 2(1 X )
-4/ 1—x2 dx. Hranata zivorka je nulova a v druhém integralu hodime odmocninu do jmenovatele takto: 7, = (2n— 1) dx =

V1—x2
2n—1 .
———1, ;. Nakonec si uvédomime, ze I, =

=2n—1)I,_,—(2n—1)I,. Po prevedeni I, na jednu stranu dostaneme rekurenci I, = P
n

1-3.5---(2n—1 R v v , c oy
=T 2 méme vysledek: I = @n >E KdyzZ rozsitime jesté jednou soucinem 2 -4 - 6---2n a uvedomime si, Ze

:J,W_xz 2 T T 24 62m 2
0

.. . T (2n)!
tento soucin je roven 2" z!, miizeme nakonec napsat [, = — (21) .
n 2n(21)2
2 227(n!)
""""" (=)
108.  Ad1.Oznalmel, = J x"e " dx a proved’'me per partes. x” budeme derivovat na nx""!, € se integruje na —e*. Celkem
‘ 0
oo o0
tedy dostaneme 7, = —[x"e *]3° + nf x"'e™*. Hranat4 zivorka je nulova, takZe mame I, = nl,_, a konetné také I, = f e *dx =1,
0 0



takZe celkem dostavime I, = n!. Podotknéme, ze tento integral konverguje pro jakoukoli komplexni hodnotu 7, jen kdyz je Ren > —1. To-

muto integralu se pak fikaT'(n+1). Ad 2. Oznacmel, ), = J x"(1—x)* dx. Pomoci opakovaného per partes budeme postupné chtit odstra-

0
(1—x)* —k(1—x)*!
nit jeden ten &initel, t¥eba (1—x)*. To tedy budeme derivovat a x” budeme integrovat, tak¥e dostaneme I, , = " Xt
’ x
L n+1
1 ’ . / s Vv 717 v v
- . [(1 x)/exn+1] + — 1In+1 41 Hranata zavorka je nulova, nebot’ predpokladame n > 1, k > 1. Takze za tohoto predpokladu
n :

mame rekurenci I, , = ?Iﬂ +14—1- Tu mizeme pouzivat stale dokola az do okamziku, kdy se & snizi na nulu. V tom okamziku bu-
k= :

_ k(k—1)(k—2)---1
S (n+D)(n+2)--(n+k)

1
1

n+k+1

deme mit 7, I, 1o Zbyvajici integral uz snadno vypocteme, protoze je I, ;o = J X" dx =

0

k(k—1)(k—2)---1 k! Vi ey ,
takze celkem mame 7, , = ( X ) = . Kdy?z to rozdirime jeste n!, doplni
T n+)(n+2)-(n+k)n+k+1) (n+1)(n+2)---(n+k)n+k+1)
nlk!

se tim jmenovatel na (7 + k + 1)! a mame tedy celkem [, , = ————.

rrrrrrr g ( ) Y T (kD)

109.  Vptipadé k = 0jeto lehké, protoZe e** = 1 a integruje se jen jednitka, tak¥e se naintegruje skuteéné 277. V ostatnich p¥padech

T 2m

. 1 . 1
4 el/ex:_ e27rl/€_e0 :_1_1 :O

mame J 7 [ ] i/e[ ]

,,,,,,,, 0

. ry e te™ oy 100 L 1o0ix —2ix100 /

110..  Ad 1. ZapiSeme cosx = ————. To znamend, zecos " x = —e - (1+e-*)™". Integrand se tedy rozpadne na obrovsky

o 2 2100

T

100ix

souet, ve kterém bude &len s e!®*, pak ¢len s €’ atd., zkratka ¢leny se sudymi mocninami aZ do —100. JenZe uZ f e?* dx je nula (stali

,,,,,,,, 0
udélat ziménu # = 2x a pouZit tlohu’ 109) takze vsechny tyto cleny Vypadnou Jediné, co zustane, je konstanta, tedy lense” , protoze

ten se zintegruje na 7t. Proto staci ze souctu vybrat ¢len, kde neni Zadné e'*, nasobit ho 7, a to je Vysledek Po uziti binomické véty vyjde

<100>
najevo, ze to je —
2100\ 50

.o , o 1 i —ix\? i 1 .
Ad 2. Po rozepsani obou sint podle Eulerovych vzorct dostaneme —— J (e‘x —e “‘) (e —e ") dx = ——— J(ezmx —1)-
In+1lin+1 In+lin+1
L0 0

. v . , 1 : i Ve . /v V Vs v
-(1—e™?*)" dx. Ted’ mtZeme klast 2x = #, coZ prevede integral na Py} f(e‘”” —1)(1—e )" dx. Ted’ uz je jasné, ze preziji jen cleny,
n 1}’!

0

v nich neni 74dné e'*. Vyraz (e —1)(1—e )" rozepi$eme na dva kusy, dostaneme e (1—e )" —(1 e )", TakZe v prvnim séitanci
celd mocnina vypadne, zUstane jen jeden krajni Clen, a stejné tak i ve druhém. Celkem dostaneme ———— ST ———((—1)" —1). Je-li » sudé, je
21 7T Ve R
(=1)7 — prin lichém;
on

(—1)" =1 a vysledek je nulovy; pri 7 lichém je (—1)” — 1 rovno —2, takze vysledek je: J sin” x sinnx dx =
J 0 pri 7 sudém.

Ad 3. Zcela obdobnou metodou jako v predchozim bodé dostaneme vysledek 2£n

T
inx
. e —e
Ad 4. Opét rozepiseme siny podle Eulerova vzorce, ¢imz dostaneme f —— . dx. Vytkneme z Citatele i ze jmenovatele kladnou
elx —e—ix

—inx

0

b ’
—2inx

i(n—1)x l—e

./ ’ . ’ ’ 1( Ve .« V.V v . ’, .
eXponenCIalu a tum se mtegral upravi na € 1 i dx. POUZIJeme ]este VZtah pro soucet geometrlcke posloupnostl a nakonec
—e— X

0
T

méame f el (1 fe et -I—e_(z”_z)ix) dx. Ted’ mohou nastat dvé moznosti: bud’ je 7 liché, tj. 7 — 1 je sudé a stejné jako
O .

v predchozich Glohach preziji jen cleny bez e'*. Takovy je ovSem pravé jeden (Cinitel pred zavorkou se vzdycky strefi do prostredniho

clene v rozvoji geometrické posloupnosti), a tak viechno vypadne a zlistane jen jednicka, ktera se integruje na 7. Na druhou stranu, je-li

n sudé, mizeme zivorky roznisobit. Tim dostaneme pod integrilem soudet " ~V* 4" =% ... pel¥ pei¥ f. . f et 4 omiln—x,

Jedna takové exponenciéla e** se integruje na —2/ik, takZe po podrobn&j$im zkouknut{ exponencial zjistime, Ze se tyto zlomky seZerou
T

navzajem a vyjde nula. Vysledek je tedy f

sinx 0 prizn sudém.

Ve . ’
sinnx gy — {71' pri 7 lichém,
7777777777 0

111. Ad 1. Rozepieme Citatel na x® —4x” + 6x® —4x> + x* a vydélime to x? + 1 jako na zikladni $kole, &imZ obdrzime vysle-



x*H(1—x)* 4 . . 1 4 4 T 22

dek ————% = x® —4x’ +5x* —4x? +4— . To se integrujena = — -+ 1— - +4—4— = — — . Ad 2. Evidentné plati
1+ 22 241 g 7 7% 3 17 P
x4(1_x)4 v 2 . 4 - v ’ , .. ’ ’ ’ v ’ 22 . 22 . v, vs v
i > 0 (protoze x°, a tedy i x*, je vzdy nezaporné). Proto je integral kladny a musi tudiz byt - >0, tj. - Je vétsi nez .
x
1
a ) ) . 1 4 6 4 1 1
Ad 3. Integral | x*(1—x)"dx snadno vypocteme a zjistime, Ze je roven 573 + = + 5= a0’ Proto podle nerovnosti v zadani
0
2 1 o, 2 1 2 1
plati < — — 1 < —, nebo, jinymi slovy, 7 je nékde mezi — — — =a — — ——. Nebo miZzeme rozvinout zlomek v fadu:
1260 7 630 630 7 1260
e T—x? 4 x* — x4 (=1)"x + -+ (pfi |x| < 1, coZ je zde splnéno) a integrovat jednotlivé Cleny rozvoje, éim2 ziskime
x
22 1 1 1

T=—+——+——+
7 630 2310~ 6435

112.  Nejdi{v musime vymyslet, akym funkénim predpisem je zadana parabola, jejiz plochu mame pocitat. Chceme, aby mezi

jejimi koreny byla vzdalenost a a aby byla otocena vrcholem vzhtiru. Tomu vyhovi funkce tvaru ax(a — x) (pfi @ > 0). Vrchol je v bodé

. 4h .
x = a/2, kde ma funkce hodnotu Py My chceme, aby ta hodnota byla 4, takZe musime polozit @ = —. Chceme tedy zjistit plochu,
4 a?

, . 4h e, 4h \ _4abh 2
kterd je mezi grafem funkce — x(2 — x) a osou x, a ta je dana integralem — | x(a—x)dx = R 13
a? a? a2\2 3 6 3
0

ia y . v . . - b v
113, Ad 1. Spocteme jen plochu ctvrtelipsy. Z rovnice vyjadrime y = — \/ a? —x2. Plocha pod touto krivkouod x =0azdox =a

/2
je pravé ta Ctvrtina plochy, takze mame S = 4f —+/ a2 —x2 dx. Polozime x =asin#, dx = acosu# du a dostaneme S = 4ab J cos’udun =

0
/2

=2ab J (1+cos2u)du = mab. Ad 2. Tady mame y = +x+/a? — x2, takZe ta pulka ttvaru, ktera je nad vodorovnou osou, je stejna jako
0
ta, co je pod ni (protoze je omezuji stejné krivky, jen s opaénym znamenim). Osu x to protina v bodech +a a 0. Lze tedy predpokladat, ze

ptjde o jakousi osmicku ()" je v bodech 44 nekonecn, tj. tam kiivka jde kolmo k ose x, a v nule je rovna a4, tj. jde néjak sikmo a nulou
prochazi kfivka dvakrat). Také je vidét, ze levé ucho osmicky omezuje stejnou plochu 'ako pravé takZe staci udélat jen ctvrtinu. Celkem

2
mame § = 4f v a2 —x2 dx. PoloZime a* — x* = u?, tj. x dx = —u du, a dostaneme 4f 2du = 5 . Ad 3. Nejdriv si uvédomime, ze
0
3 3 3

, tak musi b}'ft nezaporné. To ale nastane jen pfi 0 < x < 2a. Kfivka y? =
a—x’ 2a—x 2a—x

kdyz ma byt y* = ma také dve vétve syme-

trické podle osy x, takZe stati pocitat jenom plochu horni ptlky obrazce. Celkova plocha je tedy § = 2f dx. PovS§imnéme si, ze

V2a—x
m+1

5 vy /
to je binomicky integral s m =3/2, n = 1a p =—1/2. Vidime, ze = - neni i celé, ale kdyz k tomu pricteme jesté p, dostaneme celé
n

2a
lislo. Musime tedy nejdiiv vytknout ze zavorky s rozdilem, ¢imz dostaneme 2f x(2ax~t—1)72dx, a ted polozime #* =2ax~1—1, 1.

0
o

. . du . .
2udu =—2ax~? dx. Integral touto substituci nakonec prejde na 164> f T Tento posledni integral spocitime tak, Ze vezmeme in-
"
0
u 7 o ., o .
tegral = a dvakrat ho derivujeme, nacez polozime a = 1. Tim ovSem dostaneme dvojndsobek puvodniho integralu, protoze
w?+a  24a
0

. . r 1[ d? 1713 3 .
se pti derivovani vyhodi (—1) - (—2) = 2. TakZe plati f (sznl)s =5 [d— T ] =-Z°2 227 Celkovh plocha je 164-n4sobek
u a=1

da22ya |, 22227 16
tohoto isla, tedy 37ta®. Ad 4. To je opét kfivka, ktera je symetrick4 podle vodorovné i svislé osy. Stadi tedy opét pocitat Etvrtinu, takZe po

23 _

vyjadrenti y z rovnice dostaneme pro plochu vyraz S =4 J (a x?*)*2 dx. PoloZime x = asin® u, tak¥e dx = 3a sin® # cos # du a po do-

0
/2 n/2

4

sazeni obdrzime 124° f cos* x sin® x dx. Tato funkce je sud, tak¥e si miZzeme ptijdit dvojku a prepsat integral jako 64 f cos* x sin’ x dx.

0 —r/2



n/2
ix e—ix eix + e—ix 642 / . . . . . .
Ted’ dosadime sinx = — Acesx=——, takze dostaneme ~% J (e 4 4e™™ £ 6+ 462 4 e ) (e —2 4+ ) du.
i

77777777 —r/2
Zde preZiji (podobné jako v tiloze 110) jen ty séitance, které neobsahuji viibec 24dné e'*. Kdy% v malé zévorce vybereme e?**, z dlouhé
se vybere 4 2%; kdy? v malé vybereme e 72, ve velké se vybere 4e*'*, a kdy? v malé Vybereme —2,z Velke se vybere 6. Celkem tedy

6 3 1—cos6 2
dostavame vysledek —%(4 +4—12)- = ?naz. Ad 5. Pocitime podle formulky § = 5 J ridp=— f %go de %.

0 0

114 Budeme vzdy postupovat podle vzorce L = J vV 14+y2dx. Ad 1. Tady je y’ = —2x, takZe délkaje L = J v/ 1+ 4x2 dx. Diky

In(2h+v/4h2+T)
sudosti muzeme psat téz L = ZJ v/ 1+ 4x2 dx. Polozime x = % shu,atedy dx = % chu du, ¢imz dostaneme L = J ch? udu =

0
In(2h+v/4h2+T)

. Jelikoz shx je inversni vuci ln<x +vVx2+1 ), udélame dobre, kdyz napiSeme sh2x =

:_1n(2b+\/W) [Shzu]o

1 1 1 .
=2shuchu =2shuv 1+sh®u,co¥znamen4, %e koneéné dostaneme 3 ln(Zb +V4h2+1 )+b\/4/92 +1. Ad 2. Tadyje y = £(a?*—x?*)*/2

ay' =Fx "3/ a3 — x2/3. Zase budeme poditat jen &tvrtinu délky, tak¥e mime L = 4J \/1 +x23(a23 — x23) dx = 4J aPxPdx =

b bla

=6a. Ad 3. Tadyjey = sh— takze délka je J /1 +sh? X dx. Polozime = = u, tak¥e mime L =a | v/ 1+sh?u'du =
a
0

a

=4a

Nlu

0
bla

_af chudu :ashé.
a

115.  Rozkrdjime elipsoid na platky podél osy x. Riznéme ho rovinou x = X, a zjistéme, jaky tvar fez bude mit. To udélame snadno

2 2 2 22
T . z x; a4’ —x, i
tak, Ze dosadime do rovnice elipsoidu, kterd prejde na % +5=1- —2 =— % Kdy? ted’ vydélime tim zlomkem na pravé strané,
¢

a a

2 2 R
L. VA v . . . ’ / Ly v /
dostaneme rovnici < p J : > + < - : > =1, coz je zase rovnice elipsy, a o té podle bodu 1 tlohy 113 vime, ze ma plochu
=y/a?—x “yJar—x P
a 0 0 : :

: . . . b
7 krét soudin obou poloos. Poloosy jsou jmenovatele téch obrovskych zlomkd, takZe plocha fezu je 77— —(a® — x2). No a ted’ ndm staéi

aa
a

v S v . nhe
fezat vSemi rovinami od x, = —a aZ po x, = a a scitat tyto plochy krat dx. Celkem tedy pro objem dostaneme V' = —— J(ﬂz —x%)dx.
a

—a

. 2be [ 27b 3\ 4
Diky sudosti prepiSeme na moc f(az —x%)dx = T 2= ) = 2 rabe.
a? a? 3 3

‘ 1 b b
116 Ve vsech trech prikladech upottebime vztahy V = nJ x’dza$ = ZnJ x4/ 1+ (x")2 dz. Ad 1. Vyjadiime x, dostaneme

a

z . . —7r . v/ 7 . VA 1
.Derivaceje x’ = —————. Objem spolitame jako V = 7T7'J (1——> dz = nr?.Povrchje S = 27— J‘/ + ——Z dz.
a : 2Ja\Ja—z Jemsp : a 2 J

0

2\3/2 3
L v oy . r 2 v
Pod odmocninou je linearni funkce, takze muzeme hned integrovat a dostaneme an 3 |:<ﬂ + 4—> — m], coz snadno upra-
a a a

h
R— . R— S
vime na 6—[(4a + 72?2 — 3], Ad 2. Tady mime x = R — 0 722, coz ma derivaci x’ = —2z i .. Objem je V = ﬂf x?dz,
a?
Z

o ey S N R— R—r) . : .
diky symetrii mizeme integrovat jen pul sudu, takze dostaneme V = Zﬂf [RZ —2RZ? 5 " 24( b‘*r) } dz. Mocniny se integruji

0
8R? +4Rr + 372
15

(R—r)?
J#

snadno a po nékolika Upravich dostaneme vysledek V = 27h . S povrchem je to ale mnohem hor$i. Zase integrujeme

h
. v e R—
jen pres pul sudu, dostaneme § = 47':[ <R—2277> 14422

0

dz. Abychom n¢jak znormalisovali tu odmocninu, polo-



2(R—7)/h

2(R— L 2rh? h? L
Zime % z = u. Tim je integral preveden na Rn J <R — mpﬂ) v/ 1+ u2 du, coz se rozpadne na dva typy integralu:
—r —7r

0
vV v/ ’ v . v/ ’ Vo . 1 h2 .
J V1+x2dxa J x%4/14 x2 dx. Oba se vytesi tim, Ze se v nich poloZi x = sh«: ten prvni prejde na j ch?u duf y du avyjde
v . h4u —1 .
xv/x2+1 4 ln<x+ x2+1>] + C, ten druhy prejde na Jshznchzudu = J %du a vyjde %[x(l + %22 431452 —

— ln<x +vx241 )] + C. Kdyz tyto vysledky upotiebime a hodné dlouho budeme upravovat, dostaneme nakonec ptiSerny vztah § =
27th* [ (R h? g 2R=7)+ HR—1)2+h? 41
e — n —
R—7r|\2 32(R—r) h h2
271'/3

4R—7r)2+h? <@ RR—7)—— >:| (za spravnost neru-

V. v . 1 - 22 v . . 15 1 3
> dz. Prepieme sin’ z na % auzse to snadno integruje na 7t <§ T+ 3 g)

1652

-2
¢im!) Ad3.Objemje V=n f <1—sinz+ml z

—TT

| ; b
117 Objem je prosté roven jS(x)dx, kde @ a b oznacuji zalatek a konec télesa. Je tedy b = b — a. Integral spocteme a do-

staneme V = lg(lo3 —a’)+ g(bz —a?)+ C(b—a). Z toho vicho lze vytknout b —a = b a také Sestku. Vytknéme to tedy a dostaneme

Ve b—a

[2A(a® +ab + b®)+3B(a + b)+ 6C |. Z druhé strany si zapi$me Sy = Aa’+Ba+C, S, _Ab2+Bb+CaSl/2—A(a +2ab+b*)+

B .
+ E(a +b)+C apokusme se vyraz 2A(a* +ab + b*)+3B(a+b)+6C vyrobit jako linedrni kombinaci @S, + S, + ¥S81)2- Ted’ se ptejme:

kolik C bude v tomto souctu? Je jasné, ze o + ,6 +y = 6. Kolik tam bude Aab? To miiZe pochazet jediné z S, 5, kde je tento ¢len 1/2-kra,
takze musime vzit y = 4. Nakonec Ba i Bb ma byt stejné, takze @ = 3. Z toho uz dostdvime o = S =1, y = 4, coz jsme potiebovali.

118 Ad 1. Voda odtéka v kazdém okamziku rychlosti v = 1/2gh, takze za Cas dt se objem vody v nadobé snizi o Svdt, kde §

. ’ v . dv 5 v v ’ v/ 71V /
je plocha diry ve dné. Proto je T —584/2gh . Reknéme, ze nadobu vytvofime rotact krivky x = x(z) kolem osy z. To pak znamena,
. ’vr . 1 ’ v
7e kdyZ zvy3$ime vysku hladiny o db, zvy$i se objem o 7x(h)*dh. Proto mizeme také psit — v W Nakonec vime, ze rychlost
X

dh vy S vy .
snizovani hladiny — 5 ma byt konstantni. Oznacme s ji treba —w (voda klesa, proto je derivace zaporna). Z fetézového pravidla mame

S+/2gh V2gS§
dh =—w= db dv =— 87 7 toho uf stalf vyjadrit nasi funkei x(b), takze hnedle dostaneme predpis x =\ hV/A , takze
Tw

dt dV dr mx(h)?
Vv2gS
nw
vysky H, po Case t bude voda sahat jen do vysky H —wt. Chceme-li tedy odmérit as ¢, musime nalit vodu do vysky wt. w lze vyjadrit

V2gS§

z konstanty A (ta je dand tim, jak je nadoba udélana) jako w = Te Ad 3. Chceme-li, aby nddoba nalita po okraj odméfila Cas ¢, musi
i

nidoba ma mit tvar x = AV, kde A =

=const. Ad 2. Hladina klesa rovnomérné rychlosti —w, takze kdyz nalijeme vodu do

wt wt

. 7 . ’ V7 . 7 2 > 4
byt vysoka wt. Chceme-li znat objem, musime spocitat integral V = nf x(z)*dz = njAzﬁ dz = nA®. g(fwt)3 /2. Ted’ sem musime

27/4g3/453/gt3/2

,,,,,,,,,, VA

119.  Ad 1. Tento ne. Integrand je sudy a vesmes kladny, takZe to nula jisté neni. Ad 2. Tento ano. Integrand je lichy a integruje se

na intervalu, ktery je symetrlcky vuci pocatku Ad 3. Tento ano. Integrand je lichy a integruje se na symetrlckem intervalu. Ad 4. Tento
ne. Integrand e vesmes kladny, takze se nemuze naintegrovat nula. Ad 5. Tento ano. Integruje se pres celou periodu. Kdyz rozepiseme

sm3 acos 3 podle Eulerova vzorce, vidime, Ze se integral rozpadne na soudet €' a e*™*. To se oboji oviem integruje na nulu.

dosadit za w jako v minulém bodé¢, coz nakonec da fantasticky vysledek V =

i i Inx Inx Inx

1120..  Zaridime se podle niapovédy a zapiSeme dx = dx + dx. V prvnim integralu polozime x = 1/y,

120. p povedy a zap fsz fx2+1 fsz prv gralu p /y
0 0

[ee)

¢imz integral prejde na —

oo
) ln 1 Inx dx
nule. Pokud jde o J - dx, v ném vytkneme 42, tak?e dostaneme — | ———— ——. PoloZme # = x /a. Meze se tim nezmén, takZe

2
x*+a a ) a
0 0 1 + (d )
oo oo
Inua Inu v v v .
dostaneme - 5 du. Ted rozepiSeme Inua = Inu +Ina a integral se rozpadne na souCet | —— du, coz uz vime, Ze je nula, a
a) 14+u? 14 52
0 0



Ina de  mlna
a 1442  2a

121 Ad 1. Kdyz polozime » = = Z &, tak se stane toto: meze se prohodi, ale kvali minusu z diferencialu se prohodi zase

zpatky Celkem se tedy nezméni. Za druhé, ze sinu se stane kosinus a opacné. Takze kdyzZ si nas integral oznacime jako 7, dostaneme
/2 /2 /2

Vsinx dx _ J/cosx'dx

T T
I = | ————— = | ——————. Kdyz tyto dva vyrazy seCteme, dostaneme 2/ = J 1dx = =, aproto je [ = —.
Vsinx +4/cosx Vsinx +4/cosx 2 4
0 0 o i
. v . v xsin x dx m—x)sinxdx
Ad 2.Kdyz polozime # = 7—x, sinus se nezméni a kosinus zméni znameni. Celkem tedy dostaneme I = = ( ) .
1+ cos?x 1+cos?x
0 0
T .
v , v v sinxdx o, , .
Opét oba vyrazy seCteme a dostaneme proste 2] = 7« Trcoix’ v Cemz muzeme provést snadno substituci cosx = # a dostaneme
cos? x
0
1 /2 5 /2
du ? . 2 . ) . ) sin” x dx cos? x dx
2l = | —— = —.Vysledekjetedy I = —. Ad 3. Tohle je opét stejna pohadka: zjistime, ze je I = - = : .
142 2 4 SIn X + cos x Sin X + cos x
2 0 0

/2 /2

dx , . . .
— . Udélame substituci # = x—t /4, pak pouzijeme sudost integrandu

Secteme oboji a dostaneme 2/ = J - = —
) sinx +cosx  4/2 cos(x—;)
0

0
/4

a dostaneme v/2' f

1 ) . dy
. Rozsifime cos # = ——— a polozime tg # =y, ¢imZ integrél piejde na v'2 J ———— =+2'In(1+v2).
cos /T+tg? u ey < )

/4
1
Vysledek je tedy I = 7 1n<1 + \/?) Ad 4. Zatidime se podle ndpovédy a polozime x = tg #, ¢imz integral prejde v I = J In(1+tgx)dx.

0

/4
’ v/ T ’ ’ v Vv ’ Vid ’ 7T 1 - tg v
Nyni polozime # = — — v a tim se dozvime, ze rovnéz plati = ln(l +tg(F —))do. Dosadime tg(— —'v) = a dosta-
4 4 1+tgo
0
/4
2 wln2 v v vy N mwln2 Cy v , e,
neme / = | In = dv = yaa I, z cehoz uz hbité spocCteme I = . Ad 5. Stejné jako v predchozich bodech zjistime,
tgv
77:72 /2 /2 /2
zejel = f Insinxdx = J Incosx dx. KdyZ tyto integraly seCteme, dostaneme 2/ = J In(sin x cosx)dx = f (Insin2x —In2)dx =
0 0 0 0
1 mln2 . , mln2
=3 Insinxdx — — Ovsem sinus je vlevo od 7t/2 stejny jako vpravo. Proto je | Insinx = 27 a celkem mame 2/ = 1 — >
0 0
mln2

z cehoz uz vidime vysledek 7 =

3122.§ Ad 1. Tady stacilo pouzit vztah pro souEet geometrické posloupnosti. Ad 2. Po provedeni obou recenych zamén dosta-

1—(1-2) 1—( 1—-) [1—(1=2) o
neme J ———=—dy. To rozepiSeme na H, f — 2 dy +j —— =72 dy. Ad 3. Opét rozdélime integraly a dostaneme
Y

Y
1

1—(1-2 1—2)" [ d
H,= f dy —f M dy + J & Posledné jmenovany integral je opravdu roven Inz. Ad 4. Tady upotiebime slavnou
Y Y

1
oo

1 n 1
n 1—(1—-2Y 1—2)" 1—e™ —d
limitu lim (1—2) =e¢ . Pak mame lim fMdy—f ud}’ :f —edy—f € y.PrVn{ integral vypada,
y y y y
1

n—00 n n—00

e by mohl divergovat v nule, ale kdy? rozvineme e = 1—y +y?/2 —---, zjistime, Ze se jednicky odeltou a integral se chova slusné.
Druhy konverguje urcité, protoze integrand je soucinem e, které klesa superrychle, a to je jesté nasobené dalsi klesajici funkci. Oba
integraly tedy skutecné konverguji k néjakému Cislu, a to je ta Eulerova-Mascheroniho konstanta y & 0,577 216.....



