I | Nasledujici rovnice feste pomoci variace konstant. Body 4 a s feste jen v p¥ipadé, Ze VAm
zustane Cas! , , ,

/ / N / /
Ly = 6xy+4xe>*; 2.y cosx = (y+z2cosx)sinx; 3.ye" +2xye’ =cosx; 4.y = x+y”
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Napovéda: Nékdy je lepsi vzit prevracenou hodnotu celé rovnice a spocitat x jako funkci y.

Redeni. Ad 1. Nejdiiv vyfesime jen rovnici y' = 6xy; tu separujeme a dostaneme y = Ce*™ . Ted
pocitame, ze C je funkce x a derivujeme: y’ = e + 6xCe> . Dosadime-li to do puvodni rovnice,
mame C'e¥ + 6xCe* = 6xCe** + 4xe’” . Cleny s C se zru§{ (takze asi po¢itime dobfe) a méme
C' = 4x, tedy C = 2x* + D, takZe celkem mame feseni y = (2x* + C)e3x2.

Ad 2. Nejdtiv vydélime cosx a dostaneme y' = ytgx + 2sin x. Nejdiiv fesime jen y' = ytgx,

dostaneme feseni In|y] = —In|cosx| 4+ C, takze y = ¢ = ¢ . Derivujme s tim, ze C
| cos x| cos x sgn(cos x)
C C i / o 7
bereme jako funkei x; dostaneme y' = 0 Dosadime to do puvodni rov-
cos x sgn(cos x) cos? x sgn(cos x)

. / ' Csinx . Csinx . < v/ , v v
nice a MAme greosr + osysgncosy — cosysgncosy T 2 SINX COSX. Cleny s C se rusi a mame konecné

/ . . v , . .
C = 2sinx cosx sgn cosx = sin 2x sgn cos x, coz dé po integraci C = D — 3 cos 2x sgn cos x. Celkem
. , _ D COS 2.X
je tedy vysledek y = [cosd] — Zzcosx"
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Ad 3. Nejdfiv fe$ime jen rovnici y ¢* + 2xye” = o. Exponencidla se zru$i a mame y = —2xy,

coz se hned integruje nalnjy| = C — x* tedy y = Ce ™, Povazujeme C za funkci x a derivujeme:
dostaneme y’ = e ¥ (C’ — 2xC). To dosadime do ptivodni rovnice, obdrzime C’ — 2xC 4 2xC = cos x,
takZe C = sinx + D. Celkem tedy mdme y = (sinx 4+ C)e™™

dy dx
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Ad 4. Tady je lepsi misto 5= = < yz vzit pfevracenou hodnotu o =X y a pocitat x jako

funkci y. Staéi ndm tedy pocitat % = x, coz d4vd hned x = Ce’, derivovat na & 3 = &(C + C),

a dostaneme e’(C’" + C) = Ce” —y*. Po zkriceni méme C' = —y*e™”. Po dvojim per partes dostaneme
C = e ?(y* + 2y + 2) + D, takze kone¢né méme x = De’ + y* + 2y + 2.

Ad s. Opét je lepsi vzit prevracenou hodnotu % = e 7 — x a poditat x jako funkci y. Nejdiiv
spocitaime rovnici % = —x, coz d4 prosté x = Ce ”. Spocteme derivaci, jako by C bylo funkei y:
mame x' = e ?(C' — C). Po dosazeni obdrzime e (C' — C) = e —e?C, cozda C' = 1, takze
C = y + D. Tim dostavame feSeni x = (y + D)e™”.
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2 | Reste nasledujici rovnice substituci z = ax + by 4 ¢ pro nckteré konstanty 4, b, c:
1y'+y—2x+3, 2)/ (6x+2y—|—3) 3.y':cos(x—|-y—|-3).

Pozor! Musite pfepocitat i derivaci y naz'!

Refeni. Ad 1. Pfevedeme na jednu stranu, mdme y' = 2x—7y+3.Polozime 2 = 2x—y+3, derivace

. / / v . v a4 Veys

jez =2—y =2 — g, cozsesnadno separuje na Zdez = dx, takze dostavame —In |2 — 2| = x 4 C cili
2—2 = % Opét dosadime za z a konecné dostavame y = 2x + 1 + %

v v 7 v . . / / ,

Ad 2. Opét polozime z = 6x + 2y + 3, coz se derivujenaz = 6 + 2y = 6 + 22°. Separace d&

?z )2 = 6dx, cozse snadno integruje na /3" arc tg ‘/% = 6x+C.Ztoho vydolujeme z = /3" tg(2/3x+C)
1+ =
B
a z toho dostaneme y = E tg(2v3x + C) —3x — 2.
Ad3.Zaspolozimez = x—l—y+3,der1vace]ez = 14y = 14cos z, topiejde na ; Jios - = zcijz - = dx.

Integrujeme, obdrzime tg = = x + C az toho konetné y = 2arctg(x + C) — x — 3.



(00—

3 | U rovnic ve tvaru y' = f(y/x) zase byva rozumné klast y = ux. Diky tomu vyfeste nasledujici
rovnice: , ’
Laxy =y+x 2.0 —xy)y +y =0 3xy —y=ylni.

Redeni. Kdyz klademe y = ux, tak bude ' = #'x + u. To se nam bude hodit ve viech ¢tyfech

ptikladech. Ad 1. Zkratime x a dostaneme 2y’ = 1 —|—%. Polozime y = ux, dostaneme 2(u'x+u) = 1+u,

voqs ot . 2de _ dx
cozdazu x = 1—u. Separu)eme nal_—u =%

+ pohlti konstanta a ziistane y = x + CVx.

Y — I Tady bude dobré vzit prevracenou hodnotu, takze

ato muzeme integrovat na (1—u)* = % neboliu = 14 ‘/%

Ad 2. Upravime na y’ =

xy—x? x_(x)*"
7 = (5)
dostaneme i—; = % - (%) . Ted budeme pocitat x jako funkci y. Polozime x = uy a obdrzime
v . d . ’ ’ \2 \2
g—;’y + u = u — u”, coZ se separuje na —i—i‘ = 7y Integrujeme a ziskdme 5 = In|y| + C, takze kdyz

polozime u = x/y, dostaneme 2 = In [y| 4 C. To uz bohuzel vic upravit nejde.

Ad 3. Upravime na y’ = % ln% + %, polozime y = ux a mame u'x 4+ u = ulnu + u. To se trochu

zkrati a mame —¥- = & oz pointegracidaln|Inu| = In x|+ C¢ililnu = Clx|¢iliy = xe“H.
ulnu x
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4 | Reste nasledujici rovnice:

Ly — 16y = o 2.9" 4+ 7y — 8y = o pti potite¢nich podminkach y(0) = ray'(o) = 1
3.),’" _|_}," _)” —y =0 4.),(4> + on” + 25y = 05 5~)’(7) + 2},(5) _|_),(3) = o.

Refeni. Ad 1. Charakteristické rovnice je A*> — 16 = o, coz m4 kofeny 1 = +4. Proto feSeni piSeme
ve tvaru y = Ae*’ + Be™*".

Ad 2. Charakteristick4 rovnice je > + 71 — 8 = o, coz mé kofeny —8 a 1. ReSeni m4 tedy tvar
y = Ae* + Be 3. Ted zohlednime polateéni podminky: pfi x = o ma byt y = 1, takZe ma platit
1 = A + B. Podobné ma byt pfi x = o takéy’ = 1, takZe po derivovani dostaneme 4 — 8B = 1. To
je soustava 2 X 2. Nejdfiv rovnice odecteme a dostaneme 9B = o, takze dal uz snadno zjistime 4 = 1.
Zadané feseni je tedy y = €.

Ad 3. Charakteristické rovnice je 1> + A> — 4 — 1 = o. Pov§imneme si, Ze tato rovnice ma kofen
A = 1. Provedeme déleni a polynom se rozpadne na soudin (A — 1)(A* +24+1) = (A —1)(A+1)* = o.
Mame tedy jednoduchy kofen 1 a dvojnasobny —1. Proto ma feseni tvar y = A4e* + (Bx + C)e” .

Ad 4. Charakteristické rovnice je A* + 104> + 25 = o. V§imneme si, Ze vlevo stoji Gplny ¢tverec
a rovnici zapiSeme jako (A% + 5)* = o. Proto tedy mame dva rozli¢né koteny, +1/3, oba dvojnasobné.
Proto ma feseni tvar y = (4x + B) cos y$x + (Cx + D) sin y3x.

Ad 5. Zde je charakteristicka rovnice 7 4+24° + 23 = o. Vytkneme a dostaneme 3 (A* +22% 4+ 1) =
= B(2* + 1)* = o. Mame tedy trojnisobny kofen o a dvojnésobné kofeny +i. Proto je feSeni ve tvaru
y = Ax* + Bx + C + (Dx + E) cos x + (Fx + G)sin x.
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S | Reste nésledujici rovnice s pravou stranou:

I._)/”—ZJ/I—I-}I =1 z.y" -y = x3; 3.}/”— y/ = 4X+2 COSs 2x; 4.)/”—5}/’—{—4)/ = 4x2—|—17 sin x;
5.y +y=e"cosx.

Refeni. Ad 1. Rovnice bez pravé strany mé feSeni y = (Ax + B)e”. Partikulrni feSeni uhodneme
jako prostou jedni¢ku — derivace ji zni¢i a v y zustane. Celkem tedy mame y = (4x + B)e* + 1.

Ad 2. Rovnice bez pravé strany ma feSeni y = Ae” + Be™ *. Napravo je néjaky polynom, tak parti-
kularni feseni hadejme jako néjaky polynom tretiho stupné. Je jasné, Ze druha derivace takového poly-
nomu obsahuje jen nejvy$e prvni mocniny x, takZe u x*> musi byt —1 a u x* musi byt o. Hadejme tedy




y = —x> + ax + B. Dosadime a mdme —6x + x*> — ax — 8 = %3, takZe @ = —6 a f = 0. Proto mame
konec¢né fefeniy = Ade” + Be ¥ — x? — 6x.

Ad 3. Rovnice bez pravé strany ma feSeni y = 4 + Be**. KdyZ ma prava strana nékolik s¢itanct,
staci hadat partikularni feseni ke kazdému zvlast a pak to secist. Takze pro 4x hadame néjaky poly-
nom. Stadi linedrni? Ne, protoze vlevo by se pak 4x vibec nemohlo objevit (nulta derivace tam neni).
Déme tedy kvadraticky. U x* musi byt —1, takze haddme y = —x* + ax. Absolutni ¢len tam ne-
ma cenu davat, protoze muze byt libovolny (viz integra¢ni konstantu A). TakZe po derivovani ma-
me —2 + 4x — 22 = 4x a tedy mi byt # = —1. Toto partikuldrni fedeni je tedy —x* — x. Po-
dobné pro 2 cos 2x bude dobfe tipovat néjakou kombinaci « cos2x 4 £ sin 2x. Na levé strané mame
—4a cos 2x— 43 sin 2x+ 4a sin 2x— 4/ sin 2x = 2 cos2x. Chcemetedya = fa—4a—48 = —8a = 2,
takze # = —1/4. Proto tady mime —7(cos 2x + sin 2x). Dime to oboji dohromady a celkem mame
feSeniy = 4 + Be™ — x* — x — 7 cos2x — 7 sin 2.

Ad 4. Rovnice bez pravé strany ma feSeni y = 4e* + Be*". Zase budeme hadat partikularni feseni
zvl4$t: pro 4x* budeme hadat kvadraticky polynom, ktery zjevné musi mit u x* jednicku, takze hadame
x>+ ax+ (. Po dosazeni mame 2 — 10x — sa + 4x> + gax + 4 = 4x”. Ma byt 4 = 10, tedy & = %,
adidlea—sa+48 = o,tedy 8 = % — 3 = %,atak mame feSeni x* + %x—i— 2. Usinu zas budeme hadat
kombinaci sinu a kosinu, tedy « cos x + 3 sin x. Po dosazeni zjistime, Ze # = 5/2a 8 = 3/2. Celkem

méme feSeniy = Ae* + Be*' + x* + Zx + & + 2 cosx + 2sinx.

Ad s. Rovnice bez pravé strany ma feSeni y = A cos(x + ¢). Partikularni feSeni budeme hadat ve
tvaruy = € (« cos x+ 3 sin x). Po otravném derivovani obdrzime e* (28 cos x —2a sin x) +e*a cos x +
+ e*Bsinx = e cos x. Z toho plynou rovnice 28 + @ = 12 8 = 2a, atedy a = 1/5, B = 2/5. Vysledek

cos x+2sin x

jetedyy = Acos(x + @) + 5
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