I | Pro ktera x nejsou definovany funkce tg x a ctg x? Proc¢ se v téchto x pokazi? Pokuste se najit

né¢jaky davod.

2 | Jaka je parita nasledujicich elementarnich funkei (tj. jsou liché, sudé, oboji nebo ani jedno)?

I ka, kde & je jakékoli celé &islo, tj. x*, x%, 1/x* apod.; 2. tgx.

—— () O 0) C—

3 | Méjme funkci f(x) s defini¢nim oborem D a funkci g(x) s defini¢nim oborem &. Urcete defi-
nicni obory nasledujicich funkci:
fl)

Lf(x) £ g(x). 2. f(x)g(x). 3 g(—x);

4 | Podle pravidel, jez jste si odvodili vySe, urcete defini¢ni obory funkci:

1
xox 2. arc cos ﬂ; 3.arcsin(x” — 1) arc cos(3 — x%).

\/xz—zx—z, x+3
$ | Jakou paritu ma: 1. soucet nebo rozdil dvou funkei; 2. soucin nebo podil dvou funkci,
jestlize: 1. obé¢ funkce jsousudé; 2. obé funkce jsou liché; 3. jedna je suda a druha licha.

L

6 | Pomoci odvozenych pravidel ¢i z definice urcete paritu funkci:
3| arc tgx
TS o3 4 x°

(00—

Lsinxcosx; 2 e’ —e " 4.0 +x

Vyraz typu 2 = a + ib, kde a a b jsou redlna ¢isla a i je tzv. imagindrni jednotka, nazveme
komplexni ¢islo. Imagindrni jednotka je plné charakterisovédna vlastnosti i* = —1.

Komplexni ¢islo se dd vyjadfit v ,algebraickém® tvaru, tj. z = a + bi, kde 4, b jsou realna
a nazyvaji se po fadeé redlnd a imagindrni Cdst Cisla z. Znaci se Me z a Im z. Takeé se zavadi Cis-
lo komplexné sdrugené, znatené vétsinou 2" ¢i 2. To se ziska tak, Ze se u imagindrni ¢4sti otodi
znamenti, takze (a4 + bi)" = a — bi.

7 | Vypoctéte si téchto par soucinu (x a y jsou realna ¢isla):

L(1—31)-(—2431), 2.(—4+1) (—1+21), 3ix+1iy), 4.2(x+1y), s.(5s+31)(4—3i).
8| Coz nasledujicich vztahu plati?

LRe(z +w) = Rez + Rew; 2. Re(ew) = Re(z) - Re(w); 3. MeZ = Fe.

Zméni se néco, kdyz misto Re budeme psat Im?

Komplexnich ¢isel z = x iy byva casto lepsi zapsat v takzvaném poldrnim tvaru, tedy ve tvaru
. 2 o _ 1@
gz =r(cosp +ising) =re?,
kde 7 je nezdporné redlné &islo a @ je rovnéz redlné. Cislu 7 se pak 11k velikost neboli modul ¢isla

z a oznacuje se |z]; thlu @ se ika argument Cisla z a oznacuje se arg 2.

Symbol e'?, ktery jsem uvedl vyse, zatim berte prosté jako oznaceni pro cos @ + i sin @. Pozdéji
(ne nutné v tomto kursu) uvidite, Ze definovat exponencialu od komplexniho ¢isla takto je jedina
véc, ktera dava smysl.




o Komplexni ¢isla se casto kresli do roviny: ¢islo x + iy se / }a”‘/

v /. /7 7/ v . /7 . &-’- a
prosté nakresli jako bod [x; y] v kartézskych souradnicich tak, jak e R ¥ o 8’
je to na obrazku vpravo. Kde na tomto obrazku najdete 2] a arg z?
Nakreslete je tem.

IO | 0dvodte pro velikost a argument &isla z = x + 1y tyto > 7

vztahy: "
L3 =x*+y*; 2.tgargz = Z, <

Nepovinné mizete odvodit i tyto:  3.cosargz = %; 4.sinargz = %'

II | Kolik je [e'?| pro jakékoli redlné p?

I2 | yestli se mé4 e'? chovat jako opravdova exponenciala, tak musi spliiovat tuto zdkladni podmin-

ku: . . :
el? . eV — ellpt¥),

YV ’ i * . v ./ /4 /4
Ovéfte to dosazenim e'? = cos @ + i sin @ atd. za viechny exponencialy. Pak roznasobte zavorky a po-
uzijte souctové vzorce.

I3 | Jen s pomoci zakladni podminky e'? . el = @) ykazte, ze plati také:

1 1 . Ve ’ I¢ i —
re?.e P = 1,z éhoz vyplyvae P = 2.(e'?)" = €"? kdenje pfirozené; 3. 7= elP=¥)

(pouzijte vysledek prvniho bodu).

I¢;

14 | Cemu se rovna vyraz ¥ A ¢emu e kde k je jakékoli celé ¢islo? Umite z toho vyvodit, ze
exponenciala e je funkce s periodou 27

IS | Jestlize jste zvladli vSechna tato cvi¢eni, mizete zas zapomenout vztahy z minulého cviceni.
Tohle je mnohem ucinnéjsi, nez si pamatovat haldy vzorcil, které potrebujete jen malokdy.

Napiiklad mime e*'? = (e'?)?. Dosadime e'* = cosx + isin x a mame
cos2¢ + isin2p = (cos @ + isin @)* = cos’ @ — sin” @ + 2i cos @ sin @.

Kdyz porovnate redlné a imaginarni ¢asti, dostanete vztahy pro cos 2¢ a sin 2¢. Zkuste si podobné rychle
odvodit vztahy pro:

I cos 3gp a sin 3p (pouzijte &P = (€?P);  2.cos(a+b—c)asin(a+b—c) (pouzijte e
—e.e. e, 3sin(a — 2b)a cos(a — 2b) (tady na to piijdete sami, nes).

16 Ukazte, ze (re'?)" = re™'?: tedy komplexni sdruzeni nechévé velikost byt a u argumentu
zmeni znameni.

i(atb—0) _

I7 | Coz nasledujicich vztaha plati? (Pljde to snaz, kdyz z a w zapisete v polarnim tvaru.)

Lz+w) =z +w; 2(w) =z +w; 32 = f}, 4. (") ="

I8 | Uz vime, e kdyz z = x + iy, tak 2" = x — iy. Odvodte z toho vztahy

2+ 2 ~ z2—2"
Rez = , Smz = .
2 21
Pak polozte z = e'?. Méli byste dostat takzvané Eulerovy vztahy:
e? e 7 . e? —e7i?
Cos P = f’ sSime = 2—i

*

v v ’ ’ . v I z
19 | Ukazte, ze plati zz" = |2°. Dovedete z této formulky odvodit to, Ze = W?




