Sedmé cviceni (neurcité integraly)

Zikladni pravidla pro pocitani integrala

Nekolik uzite¢nych faktd o integrovani:

e Neurdity integral je opakem derivace, tj. kdyZ je f' = g, tak to znamen4, Ze J gdx=1.

Protoze derivace konstanty je nula, must se k vysledku integrovani pricist libovolna konstanta.

Integral je linearni: J(af(x) +Bg(x))dx =« f F(x)dx + ﬁj g(x)dx, jsou-li @, B konstanty a f, g néjaké funkce.

Integrace per partes: Jfg'dx =fg —f f'gdx, kde £, g jsou funkce.
e Substituce: pokud chceme v integralu prejit k jiné proménné, musime prepsat i dx. S tim se zachazi jako pfi derivovani.

Tabulka integralt: https://is.muni.cz/auth/el/sci/podzim2020/M1100F /um/tabulka-derivaci-integralu.pdf.

V této lekei nas bohuzel neceka nic jiného nez integrovani, integrovani a zase integrovani. Je to dovednost, ktera je na jednu
stranu velmi pottebnd, na druhou stranu spociva na vselijakych tricich, které se musite naucit. A to nejde jinak neZ pocitanim.

Spoctéte tyto integraly:

2
1.](3—x2)3dx; Z.J‘ ﬂ; S.J(l—i-sinx—i—cosx)dx; 4-J4(2x+3x)2dx.

1+ x2

Provedenim linearni substituce vypoctéte nasledujici integraly:

3 = 4 A
Y ov2=x2 | 1+sinx’

Rozbitim na soucet vypoctéte integraly:

2
1.fx2(2—3x2)2dx; 2.J L 3.J dx fx\/Z 5xdx; 5. %.

1—x

In’ * d i t d
1. ( 1 xdx, 2. c ~dx; 3. - x_x; 4. —351?x+cosx dx; 5. are gfdx; 6. - f =
J 2+e e’ +e V/sinx —cos x 14x (arcsinx )2/ 1—x

[ lnx+\/x2+1‘
7.J \lgdx; 8.Jsin3xdx; 9.Jcossxdx; 10. d_x

1+ x2 sin x

Spoctéte nasledujici integraly pomoci integrace per partes:

1. f xarctgx dx; 2. f arcsin x dx; 3. J e dx; 4. f xsinx dx; 5. J x%Inxdx, kde 75 —1 je realny parametr;

. x d . Ve /7 V7
6. f(arc sinx)? dx; 7. u; 8. j In” x dx, n je prirozené Cislo.
(x+1)?

Napovéda: Ad 6. Co je lepsi nez per partes? Dvakrit per partes! Ad 7. (xe*)' = e*(x + 1). Ad 8. Co je lepsi nez per partes? n-krat per partes!

Uzitim vhodnych substituci Vypoététe tyto integraly:

dx dx
. X . —_— VX —x X5 . —F—————— a <X b);
1 f (1 5 m 3 J(x2+ﬂ2)3/2’ J 1 d 5 f (x—a)(b—x) ( <x< ),

e3ctgx

o | —F_<ny 7| S
) Vxta)x+b) ’ T (4 x2p2

Nipovéda: Ad 3. x =atgu. Ad 4. x =sin*u. Ad 5. x —a = (b —a)sin* u; Ad 6. x +a = (b —a)sh> u. Ad 7. x =tgu.



https://is.muni.cz/auth/el/sci/podzim2020/M1100F/um/tabulka-derivaci-integralu.pdf

Odpovédi a feseni

1 . . Sy 9 7 vy
86.  Ad1.Rozvineme podle binomicke vety: J(3—x2)3 dx = j(27—27x2+9x4—x6) dx =27x—9x°+ gx5—x7+C. Ad 2. Pricteme

2
v C 1 — 1 . . -
a odecteme jednicku: T dx= el < J dx — = x —arctgx + C. Ad 3. Integrujeme jednotlivé s¢itance a
14 x2 1+ x2

. v . 4* 6* *
dostaneme x —cosx +sinx + C. Ad 4. RozepiSeme mocninu: J(Zx +3%)2dx = J(4x +2-6"+9%)dx = 42—+

In4 In6 ln9+C'

87 Ad 1. f(e_x +e)dx = J e “dx —}—f e % dx. V prvnim integralu poloZime —x = u, takZe je dx = —d#, v druhém integralu

X —u

1 . / / .
dame —2x = u, takze dx = —du /2. Celkem mame vysledek —e™* — 5¢ = e+ Ee_zx +C. Ad 2. Linearni substituce # = 2x—3, dosta-

WFJF

x\/;_|_c Ad 4. Zaplsmesmx—cos<5—x> Z toho

11

1 1 1 . . Vo
neme - f n'®du = El/;_l = Z(Zx—3)” +C. Ad 3. Chceme se zbavit dvojky, takze ji vytkneme: J

1

——arcsin# = — arcsin

fvl—%z V3 V3

3
Ted poloZime u = £x a mame

je videt, ze je 1 —sinx = 1—cos<z—x> = 25in2<2—£), takze hned mame d% = - zdx —. Polozime # = I
2 4 2 1+sinx 2sin (%—5) 4 2
v , . dI/t T X
takze vysledek je — =—ctgu:—ctg<———>+C.
sin” u 4 2
-~ 4 12x°> 9 1 1 2
88. Adlf 2(2—3x2)2dx—f( 12601938 dy = P2 12 O L 0 a2 Tady pomiige L E = XFL_ 2
: 3 5 7 1—x x—1 x—1

To u? se snadno i integruje na —x — 2In(x — 1) + C. Ad 3. Prerozlozime x? takto: x? = [(x +1)—1]* = (x + 1)> —2(x + 1) + 1. Pak

, x?
mamef dx:J(x—l—l—
14+ x

J xv2—5xdx = J (é — é(Z—Sx)) V2—5xdx = % J(Z—Sx)l/z dx—% J(Z—Sx)”2 dx = —%(2—5x)3/2+%(2—5x}5/2+C. Ad5. Zase

(1—=3x)°3  (1=3x)*?
15 6

1 § v . 1 2.,
n 1>dx = % —x+In(x + 1)+ C. Ad 4. Tady prepiseme x jako —3(2—5x)+ s Tim dostaneme
x

+C.

. 1 1 v IV - / o 1 —
podobny trik: x = —5(1 —3x)+ 3 takze nas integrél lze psat jako 3 f[(l —3x) P —(1—=3x)*]dx =

| 3
89. Ad1.Klademelnx = #, dx =du.Pak dostanemef wrdu = % = l%+C Ad 2. Polozime €* = u. Pak jeie* dx = du a mame
1 x

du =lIn(# +2)=1In(e* +2)+C.Ad 3. Ddme x =Inu,dx = d—% Dostaneme du = du =arctgu =arctge*+C.
24+ u u u(u—+u-1) 1+ u?2

v/ v . . . v v - ooy _ . 3
Ad 4. Stadi polozit # = sinx — cosx. Pak je du = (cosx + sinx)dx, takze nas integral prejde v J #*du a je tedy roven 5142/3 =

u?  (arctgx)

. v/ d 4 v .
= (sinx —cosx)** + C. Ad 5. Tady polo¥ime # = arctgx, du = 1+x > amame prost¢ | udu = 7= + C. Ad 6. Tady je
x
dx 1
treba klast arcsinx = #, du = . Pak pocita 2dn = —ut=— + C. Ad 7. Polozime In(x + v x2+1) = u,
feba klast arcsinx = #, du Wi ak pocitame f n du " P olozime n(x x > "
mame tedy du = dx . Integral prejde v J u?dy = i/z — g[ln(x +4/x24+1 )]3/2 + C. Ad 8. Oddélime jeden sinus a pre-
Vx2+1 3/2 3
pieme sin’ x = sinzx sinx = (1 —cos?x)sinx. To se vyborné hodi na substituci cosx = #, du = —sinxdx. Integral tedy vyjde
3
J(% —Ndu=——u= CO; X _cosx+C. Ad 9. Podobné jako v predchozim bodé mame cos® x = (1—sin? x)*cos x, tj. J cos’ x dx =
35 3 .5
= J (1 —u??du =u— % + % =sinx — sin'x | sin’x + C. Ad 10. JelikoZ (ctgx) = —1/sin® x, méli bychom ptepsat sinus pomoct
1 dx —dx 1
kotangent. To se d4 udélat takto: sin x = ————. TakZe mtiZeme psat — =
V1+ctg2x P fsmx sin®x /1+ctg?x v1+u2



2cos? %

:ln(%—l— uz—}—1>:ln<ctgx+\/1+ctg2x>:ln1+_COSX:ln 2 lnctg +C.

sin x 2sinZ 7 €OS 5

arctgx —— 2 1 2
90. Ad1. f xarctgxdx = 1 ‘;zxz = % arctgx—— J ad S dx. V Citateli pricteme a odecteme jednicku, zlomek se
: 2

| X 2 14+x
v . R . xP+1 x . arcsinx 1
rozpadne na 1— T a to uz se snadno integruje. Vysledek je arctgx — 5 +C.Ad2. | arcsinxdx = J1—x2 || =
x
1 X
xdx 1 2 x? 2x x? . 2
— . _ — . - 42 . 3 —x — _ Y —x _
= xarcsinx J i xarcsmx—i—z\/l x24+C.Ad 3 fx e ¥ dx e g 2e +Jxe dx

1 . .

=z ;— — 4+ C. Ad 4. Derivovnim zru$ime x: stmxdx: sizx —closx :—xcosx+[cosxdx:smx—xcosx+C.
Inx x! 1 1 1 1

Ad 5. Jx"lnxdx = L, x|l = ——x*nx — Jx“ dx = ——x**! <lnx— > + C. Ad 6. Jak varuje napo-
X 2t a+1 a+1 a+1 a+1

(arcsinx)? 2arcsinx
v ’ V7 7 v V7 oo . resm gy ——— .
veda, tady to bude chtit per partes pouzit dvakrat po sobé. Pocitejme: f(arc sinx)?dx = ares T—x2 || = x(arcsinx)*+
1 X
1

oy aresinx ———

+ arcsinx dx = o Vi—x = x(arcsinx)? +24/1—x2 arcsinx —2x + C. Ad 7. Tady je potfeba odd¢lit xe*
Vi—x2 2¢y/1—x2

V1—x2

xe* dx et e(x+1) x x e*
to derivovat, jak upozornuje nipovéda: 5= 1 1 =— e’ + J e"dx =e" <1 — > = +C.
(x+1) (x11) 1 x+1 x+1 x+1

Ad 8. Polozme x = €*, dx = " du. Tim integral prejde na J n"e" du. Ted’ musime pouZit per partes: #” se derivuje na nx™"' a e” se

integruje na e”. Mame tedy f uw'e du=e"u"—n f u" e du. To je ale Giplné stejny typ integralu jako predtim. Scéna se tedy opakuje
Z k

a kone¢né zjist'ujeme, Ze integral je roven e* [14” —nu" e nn—Du"r— 4 (—1)"71!} =C+(—1)"nlx E (—1) nk'x .
k=0 ’

H .17 v . 1_ ’ v v v . ’
91.  Ad 1. PoloZime 1 —5x* = u, du = —10xdx. Také vidime, Ze je x* = TM Pomoci toho vseho prepiseme integral na

1 1— 1 /(1=5 1—5x2)1 . v .
__J T% cu®dy = _<( )"« x) >+ C. Ad 2. Polozime 2 — x = u, dx = —du. Tak integral prejde na tvar

10 50 12 11
( =y 22— xPl? 82— x)?
T du = J(M3/2—4M1/2+4M_1/2)du = 5 — 3 +8+/2—x +C. Ad 3. PoloZime x = a tg u. Integral tim prejde na
J u
a(l—i—tg u)du J 1 tgu 1 x/a 1 x
—_— = cosndn_ smn_— =— =— + C. Ad 4. Polo-
J ((lztg M+d 3/2 ﬂZJ /1+tg P aZ a? ‘\/1+tg21¢‘ a2 \/1+(£)2\ a2 /x2+42
v/ .2 . , v . .2 2 1 . 2 1 u sindu
zime x =sin" #, dx = 2sin # cos #. Integral pak prejdena2 | sin”#cos” udu =5 | sin"2udu = ; | (1—cos4u)du = i . Jelikoz

sin4u = 4sin u cos® u—4sin® u cos u = 4sin uv/ 1—sin® u (1—2sin” u), shleddme po dosazeni sin # = v/x, Ze je sin4u = 4 x(l — x) (1—2x),
. v o 1 . 1 Ve . v , v

a tak je konecny vysledek roven i siny/x'— y x(1—x)(1—2x). Ad 5. Tady pouzijeme podobnou logiku jako v predchozim bodé,

jen je nutno poloit x —a = (b —a)sin” u. Pak také vidime, 7e je b —x = b—a—(x—a) = (b —a)(1—sin? u) = (b —a) cos® n. Také mame

(b—a)2sinucosudu _f(b—a)Zsinucosudu_

(b—a)sinucosu

dx = (b —a)2sinu cos u du. Dosadime-li to do integrélu, dostaneme J \/

a)sin® u(b —a)cos? u

X—a

b

= JZdM = 2u. No, to véru neni sloZity vysledek. Jen musime obratit rovnost x —a = (b —a)sin’ u, co% d4 # = arcsin
—a

=+ S
Q

takze celkem mame 2arcsin Z_a + C. Ad 6. Uplné stejné jako v predchozim bodé dostaneme vysledek 2x# = 2arsh Z =
Vo—2 —

Q



xtatvxtb dx Proto dostaneme Ldu =
Vvb—a 142 /1+tg?

‘ 1 ) u arctgx ) ) arctgx 1 4t
= fe” cosudu = Xefe(l‘m” du = Ke<—,e(1+l)”> = cos(%—z) = £ (cosucosz+smns1n z) = ¢ tign =
1+i V2 4/ 2 4 4 2 Jitegu

=2In + C. Ad 7. Polozime x = tgu, dx = (1+tg’u)du, tj. du =

arctgx 1
:e —+x LC.

2 J14x2




