I | Dokazte ,,hyperbolickou jedni¢ku® ch” x — sh” x = 1.

Reseni.

X —x\2 x —x\2
(< € € —e I _ _
) (TR m e e e =

(00—

chzx—shzx:(

2 | Kruznici o poloméru R lze zadat rovnici x* + y* = R?, diky éemuz ji miZeme parametrisovat

naptiklad takto: x = R cos @, y = R sin @; to funguje diky vztahu sin* + cos® = 1.
2 2
Podobnym zplisobem vyuzijte vztah ch® — sh® = 1 k parametrisaci hyperboly (g) — (%) = 1. Tim

by meélo byt vysvétleno, proc se témto funkcim rika hyperbolické.
Reseni. Zjevné zabere x = a ch®u, y=b sh’u, kde u je parametr hyperboly.

——— ()OO ———

3 | Vypoctéte derivace funkei sh x, ch x a th x a vyjadrete je pomoci hyperbolickych funkei.

X —X / X —X
Refeni. Mime (i) — €¥¢_takze plati (shx) = chx a obricené (chx) = shx. Pak uz

2 2 >
/ 2 2
snadno spocteme (th x)’ = (Zﬁ—i) = EE—; — CS}ISZD; shx=1—th?x =S ;:S; 2= chlzx'

——— ()00 ——

4 | Vysetfete prabeh funkei sh x, ch x a th x a nacrtnéte jejich grafy (vyjdéte z definice pomoci expo-
nencial).

S VY o . Y _e ¥ ’ .o ’ . 4 v/ 4 %
$ | Reste rovnici u = ==—. Tim zjistite, jak se da spocitat x ze zadané hodnoty u = sh x. Zapiste

explicitni vztah pro inversni funkci k sh x, ktera se oznacuje (mezi jinymi) ar sh x. Stejné vyjadrete
iarchxaarthx.

Reseni. Vynasobime celou rovnici 2€”, ¢imz dostaneme 2ue™ = (e*)> — 1. To je kvadraticka rovnice
proe”, ktera mafesenie” = u+4yu? + 1.Znameni,,—“tady nedava smysl, protoze e* musi byt vzdycky
kladné. Proto méme x = In(u + V> + 1) a také arshx = In(x + yx*> + 1). Obdobné dostaneme

archx = ln(x +Vx?—1 ) (tady jsou mozné obé hodnoty, protoze ch x je funkce dvojznac¢na (to je
I+x

I—x°

disledek jeji sudosti) — muzete si téZ overit, Ze x — Vx? — 1 Jaarthx = 7 In

_ I
o x+HVxr—1
——— (- OO ———

6 | Derivujte vztahar sh(shx) = 1a polozenim sh x = y vyjadfete derivaci ar sh y. Stejnym zplisobem

naleznéte derivace ar ch x a ar th x.
v ’ Ve . Vd /7 . . . v v 7
Reseni. Pfi derivovani toho vztahu napravo vznikne nula a vlevo derivujeme podle retézového pra-

. / v ’ . . ’ /
vidla. Dostaneme ar sh (sh x)-ch x = o, takZe pro neznimou derivaci funkce ar sh x plati ar sh (shx) =

= Ted poloZime sh x = y a dostaneme ar sh'(y) = —— = ——. Stejné tak plati (arch x)' =

Vidsh®x  (*+1

1
1I—x%°

= L _a(arthx) =

Vaz—1
——— )OO C—

7 | Pokud jste vyresili vSechny predchozi tlohy, dejte plysaka na stal!

Resdeni. To opravdu neni tézké, to jisté zvlddnete sami =



(00—

8 Ukazte, ze plati nasledujici vztahy mezi hyperbolickymi a goniometrickymi funkcemi:
Lsinix =ishx; 2.shix =isinx; 3.cosix =chx; 4.chix =cosx; s.Napiste obdobné
vztahy pro funkce th x a tg x.

—X X —I1xX
Reseni. Vime, Ze napf. shx = S="— asinx = % Z toho je napf vidét vztah = sinx,
coz po nasobeni i da druhy vzorec. Dosadime-li do néj x = —iu, obdrzime —shu = isiniu, coz po
nasobeni —i da prvni vzorec. Druhé dva vzorce se odvodi jesté sndz, protoze tam porad nepovlava to i.
Nakonec délenim prvniho a tfetiho vztahu dostaneme tgix = ithx, a délenim druhého a ctvrtého

thix = ttgx.

shix

——— ()OO ———

9 | Diky vztahiim z minulé dlohy miZete snadno pfepsat uz znamé vzorce pro goniometrické funkce
na jejich ,,hyperbolické® verse:
1. Plati sin(a + b) = sinacosb + cosasin b; ¢emu se rovnad sh(a + b)? 2. Plati cos®> x =

I+cos2x,
2 b

21gx
—g’ ¢emu se rovna th 2x?

Redeni. V prvnim bodé dosadime 4 = iu, b = iv a uplatnime poulky z pfedchoziho bodu. Podle

nich se toupravina i sh(u+v) = i shu ch v+ch u-i sh v. Po zkracenit dostaneme sh(u+v) = shuchv +

+ ch ush v. Podobné v druhém bodé dostaneme ch® x = W Iit%
X

v / 2
¢emuserovnach”x?  3.Platitgax =

a ve tfetim th 2x =

——— (- 00—

Tady muze byt uzitené fesit vSechny tlohy ,,zaroven: prvni obsahuje hromadu zlomka na
rozlozeni, ostatni nabizeji finty, jak se s rozkladanim snaz vyrovnat. Nemusite se je ucit, pokud
nechcete, ale dovedou radné usetrit Cas.

IO | Rozlozte v parcialni zlomky:
. 1 ‘ ) x+1 ) x> ] I ) I .
. (.’X.‘ — 1)(x ;i’ 2), . (.’X.‘Z _ 4)(x n 327 3. (.’X.‘ + 2)2<x — 3)7 I4-- (.’X.‘Z _ 9)2’ s. gxz i 4)(36‘2 _|; 9)7

6. 5 7. ; 8. ; =} —
-0 tx+1) (x—1P0Etxt1) D)@ txtDr TWr o xtf

(Napovéda:x®+1 = (x+1)(x* —x+1);x*+1 = x* + 1 + 2x2 —2x?; zkuste vztah pro rozdil étverci.)

(x2+1)2
v s ’y x+2)—(x—
Refeni. Ad 1. Napieme (x_l)l(x = §( (x_zz)(i +2;) =3 |+ — =]

Ad 2. Ve jmenovateli je (x — 2)(x 4 2)(x + 3). To ma jednoduché koteny, takze 1ze pouzit tlohu 12,
3/20 1/4 2/s

+ x+2 x+3°
Ad 3. Koeficienty u 1/x + 2)* a 1/x — 3) muZeme zjistit ihned pomoci postupu podle Glohy 12
(ten koeficient u 1/(x + 2)* najdeme tak, Ze vynésobime celou rovnost (x + 2)* a posleme x — —2).
9ks 45
=3 (x+2?
zlomku a tim dostaneme ten posledni ¢len, ktery nim jesté chybi (ten ma ve jmenovateli x + 2 na
1625 4/5 + 9/25
x+2 (x42)> ' x—3°

Ad 4. Vyjdeme z toho, ze - = (%ﬂ = +3) a umocnime tento rozklad na druhou. Tim obdr-

, pficemz na zlomek uprostfed miiZzeme znova pouzit ten stejny roz-

podle niz mizeme vysledek prakticky hned napsat: =

Tim dostaneme £ . Ale to jesté neni vSechno. Ted tento vyraz odecteme od toho ptivodniho

takze celkem mame rozklad

prvou). Ten je roven T,

v 7 1 1 2 I
zime ¢ ((x_3)2 promar + 3
k 1/108

1/108 + 136 1/36
43 A3 0 (w3 (a3t

klad a dostaneme vyslede



Ad 5. Tady jsou sice ve jmenovateli nerozlozitelné trojcleny, ale to je celkem jedno. Nic ndm totiz
(" +9)—("+4) 1/s Vs

s ¥t+4 PH9°
Ad 6. Pro zjednoduseni dalsich dvou cviceni tohle jesté trochu zkomplikujeme a rozlozime radéji

Vevy/ 1 7 _ _ . /8% o ’ '
obecnéjsi zlomek =2 TD) ktery se pro hodnoty 4 = 1, b = 1 redukuje na ten nas puvodni. Ted

zkusime vyjadfit jednic¢ku: vezmeme x* + x + b a odecteme od toho néjaky nasobek x — a tak, aby se

x” +x odeletlo. Jestlize chci, aby (x — 4)(x + néco) zaéinalo na x*+ x +---, musim polozit néco = a+1.
’ ’ v _ I 2 v

Iv’o t’omto poznani uZ snadno dostaneme 1 = ———— (x* + x + b — (x — a)(x + a + 1)), coZ po vlo-

zeni do zlomku da rozklad

nebrani napsat v Citateli 1 = , ¢imz se hned dostaneme k vysledku

I B I ( I x+at1 ) )
(x—a)x*+x+b aP+a+blx—a x>*+x+b

(dal jsem to takhle pékné na prostredek, aby to bylo vidét i z dal$ich bodu). Po polozenia = b = 1se
I_x+2

to redukuje na vysledek — 3

x— I 3 x2+x+1°
Ad 7. Zderivujeme rozklad () z minulého bodu podle 4. Tim dostaneme

I _ 2a+1 ( I _x+a—|—1) I ( I B I )
(x—aP(2+x+b  (@*+a+br\x—a x*+x+b)] 2+a+b\(x—aPF x*>+x+b)’

Po dosazeni 2 = b = 1 mdme hned zadany rozklad 3 ( e = ¥~ =+ xz’_‘:;rl) :
Ad 8. Zase zderivujeme rozklad (x), ale tentokrat podle b. Tim dostaneme
_ I _ I ( I _x—l—a—l—l) I S xtadr
(x—a)(x*+x+b>  (@*+a+bF\x—a x*+x+b] a>+a+b (x*+x+b?

1 x+2
Nezapomeneme zrusit minus, opet polozime 2 = b = 12 mame hnedle vysledek 3 ( =1 Prx +1) —
I x+2

3 (x24xt1)”

Ad 9. Zafidime se podle napovédy, napiSeme x* + 1 = (x + 1)(x* — x + 1), pak pfepiSeme jednicku
podobné jako v Sestém bodé. Zde utvoifime kombinaci (x* — x + 1) — (x + 1)(x — 2) = 3, takZe méme
1 _ 1 (PoatD—(tn—2) _ ( I x—2 )

3

OF+1 T 3 (vt 1)(x2—x+1) ¥+1 xr—xt1)’
Ad 10. Tady nas to kone¢né dob¢hne; budeme se muset vzdat trikd a udélat to poradné. Podle napo-
védy napffeme x*+1 = x*+1+2x% —2x" = (x*+1)*—(V2'x)* = (®+v2x+1)(x*—v2'x+1). Vysledek

7 AX+B CX+D ’ ’ . v 4
tedy bude mit tvar = e T e kde 4, B, C, D zatim nezname. Nalezneme je tak, ze dime

tenhleten soucet na spolecny jmenovatel a porovname s pivodnim zlomkem. V ¢itateli toho naseho
sou¢tu bude (4x+ B)(x* +v2x+ 1)+ (Cx+D)(x*> —vV2x+1) = (4+C)x* +[vV2(4—C)+B+Dlx* +
+ V2(B — D) + 4 + Clx + (B + D). To se ma rovnat jedné, takze vSechny zavorky az na tu posledni
musi byt nulové. Z toho hned mame 4 + C = oa B 4+ D = 1, coz dosazeno do zbylych dvou rovnic

dav2(4 — C) + 1 = 0av2(B — D) = o. Refeni uz na sebe nenecha dlouho ¢ekat: 4 = —C = 7,

B = D = 3, takZe kone¢né mame

X 1

L_|_l x _1I
I _ 272 2 . 22" 2
x44+1 x24+2x4+1 x2—V2x+1

———— ()00 ——

II | Ujednoduchych zlomkd se vyplati zkusit od oka zapsat citatel jako kombinaci zavorek ve jme-

novateli. Tfeba pfi rozkladani zlomku pree 4) se hodi napsat 1 = [x — (x — 4)]/4. Nahradte tim Citatel

a dokoncete rozklad. Jestli chcete, zkousejte pak podobné triky vymyslet i u slozitéjSich zlomk.

v ’ vy 7/ 1 _ lx_(x_él-) _ l( 1 _ l) Ve 7 Ve Vevy
Reseni. Udélame to, dostaneme -2 = 4 xa—a) — #\x=3 — x)-Propouzitina slozitéjsi zlom

ky viz napt. bod 6 v lloze 10.



(00—

@ Pokud ma jmenovatel pouze jednoduché koteny, musi platit

P(x) _ A A4
Goa)a—a)-(—a) x—a x—a  x-a,

kde 4, jsou zatim neznamé koeficienty, které chceme najit. Nasobte obé strany x — a;, a vlimité poslete
x — ay,. Jaky vztah pak dostanete pro koeficient 4,?
Redeni. Viechny s¢itance napravo vypadnou, az na ten, ktery obsahuje 4. U néj je zase x — a;, ve
jmenovateli, ale my jsme to timtéz vynasobili, takze zlistane prosté 4.
P(x)
p (x—ay) (=)o =y ) (—a,)’
x — a;, a ostatni tam zlstanou. Proto dostaneme

Vlevo pak mame lim tedy ze jmenovatele zmizne pravé ta zavorka

P(ay)
(@ — a))ay, — a,) (4 — ap_ )Wy — apyy) = (4, — a,)

Pokud mame ve jmenovateli misto sou¢inu zavorek roznasobeny polynom Q(x), je dobte si uvédo-

A4, =

mit, ze 4, = xh—% P(xé?_)ﬂk). Ovsem protoze 4y, je kofenem Q(x), mizeme ve jmenovateli klidné psat
Q(x) = Q(x) — o = Q(x) — Q(ay) a pouzit toho, ze hn}k A JZ gk(ﬂk = Q'(a). Proto lze také psit pro
takovy pripad
A = P,(xk) :
Q'(x)

——— () (00—

I3 | Pokud je ve jmenovateli nerozlozitelny troj¢len, metoda vyse nebude fungovat. Zkuste najit né-
jaky zpusob, jak ji spravit. (Jeden fajn zpisob funguje jen v pripadé, Ze je tam ten trojclen jen jeden.)

Reseni. Jeden jednoduchy muze spodivat v tom, Ze najdeme viechny ostatni zlomky kromé toho
s tim trojclenem a V§echny je odecteme od toho, co rozkladame. To, co nam zistane, je nutné ten
posledm pnspevek ktery jsme hledali.

Jina moznost spociva v tom, Ze si uvedomlme, ze nerozlozitelny trojclen ma dva rozlicné kom-
plexné sdruzené koreny. Pak se k tomu mizeme chovat jako k dvéma jednoduchym kofenim a je po
problému.

——— ()00 C—

14 | s nasobnymi kofeny je vzdycky problém. Dobry zpusob, jak se jich zbavit, mize byt pomoci de-

. J4 Ja- v v v Ve 1 v . v ¢« JV7/ 4 1
rivovani. Reknéme napft., Ze chceme rozlozit et Udélejte to tak, ze nejdriv rozlozite e ey

(bez druhé mocniny). Obé strany rozkladu derivujte podle a a pak polozte a = 2. Co vyjde? Zkuste
tuhle metodu uplatnit i v prikladé ro.
I

v e 24 1 —
Reseni. Rozlozime et = A (3

1
—a

— =5 )- Derivovanim podle 4 dostaneme

(x—a);(x—kl) :_(a—liI)2 (xia_x—ll—l)—i_a—ll—l(x—la)z’

coz po dosazeni a = 2 da vysledny rozvoj m = —% ( = — xL) + (xl_/az)z-

—— ()OO C—

Bla bla bla.



