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Prvni dloha

I | Zapiste ¢islo 1 + e (kde —7 < @ < ) v polarnim tvaru (tj. jako néjaké re'?). [% bodu]

Vytkneme e'??, tak¥e dostaneme

1+ el? — ei¢/2( ei¢/2 + e—igp/Z) — 5 @5 % eigp/z,

e?rel?
2

kde posledni tprava vyplyva z Eulerova vzorce cos ¢ = (viz tloha 18 v tfetim cvi¢eni). Pfi

—7 < ¢ < T je cos % > o, takZe nemusime fesit posun argumentu o 7, ktery by nastal, kdyby
toto Cislo bylo zaporné.

Druha Gloha

2 | Vyjadiete cos 3x pouze pomoci cos x. [¥4 bodu]

Jelikoz mame € = (e")?, musi platit

cos 3x + isin 3x = (cos x + isinx)’ = cos® x + 31 cos” xsinx — 3 cos x sin® x — isin’ x.

Vzavse realnou cast, obdrzime vysledek

2
COS 3X — cos3x—3cosxsm X = cos3x—3cosx(1 —COSZ.’)C) = 4cos3x—3cosx.

Tteti iloha

In(ln x)

3 | Zjednoduste vyraz 4 '~ . [} bodu]

In(ln x)
Tady byl bohuzel v zadani preklep — misto toho mélo byt x nx . Proto jsem uznaval jakoukoli

validni apravu, kterou jste udélali.

Ctvrta dloha

4 | Dvé zZeleznice ve tvaru usecky se kfizuji pod pravym thlem. Na obou Zeleznicich vyjedou

ve stejné chvili z konec¢nych stanic vlaky stalou rychlosti v smérem k priseciku. Kdy k sobé budou
oba vlaky nejbliz a jaka bude tato minimalni vzdalenost, jestlize prvni vlak zacina ve vzdalenosti
a od pruseciku, zatimco druhy za¢ina ve vzdalenosti b? (Napovéda: zkuste doplnit na Ctverec
v proménné ¢ (tj. v Case).) [1 bod]

V case ¢ bude prvni vlak ve vzdalenosti 4 — vt od priseciku a druhy b — vt. Jelikoz jsou Zeleznice
na sebe kolmé, je vzdalenost dana Pythagorovou vétou:

d* =(a—vt)* + (b —vt)” = 2(vt)* — 2vt(a + b) + a* + b*.
Doplnime na ¢tverec v soucinu vt:

2 2 2 bz
d2:2[(vt_a+b) L4 +b*  (a+b) .

2 2 4




Posledni dva zlomky dame na spole¢ného jmenovatele a roznisobime (a + b)?, ¢éimz nakonec

dostaneme . s
2 2

Bt : —b)* : —b b v.
Minimum je tedy d* = (@ R ) ,nebolid = % Toto minimum nastane v okamziku, kdy se
a+b

zavorka vynuluje, tj. kdyz plati t = <~.

Pata Gloha

$ | Nastil o strané R pripevnime dveé zrcatka tak, jak je to znazornéno

na obrazku. Divame se z bodu A4 na vzdaleny strom S, pricemz still nam cast
stromu zakryva. Nato otac¢ime levym zrcatkem tak dlouho, dokud obraz
v pravém zrcatku nebude pfesné navazovat na vrsek stromu, ktery vidime
pres n¢j. Jak miZete z natoceni zrcatka (na obrazku «) zjistit, jak je strom
daleko? [1 bod]

Stfedy obou zrcatek a strom tvoii pravouhly trojuhelnik, ve kterém zname jednu odvésnu R
a chceme dopocist tu druhou. Vse se tedy redukuje na zjisténi ahlu mezi prichozim a odchozim
paprskem na levém zrcatku.

Teckovana ¢ara u tohoto zrcatka vyznacuje smér kolmice k zrcatku. Podle zakona odrazu, ktery
byste méli znat z elementarni fysiky, je thel dopadu (tedy thel mezi pfichozim paprskem a kol-
mici) roven thlu odrazu (tedy thlu mezi kolmici a odchozim paprskem). Zaroven snadno do-
pocteme, Ze mezi kolmici a odchozim paprskem je Ghel «, tedy mezi prichozim a odchozim je
dvakrat tolik. Pak uz snadno zjistime vzdalenost, ktera je rovna R tg 24.

Sest4 tiloha

6 Ukazte, ze kazdou funkei f(x), ktera je definovana pro vSechna realna x, lze zapsat jako
soucet sudé a liché funkce. [1 bod]

Jestlize to jde, pak musi jit zapsat f(x) = g(x) + h(x), kde g je sudd a b licha. Proto mame

flx) = g(x) + h(x),
f(=%) = glx) = h(x)-

Sectenim a odectenim téchto dvou rovnosti dostavame recepis na konstrukei téchto dvou funkei:

£6) +f=%) oy — O =)

g(x) =

Tohle byl oviem dikaz tak trochu ,,pozpatku — predpokladali jsme, Ze to, co jsme méli do-
kazat, uz plati! Dostali jsme ale vyrazy pro funkce g, b, a ty vyhovuji vSem pozadavkim ulohy: g
je skutecné suda, h je skutecné licha a jejich soucet je skutecné f. Protoze jsme skutecné kazdou
funkci zapsali jako soucet sudé a liché, je prece jenom dikaz zdarneé dokoncen.



Sedmai dloha

7 | Naleznéte vSechny funkce f(x), které jsou definovany pro vSechna redlna x a které jsou
sudé i liché zaroven. [1 bod]

Je-li funkce f suda, musi platit f(—x) = f(x). Naopak je-li lichd, musi platit f(—x) = —f(x).
Proto mame f(x) = —f(x), ¢ili f(x) = o.



