
Volitelné domácí úlohy a p°íklady na zamy²lení k p°edm¥tu M3100

P°íklady k procvi£ení

1. Rozhodn¥te o absolutní konvergenci °ad

(a)
∞∑

n=1

sin(nπ/2)

n
.

[Konverguje neabsolutn¥.]

(b)
∞∑

n=1

(−1)n

(n+ (−1)n)p
,

kde p = 1, respektive p = 2.

[Pro p = 1 konverguje neabsolutn¥, pro p = 2 absolutn¥.]

(c)
∞∑

n=1

n

(5 + (−1)n sinn)n
.

[Konverguje absolutn¥. �leny jsou ve skute£nosti kladné.]

2. Pomocí Abelova kritéria rozhodn¥te o konvergenci °ady

∞∑
n=1

(2n− 1)2 arctg(1/n2)

(n+ 1)(n+ 2)
n−n

[�ada konverguje.]

3. Za p°edpokladu ºe víte, ºe °ada
∑

sinn
n konverguje rozhodn¥te o konvergenci °ady

∞∑
n=1

sinn

n
√
n

[�ada konverguje.]

4. Pomocí Dirichletova kritéria rozhodn¥te o konvergenci °ady

∞∑
n=1

cos(nπ)

lnn

[�ada konverguje.]

5. Pomocí Dirichletova kritéria rozhodn¥te o konvergenci °ady

∞∑
n=1

(−1)n n+ 1

n lnn



[�ada konverguje.]

6. Pomocí Dirichletova kritéria rozhodn¥te o konvergenci °ady

∞∑
n=1

ln100 n

n

sin(nπ)

4

[�ada konverguje.]

7. Rozhodn¥te o konvergenci °ady
∞∑

n=2

(−1)n

lnn n

[�ada konverguje dokonce absolutn¥.]

8. Ur£ete Cauchy·v sou£in °ad
∞∑

n=1

qn

a
∞∑

n=1

nqn

[cn = n(n+1)
2 qn.]

9. Kolik £len· je t°eba se£íst, abychom odhadnuli sou£et

∞∑
n=1

n

2n

s chybou men²í neº 10−3.

10. Kolik £len· je t°eba se£íst, abychom odhadnuli sou£et

∞∑
n=1

1

n2 + n

s chybou men²í neº 10−3.

[Aspo¬ 1000.]

11. Kolik £len· je t°eba se£íst, abychom odhadnuli sou£et

∞∑
n=2

(−1)n

lnn n

s chybou men²í neº 10−3.

[Aspo¬ 16 postupem který jsem volil já (lze volit i jiné).]



[Aspo¬ 7.]

12. Ukaºte, ºe posloupnost funkcí

fn(x) =
arctg(xn)

n

konverguje stejnom¥rn¥ na celém R.

13. Nalezn¥te bodovou limitu posloupnosti funkcí

fn(x) = xn − x2n

a rozhodn¥te zda tyto funkce konvergují stejnom¥rn¥ na celém R? Na intervalu [0, 1]?

[fn(x)→ 0 na[0, 1], fn(x)→
−∞ na (1,∞), jinde nekonverguje a nekonverguje stejnom¥rn¥ nikde]

14. Nalezn¥te bodovou limitu posloupnosti funkcí

fn(x) = e−nx

a nalezn¥te nejv¥t²í moºnou mnoºinu na které je tato konvergence stejnom¥rná.

[fn(x)→∞ prox < 0, fn(x) = 1 prox = 0, fn(x)→ 0 prox > 0. Hledaný interval je
(0,∞).]

15. Rozhodn¥te zda °ada ∑ e−x
2n2

n2

konverguje stejnom¥rn¥ na celém R.

[Ano, konverguje stejnom¥rn¥.]

16. Rozhodn¥te zda °ada ∑ x

1 + n4x2

konverguje stejnom¥rn¥ na [0,∞).

[Ano, konverguje stejnom¥rn¥.]

17. M¥jme funkci

F (x) =

∞∑
n=1

n e−nx

na intervalu [1,∞). Rozhodn¥te o monotonii této funkce na tomto intervalu.

[F ′(x) = −
∑∞

n=1 n
2 e−nx. Fce je tedy klesající.]

18. Ur£ete polom¥r konvergence mocninné °ady

∞∑
n=1

2n

n2
xn



[R = 1
2 ]

19. Koupili jste si látku a prodava£ vám ust°ihne an = (n+1)/n3 metr· látky za minutu, navíc
je ob¥tav¥ ochoten st°íhat nekone£n¥ dlouho. Jak dlouho jej musíte nechat st°íhat, aby jste
nep°i²li o více neº 1 centimetr látky (tj. abyste jej nezastavili moc brzo).

[Asi 110.]

20. Vítr uná²í list sem a tam, který padá z dostate£n¥ velké vý²ky, aby padal skoro nekone£n¥
dlouho. V kaºdé sekund¥ navíc vítr posune list do strany o an = (−1)n

n−lnn metr·. S jakou
p°esností dokáºeme ur£it místo dopadu listu po

(a) jedné minut¥.

(b) po deseti minutách

[a) asi 0,18 b) asi 0,0017]

P°íklady k zamy²lení

1. Nalezn¥te konvergentní alternující °adu, na niº nelze pouºít Leibnitzovo kritérium.

2. Nalezn¥te konvergentní °adu, která nekonverguje absolutn¥.

3. Nalezn¥te posloupnosti an, bn, cn, dn, en, fn takové, aby

• °ady
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn byly divergentní, ale °ada

∞∑
n=1

anbn

byla relativn¥ konvergentí.

• °ady
∑∞

n=1 cn,
∑∞

n=1 dn byly divergentní, ale °ada

∞∑
n=1

cndn

byla absolutn¥ konvergentní.

• °ady
∑∞

n=1 en,
∑∞

n=1 fn byly absolutn¥ konvergentní, ale °ada

∞∑
n=1

enfn

byla relativn¥ konvergentní.

4. Nalezn¥te konvergentní °adu
∑
an, aby její permutace bn spl¬ovala

•
∑∞

n=1 bn =∞.

•
∑∞

n=1 bn = −∞.

5. Nalezn¥te posloupnosti an, bn tak aby



• Dirichlet·v sou£in an · bn divergoval. Divergenci dokaºte.

• Cauchyho sou£in an · bn divergoval. Divergenci dokaºte.

6. Nalezn¥te obecný vzorec pro výpo£et Cauchyho a Dirichletova sou£tu °ad
∑∞

n=1 1/2
n,∑∞

n=1 1/3
n.

[Cn =
∑n−1

i=0 2n−1−i3i

6n , Dn =
∑n−1

i=1 3i+
∑n−1

i=1 2i+1

6n ]

7. Nalezn¥te posloupnost funkcí fn(x) a funkci g(x) takové, ºe

• fn(x)→ g(x) na intervalu [0, 1], ale fn(x) 9 g(x) na intervalu (1, 2].

• fn(x) ⇒ g(x) na intervalu [0, 1].

• fn(x) konverguje stejnom¥rn¥, ale g ◦ fn(x) nekonverguje stejnom¥rn¥.

8. Ukaºte, ºe pokud fn(x) a gn(x) konvergují stejnom¥rn¥ na I, pak také Afn(x) +Bgn(x) a
h(x)fn(x) konvergují stejnom¥rn¥ na I, kde A,B ∈ R a h(x) je fce de�novaná na I.

9. Analogicky k stejnom¥rné konvergenci de�nujte stejnom¥rnou divergenci k ∞ na I a na-
lezn¥te posloupnost funkcí fn(x) ⇒ ∞ na n¥jakém intervalu I. Za£n¥te de�nicí bodové
divergence posloupnosti fn(x).

10. Nalezn¥te posloupnost funkcí fn(x), která diverguje bodov¥, ale ne stejnom¥rn¥ na intervalu
I.

11. Ukaºte, ºe
∞∑

n=1

n cos2 nx

n4 + 1

je spojitá a má spojitou derivaci.

12. Pomocí Abelova kritéria ukaºte, ºe je-li
∑∞

n=1 fn(x) stejnom¥rn¥ konvergentní na I =
[−1, 1], pak také

∞∑
n=1

fn(x)
x

n

konverguje stejnom¥rn¥ na I.

13. Nalezn¥te p°íklad funkcí fn(x), které jsou ohrani£ené, ale nekonvergují stejnom¥rn¥.

14. Nalezn¥te posloupnosti an, fn(x) takové, ºe an < |fn(x)| pro kaºdé n, x a
∑∞

n=1 fn(x)
stejnom¥rn¥ konverguje.


