Volitelné doméaci tlohy a pifklady na zamysleni k predmétu M3100
Piiklady k procviéeni
1. Rozhodnéte o absolutni konvergenci fad
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—Y

n=1

[Konverguje neabsolutné.]
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kde p = 1, respektive p = 2.

[Pro p = 1 konverguje neabsolutné, pro p = 2 absolutné.]
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[Konverguje absolutné. Cleny jsou ve skutecnosti kladné.|

2. Pomoci Abelova kritéria rozhodnéte o konvergenci Fady
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[Rada konverguje.]
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3. Za predpokladu Ze vite, ze fada )

konverguje rozhodnéte o konvergenci fady
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[Rada konverguje.]
4. Pomoci Dirichletova kritéria rozhodnéte o konvergenci fady
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[Rada konverguje.]
5. Pomoci Dirichletova kritéria rozhodnéte o konvergenci fady
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[Rada konverguje.]

Pomoci Dirichletova kritéria rozhodnéte o konvergenci fady
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[Rada konverguje.]

Rozhodnéte o konvergenci rady

[Rada konverguje dokonce absolutné.]

Urcéete Cauchyuv soudin rad

Kolik ¢lenti je tfeba secist, abychom odhadnuli soucet
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n
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s chybou mensi nez 1073,

Kolik clent je tfeba secist, abychom odhadnuli soucet
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s chybou mensi nez 1073.
[Asponi 1000.]

Kolik clent je tfeba secist, abychom odhadnuli soucet
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s chybou mensi nez 1073.

[Aspoii 16 postupem ktery jsem volil ja (Ize volit i jiné).]
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[Aspoil 7]

Ukazte, ze posloupnost funkci

konverguje stejnomérné na celém R.

Naleznéte bodovou limitu posloupnosti funkci
fulir) = 2" = 2"
a rozhodnéte zda tyto funkce konverguji stejnomérné na celém R? Na intervalu [0, 1]7

[fn(‘r) — 0 mnal0, 1], f,.(z) —
—oo na (1,00), jinde nekonverguje a nekonverguje stejnomérné nikde]

Naleznéte bodovou limitu posloupnosti funkci

fu(z) =™

a naleznéte nejveétsi moznou mnozinu na které je tato konvergence stejnomérna.

[fn(z) = o0 prox < 0, fr(z) = 1 prox =0, f,(z) — 0 proz > 0. Hledany interval je
(0,00).]

Rozhodnéte zda rada

konverguje stejnomérné na celém R.
[Ano, konverguje stejnomérné.|

Rozhodnéte zda rada .
Z 1 + n4x2
konverguje stejnomérné na [0, c0).
[Ano, konverguje stejnomérné.]
Mgjme funkci
oo
F(x) = Z ne "7
n=1
na intervalu [1, c0). Rozhodnéte o monotonii této funkce na tomto intervalu.
[F'(z) = =2 n?e " Fee je tedy klesajici.]

Urcete polomér konvergence mocninné fady
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19. Koupili jste si latku a prodava¢ vam ustfihne a,, = (n+1)/n® metrii latky za minutu, navic
je obétavé ochoten stiihat nekoneéné dlouho. Jak dlouho jej musite nechat stithat, aby jste
nepiisli o vice nez 1 centimetr latky (tj. abyste jej nezastavili moc brzo).

[Asi 110]

20. Vitr unési list sem a tam, ktery padé z dostatecné velké vysky, aby padal skoro nekoneéné
dlouho. V kazdé sekundé navic vitr posune list do strany o a, = ngl)m metri. S jakou
presnosti dokdzeme urcit misto dopadu listu po

(a) jedné minute.

(b) po deseti minutach
[a) asi 0,18 b) asi 0,0017]

Priklady k zamysleni

1. Naleznéte konvergentni alternujici fadu, na niz nelze pouzit Leibnitzovo kritérium.
2. Naleznéte konvergentni fadu, ktera nekonverguje absolutné.

3. Naleznéte posloupnosti ay,, by, Cpn, dy, €n, frn takové, aby

e fady > 07, an, >, b, byly divergentni, ale fada
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byla relativné konvergenti.
o fady > 7 | ¢n, Yooy dy byly divergentni, ale fada

oo
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n=1
byla absolutné konvergentni.
e fady > 7, en, Y oo fn byly absolutné konvergentni, ale fada

o0

Zenfn

n=1
byla relativné konvergentni.

4. Naleznéte konvergentni fadu Y a,,, aby jeji permutace b,, spliiovala

° Z?:l b,, = oo.

© >y bn=—o0.

5. Naleznéte posloupnosti a,,, b, tak aby
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e Dirichletuv sou¢in a, - b, divergoval. Divergenci dokazte.

e Cauchyho souéin a,, - b, divergoval. Divergenci dokazte.

Naleznéte obecny vzorec pro vypoclet Cauchyho a Dirichletova sou¢tu Fad 270;1 1/2™,

s 1/3m
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[Cn - OTa Dn - 1 6" 1 ]

Naleznéte posloupnost funkci f,(z) a funkci g(z) takové, Ze
e f.(x) = g(x) na intervalu [0, 1], ale f,(x) - g(x) na intervalu (1, 2].
e f,(x) = g(x) na intervalu [0, 1].
e f.(x) konverguje stejnomérné, ale g o f,,(x) nekonverguje stejnomérné.

Ukazte, 7e pokud f,(z) a g,(z) konverguji stejnomérné na I, pak také Af,(z) + Bg,(x) a
h(z) fn(x) konverguji stejnomérné na I, kde A, B € R a h(z) je fce definovana na I.

Analogicky k stejnomérné konvergenci definujte stejnomérnou divergenci k oo na I a na-
leznéte posloupnost funkci f,,(x) = oo na n&jakém intervalu I. Za¢néte definici bodové
divergence posloupnosti f,(z).

Naleznéte posloupnost funkei f,, (), ktera diverguje bodové, ale ne stejnomérné na intervalu
1.

Ukazte, ze
00 2
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je spojitd a ma spojitou derivaci.
Pomoci Abelova kritéria ukazte, ze je-li Y~ fn(x) stejnomérné konvergentni na I =

[—1,1], pak také

o0

konverguje stejnomérné na I.
Naleznéte priklad funkei f,,(x), které jsou ohraniGené, ale nekonverguji stejnomérné.

Naleznéte posloupnosti a,, fn(z) takové, ze a, < |f,(z)| pro kazdé n,z a > -, fu(x)
stejnomérné konverguje.



