
M3121 Pravděpodobnost a statistika I
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Motivačńı p̌ŕıklad

Př́ıklad 1

Háźıme opakovaně minćı. Ze 100 náhodných pokus̊u: 56 ×
”

hlava“ a 44 ×
”

orel“.
Otázka : je tato mince

”
spravedlivá“?

prostor elementárńıch jev̊u: Ω = {
”
hlava“;

”
orel“}

elementárńı jevy: ω1 =
”
hlava“, ω2 =

”
orel“

jevová σ− algebra: A = {∅, ω1, ω2, Ω}
Nás však zaj́ımá nap̌r. počet hlav ve 100 pokusech

{
”
hlava“} ∈ Ω X7→ 1 ∈ R

{
”
orel“} ∈ Ω X7→ 0 ∈ R

X je zobrazeńı, č́ıslo 1 se nazývá jeho realizace
Otázka : Jaké jsou pravděpodobnosti jednotlivých hodnot zobrazeńı X?

Jan Koláček (PřF MU) M3121 Pravděpodobnost a statistika I 2 / 12



Náhodná veličina

Definice 1

Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor, X : Ω→ R je takové zobrazeńı, že
pro ∀ x ∈ R plat́ı

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} = X−1((−∞, x〉) ∈ A

Pak X nazýváme náhodnou veličinou (random variable) (vzhledem k jevovému
poli (Ω,A)).

Poznámka 2

X je náhodná veličina ⇔ {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ A pro ∀ x ∈ R ⇔
{ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B} = X−1(B) ∈ A pro ∀ borelovskou množinu B ∈ B.

Poznámka 3

Jestliže pro každou borelovskou množinu B ∈ B plat́ı X−1(B) ∈ A, ř́ıkáme, že X je
borelovsky mě̌ritelná vzhledem k A. Tento fakt se znač́ı X : (Ω,A)→ (R,B).
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Náhodná veličina

Př́ıklad 2

Uvažujme experiment, p̌ri kterém háźıme homogenńı hraćı kostkou. Experiment
má 6 r̊uzných stejně pravděpodobných výsledk̊u, takže Ω = {ω1, ω2, . . . , ω6}.
Uvažujme jevové pole A = {∅, Ω, {ω1, ω2, ω3}, {ω4, ω5, ω6}}.
Pro dále definované funkce X(ω) a Y(ω) zjist́ıme, zda jde o náhodné veličiny
na daném jevovém poli (Ω,A).

X =

{
1 padne č́ıslo > 3,
0 padne č́ıslo ≤ 3

Y =

{
1 padne sudé č́ıslo,
0 padne liché č́ıslo.

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} =


∅ ∈ A x < 0,
{ω1, ω2, ω3} ∈ A 0 ≤ x < 1
Ω ∈ A x ≥ 1

{ω ∈ Ω : Y(ω) ≤ x} =


∅ ∈ A x < 0,

{ω1, ω3, ω5} /∈ A 0 ≤ x < 1
Ω ∈ A x ≥ 1

X je náhodná veličina na (Ω,A) Y neńı náhodná veličina na (Ω,A)
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Náhodná veličina

Pravděpodobnostńı chováńı náhodné veličiny lze popsat pomoćı distribučńı funkce.

Definice 4

Necht’ X je náhodná veličina definovaná na pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,A, P). Pak funkci F(x) = P(X ≤ x), kde x ∈ R, nazýváme distribučńı funkćı
(cumulative distribution function) náhodné veličiny X.

Poznámka 5 (Zjednodušené značeńı)

{X ≤ x} = {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}
P(X ≤ x) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x})
P(X ∈ B) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B})
P(X ∈ B1 ∩ B2) = P ({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B1} ∩ {ω ∈ Ω : X(ω) ∈ B2})
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Distribučńı funkce

Př́ıklad 3 (3 nezávislé hody minćı)

Ω={ω1=(H, H, H), ω2=(H, H, O), ω3=(H, O, H), ω4=(O, H, H), ω5=
(O, O, H), ω6=(O, H, O), ω7=(H, O, O), ω8=(O, O, O)}.
Jevová σ-algebra: A = 2Ω.
X . . .

”
počet hlav ve ťrech hodech“ ⇒ X ∈ {0, 1, 2, 3}.

Distribučńı funkce:

-

6

s1
8

1

1
2

s

2

7
8

s

3

1 s F(x)

F(x) = P(X ≤ x)
F(x)=P(∅) = 0 x < 0

=P(X=0)= 1
8 0 ≤ x < 1

=P(X=0∨ 1) = 1
8 + 3

8 = 1
2 1 ≤ x < 2

=P(X=0∨ 1∨ 2) = 1
8 + 3

8 + 3
8 = + 7

8 2 ≤ x < 3

=P(X=0∨ 1∨ 2∨ 3) = 1
8 + 3

8 + 3
8 + 1

8 = 1 x ≥ 3
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Distribučńı funkce

Věta 6 (Vlastnosti distribučńı funkce)

Necht’ F(x) je distribučńı funkce náhodné veličiny X definované na (Ω,A, P). Pak

I F je neklesaj́ıćı.

I F je zprava spojitá.

I lim
x→∞

F(x) = 1 a lim
x→−∞

F(x) = 0.

I 0 ≤ F(x) ≤ 1 pro x ∈ R.

I P(X = x) = F(x)− lim
y→x−

F(y).

I F má nejvýše spočetně mnoho bod̊u nespojitosti.

I P(x1 < X ≤ x2) = F(x2)− F(x1) pro x1, x2 ∈ R, x1 < x2.
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Distribučńı funkce

Poznámka 7 (Lebesgueova – Stieltjesova ḿıra)

Necht’ F : R→ R je (a) neklesaj́ıćı,
(b) zprava spojitá.

Označme R množinu všech konečných sjednoceńı po dvou disjunktńıch
polouzav̌rených interval̊u typu (a, b〉, kde a, b ∈ R a a < b. Jde o množinový
okruh.

Na tomto množinovém okruhu se definuje aditivńı ḿıra µF : R → R

pro každé A ∈ R, kde

A =
n⋃

i=1
(ai, bi〉, ai < bi a (ai, bi〉 ∩ (aj, bj〉 = ∅ pro i 6= j

p̌redpisem

µF(A) = µF

(
n⋃

i=1
(ai, bi〉

)
=

n
∑

i=1
[F(bi)− F(ai)].
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Distribučńı funkce

Poznámka - pokračováńı

Dále uvažujme B = σ(R) minimálńı množinový σ-okruh generovaný
okruhem R.

Rozš́ı̌ŕıme aditivńı ḿıru µF definovanou na okruhu R na množinový σ-okruh
B tak, že pro každý prvek A ∈ B

A =
∞⋃

i=1
(ai, bi〉, ai < bi a (ai, bi〉 ∩ (aj, bj〉 = ∅ pro i 6= j

definujeme σ-aditivńı ḿıru µF : B → R p̌redpisem

µF(A) = µF

(
∞⋃

i=1
(ai, bi〉

)
=

∞
∑

i=1
[F(bi)− F(ai)].

Takto źıskaná σ-aditivńı ḿıra µF na borelovském σ-okruhu B se nazývá
Lebesgueova – Stieltjesova ḿıra indukovaná funkćı F. Jestliže F(x) = x,
jde o Lebesgueovu ḿıru.
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Distribučńı funkce

Shrnut́ı

(Ω,A) X(ω), F(x)−−−−−→ (R,B)

P ?←→ µF (← F)

Věta 8

Necht’ F : R→ R je (a) neklesaj́ıćı,
(b) zprava spojitá.
(c) lim

x→∞
F(x) = 1 a lim

x→−∞
F(x) = 0.

Pak µF je pravděpodobnost na (R,B), tj. (R,B, µF) je pravděpodobnostńı
prostor.

Definice 9 (Rozděleńı pravděpodobnost́ı)

Necht’ X je náhodná veličina na (Ω,A, P) a F je jej́ı distribučńı funkce. Pak
množinová funkce PX definovaná vztahem PX(B) = P(X ∈ B), kde B ∈ B,
nazýváme rozděleńı pravděpodobnost́ı náhodné veličiny X.
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Distribučńı funkce

Poznámka 10 (Značeńı)

Mějme polouzav̌rený interval B = (a, b〉, kde a, b ∈ R, a < b. Pak

PX(B) = P(X ∈ B) = P(a < X ≤ b) = F(b)− F(a) = µF((a, b〉).

Dále uvažujme borelovskou množinu A ∈ B =
∞⋃

i=1
(ai, bi〉, tvǒrenou

disjunktńımi polouzav̌renými intervaly, pak

PX(A) = P(X ∈ A) =
∞
∑

i=1
[F(bi)− F(ai)] = µF(A).

Tedy PX ↔ µF ↔ F, takže pomoćı distribučńı funkce lze jednoznačně popsat
rozděleńı pravděpodobnost́ı PX(B) = P(X ∈ B) pro každou B ∈ B. Z teorie
integrálu pak pro každou B ∈ B lze psát

PX(B) = µF(B)=
∫
B

dµF · · · Lebesgue̊uv – Stieltjes̊uv integrál

=
∫
B

dF(x) · · · jiné značeńı
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Distribučńı funkce

Věta 11

Necht’ G : R→ R je neklesaj́ıćı, zprava spojitá funkce, pro kterou plat́ı
lim

x→∞
G(x) = 1 a lim

x→−∞
G(x) = 0. Pak existuje pravděpodobnostńı prostor a

na něm náhodná veličina X taková, že G(x) je jej́ı distribučńı funkce.
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