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Pfiklad 1

Hazime opakované& minci. Ze 100 nahodnych pokusi: 56 X , hlava” a 44 x , orel”.
[Otézka : je tato mince , spravedlivd“?

prostor elementarnich jevi: Q= { hlava®;,orel"}
elementérni jevy: wq =,hlava”, wy =, orel"
jevovd o— algebra: A = {Q,wy, wy, O}
Nds v8ak zajima nap¥. pocet hlav ve 100 pokusech

{,hlava'} e QS 1€eR

{,orel"} € O X 0eR

X je zobrazeni, &islo 1 se nazyvé jeho realizace
[Otazka : Jaké jsou pravd&podobnosti jednotlivych hodnot zobrazeni X?



Nahodna velic¢ina

Definice 1

Necht (Q), A, P) je pravd€podobnostni prostor, X : QO — R je takové zobrazeni, Ze
pro V x € R plati

{weO: X(w)<x}=X1((—0,x)) A

Pak X nazyvdme ndahodnou veli¢inou (random variable) (vzhledem k jevovému

poli (Q),.A)).

Poznamka 2

X je ndhodnd veligina < {w € Q: X(w) <x} € AproVxeR &
{weQ:X(w) €B} =X YB) €A proV borelovskou mnoZinu B € B.

Poznamka 3

JestliZe pro kaZdou borelovskou mnoZinu B € B plati X~1(B) € A, Fikime, Ze X je
borelovsky méfitelna vzhledem k A. Tento fakt se zna&i X : (Q, A) — (R, B).
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Nahodna velic¢ina

Priklad 2

UvaZujme experiment, pti kterém hazime homogenni hraci kostkou. Experiment
md 6 riznych stejné pravd&podobnych vysledka, takze Q = {wy,wy, ..., we}.
UvaZujme jevové pole A = {D, O, {w1, wo, w3}, {wy, ws, we}}.

Pro déle definované funkce X(w) a Y(w) zjistime, zda jde o ndhodné veliginy
na daném jevovém poli (Q), A).

X 1 padne ¢&islo > 3, y — 1 padne sudé &islo,
~ 10 padne &islo < 3 ~ 0 padne liché &islo.
e A x<0, e A x <0,
{weQ: X(w) <x} = {w,wyws}eAd 0<x<1 {we:Y(w)<x}= (o wsws) A 0<x<1
NeA x=z1 aed x>1
X je ndhodng veligina na (Q,.A) Y neni ndhodna veli¢ina na (Q), A)
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Pravd&podobnostni chovani ndhodné veli¢iny Ize popsat pomoci distribu¢ni funkce.

Definice 4

Necht X je ndhodna velitina definovana na pravdépodobnostnim prostoru
(Q), A, P). Pak funkci F(x) = P(X < x), kde x € R, nazyvdme distribu&ni funkci
(cumulative distribution function) nihodné velitiny X.

Poznamka 5 (Zjednodusené zna&eni)

{X <x} = {we:X(w)<x}

P(X <x) = PH{weO:X(w)<x})

P(X € B) = P{weQ:X(w)eB})

P(X€B1NBy) = P{we0:X(w)eB}N{weQ:X(w) e By})




Ptiklad 3 (3 nezavislé hody minci)

Q={w,=(H, H,H),w,=(H,H,0),ws=(H,0,H),wy=(0,H, H),ws =

(0,0,H),ws=(0,H,0),w;=(H,0,0),ws=(0,0,0)}.
Q

Jevovd o-algebra: A = 2.
X ..., po&et hlav ve tfech hodech” = X € {0,1,2,3}.

Distribuéni funkce:
F(x)
1 *—
i — F(x) =P(X <x)
F(x)=P(@) =0

e —rx=0)- ]
=P(X=0v1)=1+3=1
=P(X=0V1v2) =143 42 =47

%0—
=P(X=0Vv1v2Vv3) =1+

1 2 3

x<0

0<x<1
1<x<2
2<x<3

x>3



Véta 6 (Vlastnosti distribu¢ni funkce)
Necht F(x) je distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X definované na (Q), A, P). Pak
» F je neklesajici.
» F je zprava spojitd.
> ,}H&P(x) =1a xLiIPooP(x) =0.
» 0<F(x)<1prox €R.
» P(X =x)=F(x)— lim F(y).
Yy—=x—
» F ma nejvyse spoletné mnoho bodii nespojitosti.
» P(x; < X <xp) =F(xp) —F(x1) prox1,x €R, x1 < xp.




Distribuéni funkce

Poznamka 7 (Lebesgueova — Stieltjesova mira)

Necht F: R — R je (a) neklesajici,
(b)  zprava spojitd.

@ Oznaéme R mnoZinu viech kone&nych sjednoceni po dvou disjunktnich
polouzavrenych intervalii typu (a,b), kde a,b € R aa < b. Jde o mnoZinovy
okruh.

e Na tomto mnoZinovém okruhu se definuje aditivni mira ur : R — R
pro kaZzdé A € R, kde

n
A= 'Ul(al-, b;), a; < b; a (a;, b;) N (Ll]', b]> =Qproi#j
1=
predpisem
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Distribuéni funkce

Poznamka - pokracovani

@ Ddle uvazujme B = 0(R) minimdini mnoZinovy o-okruh generovany
okruhem R.

@ Rozsi¥ime aditivni miru up definovanou na okruhu R na mnoZinovy c-okruh
B tak, Ze pro kafdy prvek A € B

A= U (b, a <bra (a,b) N (ab) =@ proi #

definujeme o- adltlvn/ miru yur : B — R pFedpisem

Hr(A) = pr (g(ﬂi/ bi>) = iogll [F(b;) — F(a;)].

@ Takto ziskand o-aditivni mira pur na borelovském o-okruhu B se nazyvd
Lebesgueova — Stieltjesova mira indukovand funkci F. Jestlize F(x) = x,
jde o Lebesgueovu miru.
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Distribuéni funkce

Shrnuti
(Q, A4) XD R g
?
P<— ur (« F)
Véta 8

Necht F: R — R je (a) neklesajici,

(b)  zprava spojitd.

(c) xlgrgol-"(x) =1a xgrzlool-"(x) =0.
Pak up je pravdépodobnost na (R, B), tj. (R, B, jug) je pravd&podobnostni
prostor.

Definice 9 (Rozdéleni pravdépodobnosti)

Necht X je nahodnd velitina na (€0, A, P) a F je jeji distribu¢ni funkce. Pak
mnoZinové funkce Py definovand vztahem Px(B) = P(X € B), kde B € B,
nazyvame rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny X.
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Distribuéni funkce

Poznamka 10 (Znateni)
@ Mg&me polouzav¥eny interval B = (a,b), kde a,b € R, a < b. Pak
Px(B) =P(X€B)=P(a< X <b)=F(b)—F(a) = ur((ab)).
o Dile uvaZujme borelovskou mnoZinu A € B = U (a;,b;), tvoFenou

i=1
disjunktnimi polouzavfenymi intervaly, pak

Px(A) =P(X€A) = Zl [F(bi) — F(a;)] = ur(A).
1=
Tedy Px <+ ur <+ F, takZe pomoci distribucni funkce Ize jednozna¢né& popsat

rozdéleni pravd&podobnosti Px(B) = P(X € B) pro kaZdou B € B. Z teorie
integrdlu pak pro kaZdou B € B Ize psat

Px(B) = up(B)= [dur  --- Lebesgueiv — Stieltjesiiv integral

B
= [dF(x) --- jiné znateni
B
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Véta 11

Necht G : R — R je neklesajici, zprava spojitd funkce, pro kterou plati
li_l)n G(x) =1a lim G(x)=0. Pak existuje pravdpodobnostni prostor a
X—00 X——00

na ném nahodnd veli¢ina X takovd, Ze G(x) je jeji distribuéni funkce.




