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Motivačńı p̌ŕıklad

Př́ıklad 1

V pytĺıku jsou 3 zelené a 2 červené kuličky. Náhodně vybereme jednu kuličku,
nevraćıme ji a vybereme druhou kuličku. Popǐste rozděleńı pravděpodobnosti
tohoto pokusu. Jak se toto rozděleńı změńı v p̌ŕıpadě, že p̌red druhým výběrem
prvńı kuličku vrát́ıme do pytĺıku?

X . . . počet , X ∈ {0, 1, 2}
Y . . . počet , Y ∈ {0, 1, 2}

a) 1. kuličku nevraćıme

X
Y 0 1 2

0 0 0 3
5 ·

2
4

1 0 2 · 3
5 ·

2
4 0

2 2
5 ·

1
4 0 0

← p(x, y)
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Motivačńı p̌ŕıklad

b) 1. kuličku vraćıme

X
Y 0 1 2

0 0 0 3
5 ·

3
5

1 0 2 · 3
5 ·

2
5 0

2 2
5 ·

2
5 0 0

← p(x, y)

p(x, y) =

{
2!

x!y!
( 2

5
)x ( 3

5
)y

pro (x, y) ∈ {0, 1, 2}2, x + y = 2

0 jinak

(X, Y) ∼ Mn
(

2,
2
5

,
3
5

)
. . . viz Př́ıklad 4
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Náhodné vektory

Definice 1

Necht’ (Ω,A, P) je pravděpodobnostńı prostor, X = (X1, . . . , Xn)′ : Ω→ Rn je
takové zobrazeńı, že pro ∀ x ∈ Rn plat́ı

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} ∈ A.

Pak X nazýváme n-rozměrným náhodným vektorem (random vector).

Definice 2

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je n-rozměrný náhodný vektor definovaný na
pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P). Potom reálnou funkci

F(x1, . . . , xn) = P(X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = P(X ≤ x)
definovanou pro každý vektor x = (x1, . . . , xn)′ ∈ Rn nazveme distribučńı funkćı
náhodného vektoru X.

Značeńı : [X ∈ B] = [X1 ∈ B1, . . . , Xn ∈ Bn] =
n⋂

i=1
{ω ∈ Ω : Xi(ω) ∈ Bi},

kde B = B1 × · · · × Bn ∈ Bn.
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Distribučńı funkce

Věta 3 (Vlastnosti v́ıcerozměrné distribučńı funkce)

Pro distribučńı funkci náhodného vektoru X plat́ı

I F(x1, . . . , xn) je neklesaj́ıćı v každé z proměnných x1, . . . , xn, p̌ri pevně daných
hodnotách ostatńıch proměnných.

I F(x1, . . . , xn) je zprava spojitá v každé z proměnných x1, . . . , xn, p̌ri pevně
daných hodnotách ostatńıch proměnných.

I Pro ∀ i = 1, . . . , n je lim
xi→−∞

F(x1, . . . , xn) = 0, tj. v́ıcerozměrná distribučńı

funkce je nulová, jestliže alespoň jedna z proměnných jde k −∞.

I lim
x1→∞

...
xn→∞

F(x1, . . . , xn) = 1, tj. v́ıcerozměrná distribučńı funkce je rovna jedné,

jestliže všechny proměnné jdou k ∞.
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Diskrétńı náhodné vektory

Definice 4

Řekneme, že náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ je diskrétńıho typu, jestliže
existuje nejvýše spočetná množina M ⊂ Rn taková, že PX(M) = 1. Funkci
p(x1, . . . , xn) = P(X1 = x1, . . . , Xn = xn) nazýváme pravděpodobnostńı funkćı
náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′ a M nazýváme oborem hodnot
náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′.

Značeńı : Fakt, že jde o diskrétńı náhodný vektor budeme značit X ∼ (M, p).

Věta 5 (Vlastnosti pravděpodobnostńı funkce)

Necht’ X ∼ (M, p). Pak

I p(x) = p(x1, . . . , xn) ≥ 0 pro ∀ x ∈ Rn a ∑
x∈M

p(x) = 1.

I P(X ∈ B) = ∑
x∈M∩B

p(x) pro libovolné B ∈ Bn.

I F(x) = ∑
t∈M,t≤x

p(t) pro ∀ x ∈ Rn.
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Př́ıklady

Př́ıklad 2 (Rovnoměrné diskrétńı rozděleńı)

Necht’ G = {a1, . . . , an} je konečná množina, ai ∈ R2, i = 1, . . . , n.
Pravděpodobnost je pro všechny body stejná, (X, Y) znač́ı soǔradnice bod̊u v R2.
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Náhodný vektor (X, Y) má rovnoměrné diskrétńı rozděleńı na množině G.

Znač́ıme (X, Y) ∼ Rd2(G) .
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Př́ıklady

Př́ıklad 3

Náhodný vektor (X, Y) má rovnoměrné diskrétńı rozděleńı na množině
G = {[0, 0]; [1, 0]; [0, 1]}.
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Př́ıklady

Př́ıklad 4 (Multinomické rozděleńı)

Uvažujme pokus, který může ḿıt n disjunktńıch výsledk̊u A1, . . . , An. Necht’

θi = P(Ai) pro i = 1, . . . , n, p̌ričemž
n
∑

i=1
θi = 1. Tento pokus budeme k-krát

nezávisle opakovat.
Xi . . . počet nastoupeńı jevu Ai v provedených k pokusech.
Nalezněte rozděleńı pravděpodobnost́ı náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn)′.

Xi ∈ {0, 1, . . . , k} pro i = 1, . . . , n a pravděpodobnostńı funkce je rovna

p(x) =


( k

x1
)(k−x1

x2
) · · · (k−x1−···−xn−1

xn
) θx1

1 θx2
2 · · · θ

xn
n

= k!
x1!···xn! θx1

1 θx2
2 · · · θ

xn
n pro xi ∈ {0, 1, . . . , k},

n
∑

i=1
xi = k

0 jinak

Znač́ıme X ∼ Mn(k, θ1, . . . , θn) .
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Př́ıklad

Př́ıklad 5

V České republice má 45 % populace krevńı skupinu A, 20 % populace skupinu B,
30 % populace skupinu 0 a zbytek má krevńı skupinu AB. Náhodně vybereme 7
krevńıch vzork̊u. Jaká je pravděpodobnost, že 4 vzorky budou skupina A, 1 vzorek
bude skupina B, 2 vzorky budou skupina 0 a skupina AB se nebude ve výběru
vyskytovat?

Xi . . . počet vzork̊u i-té krevńı skupiny, Xi ∈ {0, 1, . . . , 7} pro i = 1, . . . , 4.
X = (X1, X2, X3, X4) ∼ Mn(7; 0, 45; 0, 2; 0, 3, 0, 05)

p(4, 1, 2, 0) =
(

7
4

)(
3
1

)(
2
2

)(
0
0

)
0, 454 · 0, 21 · 0, 32 · 0, 050 = 0.0775
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Př́ıklad

Př́ıklad 6

Hod́ım kostkou. Poté háźım minćı tolikrát, kolik bylo ok na kostce. Náhodná
veličina X popisuje počet ok na kostce, náhodná veličina Y popisuje, kolikrát padl

”
orel“. Určete rozděleńı pravděpodobnosti náhodného vektoru (X, Y).

X . . . počet ok, X ∈ {1, 2, . . . , 6}, Y . . . počet
”
orl̊u“, Y ∈ {0, 1, . . . , 6}
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p(x, y) =

 1
6 (

x
y)
(

1
2

)x−y ( 1
2

)y
pro (x, y) ∈ {1, 2, . . . , 6} × {0, 1, . . . , 6}, y ≤ x

0 jinak
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Spojité náhodné vektory

Definice 6

Řekneme, že náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ definovaný na (Ω,A, P) je
absolutně spojitého typu, jestliže existuje nezáporná integrovatelná funkce f
taková, že rozděleńı pravděpodobnost́ı

P(X ∈ B) =
∫
B

f (x) dx =
∫
B1

· · ·
∫
Bn

f (x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

pro každé
B = B1 × · · · × Bn ∈ Bn.

Funkci f nazýváme hustotou rozděleńı pravděpodobnost́ı náhodného vektoru
X = (X1, . . . , Xn)′ absolutně spojitého typu, stručněji f je hustotou X.

Značeńı : Fakt, že jde o spojitý náhodný vektor budeme značit X ∼ f .
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Spojité náhodné vektory

Věta 7 (Vlastnosti hustoty)

Necht’ X = (X1, . . . , Xn)′ je náhodný vektor absolutně spojitého typu, f jeho
hustota a F jeho distribučńı funkce. Pak

I f (x) ≥ 0 pro každé x ∈ Rn

I
∫

Rn
f (x)dx = 1

I Protože P(X ∈ B) =
∫
B

f (x) dx, pak pro B = (−∞, x1〉 × · · · × (−∞, xn〉,

F(x1, . . . , xn) =

x1∫
−∞

· · ·
xn∫
−∞

f (t1, . . . , tn) dt1 . . . tn

I Hustotu lze pomoćı distribučńı funkce vyjáďrit takto

f (x1, . . . , xn) =
∂n

∂x1 . . . ∂xn
F(x1, . . . , xn)

p̌ričemž uvedená derivace existuje skoro všude vzhledem k Lebesgueově ḿı̌re.
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Př́ıklad

Př́ıklad 7 (V́ıcerozměrné rovnoměrné rozděleńı)

Řekneme, že náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má v́ıcerozměrné rovnoměrné
rozděleńı s parametry a1, b1, . . . , an, bn ∈ R (ai < bi, i = 1, . . . , n), pokud jej́ı
hustota má tvar

f (x1, . . . , xn) =


n
∏
i=1

1
bi−ai

pro xi ∈ (ai, bi), ai < bi, i = 1, . . . , n,

0 jinak.

Náhodný vektor budeme značit X ∼ Rsn(a1, b1, . . . , an, bn) .
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Př́ıklad

Př́ıklad 8 (Squash)

Předpokládáme, že squash hraj́ı dva začátečńıci, kterým ḿıček padá zcela náhodně
do ȟrǐstě. Popǐste rozděleńı pravděpodobnosti náhodného vektoru (X, Y), který
označuje soǔradnice dopadu ḿıčku. Rozměr squashového kurtu je 640× 975 cm.

c =?

Mı́ček padá
”
náhodně“ ⇒ rov-

noměrné rozděleńı

f (x, y) =

{
c pro (x, y) ∈ 〈0; 640〉 × 〈0; 975〉
0 jinak

c =?

Muśı platit
∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)dxdy = 1,

tj. objem kvádru = 1
640 · 975 · c = 1⇒ c = 1

640·975

(X, Y) ∼ Rs2(0, 640, 0, 975)
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Př́ıklad

Př́ıklad 9 (V́ıcerozměrné normálńı rozděleńı)

Řekneme, že náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn)′ má n-rozměrné normálńı
(Gaussovo) rozděleńı s parametry µ = (µ1, . . . , µn)′ ∈ Rn a Σ > 0, pokud jej́ı
hustota má tvar

f (x) = (2π)−
n
2 |Σ|− 1

2 e−
1
2 (x−µ)′Σ−1(x−µ).

Ṕı̌seme

X ∼ Nn(µ, Σ)

Σ > 0 . . . matice je pozitivně definitńı a tedy i regulárńı.
Symbol |Σ| . . . determinant matice.
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Př́ıklad

Pro n = 2 :

µ =

(
µ1
µ2

)
, Σ =

(
σ2

1 ρσ1σ2
ρσ1σ2 σ2

2

)
, ρ ∈ 〈0, 1〉

f (x1, x2) =
1

2πσ1σ2
√

1−ρ2
e
− 1

2(1−ρ2)

[(
x1−µ1

σ1

)2
−2ρ

x1−µ1
σ1

x2−µ2
σ2

+

(
x2−µ2

σ2

)2
]

Ṕı̌seme

X = (X1, X2)
′ ∼ N2(µ1, µ2, σ2

1 , σ2
2 , ρ)
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Př́ıklad

Ukázky hustot f (x1, x2) ∼ N2(µ1, µ2, σ2
1 , σ2

2 , ρ)
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