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Nasledujici text je zapisem ¢asti prednasky predmétu M5858 Diferencidlni rovnice a jejich
uziti. M4 slouzit predevsim k tomu, aby studentky/studenti nebyly /i nuceny /i si béhem pred-
nasky délat podrobné pisemné poznamky, ale radéji se sousttedily/i na pochopeni vykladu.
Dale miize byt pomickou k rychlému pfipomenuti toho, co ¢lovék jiz zna. V zadném ptipadé
nemiize byt povazovan za zékladni zdroj nahrazujici standardni uc¢ebni texty, z néhoz by bylo
mozné se naucit problematice obycejnych diferencidlnich rovnic a jejich aplikaci. Predstavuje
pouze podrobnou osnovu predmétu M5H858 nebo poznamky z prednasky; sam o sobé bez
komentaft béhem predndsky je mélo srozumitelny az nesrozumitelny (aby byl s komentéii
srozumitelny, je mym pfanim a bude mou snahou).

Budu vdécny kazdému, kdo mé upozorni na neduslednosti, formula¢ni nedostatky, pre-
klepy nebo dokonce chyby.

Zari 2021 Zdenék Pospisil
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Prolog

Nejprve se podivame na nékolik zjednodusenych modeli néjakych realnych procesi. Na nich
potom ukazeme, ¢im se tento text, a tedy predmét M5858, zabyva.

Y

Samocisténi jezera

Predstavme si jezero, do kterého pritéka a ze kterého odtéka voda tak, ze se jeho objem
nemeéni. Pfitom proudéni je dostatecné rychlé, aby voda byla stale dokonale promichana.
Odparovani vody z jezera a dést maji na mnozstvi vody v jezefe zanedbatelny vliv.

V jistém okamziku se do jezera dostane néjaké znecisténi. Znecistujici latka (polutant)
je ve vodé rozpustna nebo je tvorena malymi ¢asticemi, které maji zhruba stejnou hustotu
jako voda. Za takové situace se latka v jezefe rovnomeérné rozptyli, jeji koncentrace bude
v kazdém okamziku konstantni a postupné se z jezera odplavi. Chceme tento proces popsat
kvantitativné.

Oznac¢me V objem jezera a v rychlost pritoku a odtoku vody; objem V' budeme vyjadiovat
v objemovych jednotkach (napf. m?), rychlost v v objemovych jednotkich za jednotku ¢asu
(napi. m® / den). Pfedpoklddejme, Ze na pocatku, tj. v éase t = 0, se do jezera dostal polutant
o celkové hmotnosti m; vyjadiime ji v néjakych jednotkdch hmotnosti (napt. g).

Daéle ozna¢me z(t) koncentraci polutantu v jezefe v ¢ase t od okamziku znecisténi; kon-
centraci budeme vyjadfovat v jednotkdch hmotnosti na jednotku objemu vody (tedy napf.
g /m3), ¢as vyjadiujeme ve stejnych jednotkach, k nimz je vztazena rychlost v (tedy napi. ve
dnech).

Chceme znat koncentraci polutantu v libovolném c¢ase od vzniku znecisténi, hledame tedy
neznamou funkci x nezavisle proménné ¢. Koncentrace polutantu na poc¢atku procesu je rovna

2(0) = ;- (1)

Zvolme casovy interval tak kratky, ze se béhem ného koncentrace polutantu prakticky ne-
zméni. Oznac¢me délku tohoto ¢asového intervalu At. Za ¢as At od okamziku ¢ bude mnozstvi
polutantu v jezefe rovno Vz(t + At). Toto mnozstvi se rovnd mnozstvi polutantu, které,
které bylo v jezefe v Case t, tj. Vx(t), zmenSené o mnozstvi, které za casovy interval délky At
odteklo. Za tento interval z jezera odtece voda o objemu vAt a v ném bylo zhruba (vAt)x(t)
polutantu. Celkem dostavame

Va(t + At) = Va(t) —va(t)At, (2)
nebo po snadné tpravé

x(t + At) — x(t) v
At Vﬁﬂ(t)
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Za predpokladu, ze funkce z je diferencovatelnd, muzeme v této rovnosti provést limitni

prechod At — 0 a dostaneme
v

2 (t) = —Vﬁﬂ(t). (3)

Hledana funkce = tedy spliiuje rovnici (3), v niz je vazdna hodnota neznadmé funkce a jeji
derivace. Déale funkce spliiuje podminku (1), v niz je ddna hodnota funkce z na pocatku
procesu. Nyni mizeme snadno pfimym vypoc¢tem ovérit, ze funkce dana predpisem

m vy

x(t) = Ve_V

spliiuje rovnici (3) i podminku (1). Je to klesajici funkce, pro kterou plati

lim z(t) = 0.

t—00
Koncentrace znecistujici latky v jezete tedy exponencidlné klesa; v libovolném koneéném case
od znecisténi je vSak polutant v jezefe stale pritomny.

Rust populace

Ptedstavme si populaci néjakych organismii. Vsechny jedince budeme povazovat za stejné; je
tedy primeétenéjsi si predstavovat bakterie nez napiiklad obratlovce. Tyto organismy jednak
umiraji, jednak davaji vznik novym jedinctim. Velikost populace v néjakém okamziku — na
zacatku popisovaného déje — povazujeme za znamou. Budeme se snazit popsat, jak se tato
velikost vyviji v prubéhu c¢asu.

Oznac¢me tedy z(t) velikost populace v ¢ase t. Tuto velikost mizeme vyjadfovat t¥eba
v poctu jedinct, v poctu jedinct vztazeném k jednotkové plose nebo objemu Zivného média
(tedy jako popula¢ni hustotu) a podobné. Casové jednotka miize byt libovolna, je viak vhodné
ji volit tak, aby byla mensi nez délka Zivota jedince z uvazované populace, ale fadové s ni
srovnatelnd. Zvolme nyni ¢asovy interval délky At tak kratky, ze jedinec, ktery béhem ného
vznikl (narodil se, oddélil se od jedince rodi¢ovského), prezije jeho konec; dobu At tedy
povazujeme za mnohem kratsi, nez je doba zivota jedince. Velikost populace z(t + At) za
casovy interval délky At od okamziku ¢ bude rovna velikosti populace v ¢ase t zmenSené
o uhynulé jedince a zvétsené o jedince nové vzniklé.

Je ptirozené predpokladat, ze ze mnozstvi uhynulych jedincii za jednotku ¢asu je imérné
velikosti populace. Koeficient imérnosti ozna¢ime d a nazveme ho timrtnost (death rate).
Tento koeficient lze také interpretovat, jako klasickou pravdépodobnost, Ze jedinec béhem
jednotkového intervalu zemfe; plati tedy 0 < d < 1. Za ¢asovy interval délky At uhyne ¢ast
populace o velikosti dz(t)At.

Ponévadz vsechny jedince povazujeme za stejné, predpokladame také, ze kazdy jedinec
béhem jednotkového ¢asu vyprodukuje stejny pocet potomki. To znamené, ze mnozstvi nové
vzniklych jedinci za jednotku c¢asu je imérné velikosti populace. Prislusny koeficient imér-
nosti ozna¢ime b a nazveme porodnost (birth rate). V zivé populaci néjaci novi jedinci vznikaji,
proto je b > 0. Velikost ¢asti populace tvofené jedinci, kteri nové vznikli v ¢asovém intervalu
délky At, vyjadiime tedy souc¢inem bx(t)At.

Provedenymi tivahami jsme dospéli k rovnosti

x(t + At) = x(t) + bx(t) At — dx(t) At,
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kterou miizeme upravit na tvar

z(t + At) — z(t)
At

Budeme predpokladat, ze funkce z je diferencovatelna. Tento predpoklad neni realisticky,
funkce x nabyva hodnot celo¢iselnych (pokud je velikost populace vyjadiena v poctech je-
dinctt) nebo racionélnich (pokud je velikost populace vyjadiena jako popula¢ni hustota). Po-
kud je ale populace ,,dostatecné velka“, lze diferencovatelnou funkci povazovat za prijatelnou
aproximaci velikosti populace ménici se v ¢ase. Za tohoto predpokladu v pfedchozi rovnosti
provedeme limitni pfechod At — 0 a dostaneme rovnici

2/(t) = (b — d)x(t). (4)

Hledana funkce tedy opét spliiuje rovnici, v niz je vazana jeji hodnota a hodnota jeji derivace.
Na pocatku, v ¢ase t = 0, miizeme velikost populace povazovat za zndmou; oznacime ji xg, tj.

x(0) = xo. (5)

= (b— d)z(t).

Opét se snadno pfimym vypoctem presvédcéime, ze funkce dana predpisem

z(t) = zoel=D?

spliiuje rovnici (4) i podminku (5). Tato funkce je pro b > d (porodnost vétsi nez tmrtnost)
rostouci, pro b < d klesajici a pro b = d konstantni. Dale plati

oo, b>d,
,}i)lgox(t) = Zo, b= da
0, b<d.

To znamen4, ze v piipadé b > d velikost populace exponencialné roste nade vsechny meze'.

Pokud je b < d, populace vymird a jediné v meznim ptipadé b = d se velikost populace
neméni, zustava (dynamicky) stéld.

Rust populace v omezeném prostredi

Model ristu populace (4) ma v ptipadé b > d (porodnost vét$i nez tmrtnost) feseni, které

exponencialné roste do nekonecna. To neni v kone¢ném svété mozné, populace musi narazit na

néjaké ,,meze rustu®. Tyto meze si vSak nemusime predstavovat jako néjakou tvrdou hranici,

na kterou populace pfi svém ristu narazi. Spise se jedna o vliv prostiedi, o dostupnost zdroji,

které v ném jsou a podobné. Riist populace se tomuto prostredi néjak prizpiisobuje.
Rovnice (4) pfepiseme ve tvaru

R A (6)

Ponévadz derivace funkce x (velikosti populace) vyjadiuje jeji zménu, miuzeme levou stranu
predchozi rovnosti interpretovat jako relativni zménu velikosti populace. A ta je rovna rozdilu

!Tento vysledek zpopularizoval Thomas Malthus ve své slavné Eseji o principu populace z roku 1798.
Neziskal ho vsak predvedenym vypoctem, ale empiricky — vyhodnocenim udaji o velikosti osidleni novych
uzemi v Severni Americe.
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porodnosti a timrtnosti. V prostredi, které povazujeme za neomezené, tj. v némz ma kazdy
jedinec dostatek zdroji pro svuj zivot a reprodukci, jsou porodnost i imrtnost konstantni,
jedné se o vnitini fyziologické charakteristiky populace.

V prostredi, v némz jsou nékteré zdroje vzacné, mohou porodnost i imrtnost zaviset na
dostupnosti téchto zdroji. A dostupnost zdroju zavisi na velikosti populace — ¢im je populace
vétsi, tim je pravdépodobnost, ze se jedinec dostane ke zdroji mensi. Porodnost a timrtnost
populace budou tedy zaviset na jeji velikosti, b = b(x), d = d(z). Oznaéme g(x) = b(z) —d(z).
Pak rovnice (6) pfejde na tvar

neboli

o'(t) = z(t)g(=(t)). (7)
Vyraz g(x) vyjadfuje relativni pfirtstek populace o velikosti x. Nazyva se rustovy koeficient
(growth rate).

Je-li populace malé, zdroju prostfedi ptripadajicich na jedince je dostatek a jedinec ma
dost energie pro reprodukci; porodnost je tedy velké. Je-li populace velkd, zdroji na jedince je
malo a ten je proto schopen vyprodukovat jen malo potomki, pokud vibec néjaké; porodnost
je mala. Navic velkd populace produkuje mnoho zplodin svého metabolismu, tyto odpadni
produkty byvaji pro jedince toxické, proto je tmrtnost velka, muze byt i vétsi nez porodnost.
7 téchto uvah muzeme ucinit zavér, ze rustovy koeficient velké populace je maly, dokonce
zaporny. Presnéji feceno, funkce g definovana na intervalu [0,00) by méla mit vlastnosti

g(0) =r>0, ILm g(z) <0.

Budeme-li funkci g navic povazovat za spojitou a monotonni, bude existovat takovd hodnota
K >0,ze g(K)=0a (z— K)g(z) <0 (funkce g je na intervalu [0, K') kladna a na intervalu
(K, 00) zaporna).
Nejjednodussi funkce, kterd ma tyto vlastnosti je funkce linearni
x

g(:ﬂ):’l“<1—?).

Obecné rovnice (7) tak ziska konkrétni tvar
t)
() = ret) (1- 20 8
o) =ra(t) (1- 5 ®

Primym vypoctem se presvédéime, ze funkce x dand predpisem

(t) K.%'o
€T =
xo+ (K — x0)e™ "

vyhovuje rovnici (8) i podmince (5). Pokud je zg < %K , pak funkce x v pravém okoli nuly
roste a je konvexni. V jistém case t; populace dosdhne velikosti %K a jeji rist se zpomali, tj.
funkce x bude na intervalu (¢1, 00) konkavni.

Pokud je zg > K, pak funkce x je konvexni a klesajici. V pripadé x¢o = K je funkce x
konstantni. V kazdém piipadé plati

. . KCEO
tlgglox(t) N tlg& xo+ (K — xg)e "t

velikost populace se v pribéhu casu ustali na hodnoté K, pokud tuto hodnotu nema jiz od
zacatku. Veli¢inu K mutzeme nazvat kapacita nebo tizivnost prostiedi.
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Ruist majetku

Predstavme si naivniho ¢lovéka, ktery mé néjaky majetek v penézich. Jeho naivita se projevuje
piedstavou, Ze v bance se budou jeho penize néjak samovolné mnozit, proto je ulozi. Urok
(podle reklamnich materialt vyhodny) je stanovovan podle aktualniho ceniku banky. Budeme
chtit popsat, jak se v pribéhu ¢asu hodnota uvazovaného majetku méni.

Ozna¢me proto x = x(t) velikost majetku v ¢ase t. Ta je vyjadfena v néjaké penézni
jednotce, ¢as budeme udavat v rocich. Pocatecni velikost majetku oznacime xg, tedy

m(O) = Iy. (9)

K ulozené castce banka pripisuje irok. Jeho nominalni velikost se méni, je urcena aktudlni
situaci na trhu bankovnich sluzeb a tGrokovou sazbou centralni banky, tedy vykonnosti ekono-
miky. Realna velikost roku je oproti nominalni mensi o inflaci a bankovni poplatky. Oznac¢me
redlnou trokovou miru v ¢ase t symbolem p(t). Tato veli¢ina byva vyjadfena v procentech za
rok. Urokova mira se neméni plynule, k jeji zméné dochézi jen v urcitych ¢asovych okamzicich.
Proto budeme funkci p nezéavisle proménné ¢ povazovat za funkci po ¢astech konstantni. V bo-
dech skoku funkce r nemusi byt definovana, z technickych dtivodu ji vSsak budeme definovat
tak, aby byla spojitd zprava v kazdém bodé svého defini¢niho oboru, tj. intervalu [0, c0).

Po uplynuti ¢asového intervalu s levym krajnim bodem ¢, ktery ma délku At tak malou,
7e se v jeho pribéhu trokova mira nezmeéni, bude hodnota majetku rovna jeji hodnoté na
zaCatku tohoto intervalu zménéna o hodnotu reilného (nikoliv pfipsaného) troku za tento
casovy interval, tj.

_ p(t)
x(t+ At) = z(t) + === z(t)At.
100
Tuto rovnost upravime na tvar

(t+ AAtl)t —a(t) _ p(t)z(t)

a provedeme limitni pfechod At — 0. Dostaneme rovnici

2'(t) = gop(H)z(2), (10)

v niz je vazana hodnota derivace hledané funkce x a hodnota této funkce.
Pfimym vypoctem se snadno presvédéime, ze funkce x spliiujici rovnici (10) a podminku
(9) je dana vyrazem
t
1
<o [ p(T)dr
2(t) = zpe 0
Jesté poznamenejme, ze funkce po ¢astech spojita je integrabilni a tedy funkce x je zadana
korektné.
Z vyjadreni majetku = v Case ¢ od zacatku (od ulozeni do banky) vidime, Ze za tento ¢as
se majetek zvétsi, resp. zmensi, pokud plati nerovnost

t t
/p(T)dT >0, resp. /p(T)dT <0,
0 0

tj. pokud nominalni tirokova mira je v prubéhu Casu prevazné vétsi, resp. mensi, nez inflace
a poplatky; v redlné ekonomice patrné nastane druhy piipad.
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Chladnuti kavy

V mistnosti je pokojova teplota. Uvatime si kdvu a nalijeme ji do hrnku, nebo v hrnku zalijeme
mletou kdvu vrouci vodou. Hrnek mé tepelné izolované stény i dno, neprobiha pres né zadna
vyména tepla. Hrnek nemd zddnou poklicku, hladina kédvy neni od okolniho prostiedi nijak
izolovana. Za takové situace lze ocekavat, ze kava v hrnku bude chladnout. Navic tepld kava (a
kapalina obecné) ma mensi hustotu, nez chladna a to znamen4, Ze ochlazena kava od hladiny
klesa a tepla kava ze dna stoupa k hladiné. Timto procesem se kava v hrnku promichava,
takzZe jeji teplotu muzeme povazovat za stejnou v celém objemu.

Chceme popsat vyvoj teploty kdvy v prubéhu ¢asu. Za timto tcéelem oznacime x = x(t)
teplotu kdvy v Case t; ¢as je vhodné uvadét v minutach, teplotu ve stupnich Celsia. Teplotu
v mistnosti oznac¢ime 1" a také ji budeme uvadét ve °C. Vymeéna tepla mezi kdvou a prostiedim
probiha pies hladinu. Oznacime jeji obsah S; miZzeme ho vyjadiit v cm?.

Experimentéalné byl ovéren Newtontv zdkon chladnuti: zmenseni teploty za kratky casovy
interval je imérné rozdilu teplot, obsahu plochy pres kterou vymeéna tepla probiha a ¢asu, po
ktery chladnuti probiha. Prislusny koeficient oznac¢ime «; pri zvolenych jednotkach bude mit

rozmér cm~?min~!. Oznacéime-li délku ¢asového intervalu At, bude mit tento zékon tvar

z(t+ At) — z(t) = kS(T — z(t)) At.
Po vydéleni vyrazem At a limitnim pfechodu At — 0 dostaneme rovnici
7' (t) = kS(T — x(t)). (11)

Opét se jedna o rovnici vyjadiujici vztah funkéni hodnoty a derivace hledané funkce.
Na zacatku déje byla kava varici, jeji teplota byla 100°C, t;j.

z(0) = 100. (12)
Primym vypoctem se muzeme presvedcit, ze funkce dana predpisem
z(t) =T + (100 — T)e "5t

vyhovuje rovnici (11) i podmince (12). Jedna se o funkci, ktera exponencialné klesa od hodnoty
100°C k pokojové teploté T. Teplota kavy se ,velice rychle vyrovnava s teplotou mistnosti,
v konecném case ale az na tuto teploty neklesne.

Dynamika mezd a zaméstnanosti

Richard M. Goodwin sestavil ve druhé poloviné Sedesatych let minulého stoleti matematicky
model tridniho boje. S pouzitim méné ideologické terminologie se jedna o model ¢asového
vyvoje mezd a zaméstnanosti, ve kterém lze pozorovat vznik hospodétskych cyklda. Jeho po-
drobné odvozeni bude uvedeno mezi aplikacemi,zde pouze naznacime vysledek.

Jedna makroekonomicka charakteristika, ktera v modelu vystupuje je relativni zaméstna-
nost [ (prace, labor) vyjadfend jako podil zaméstnanych v celkovém mnozstvi praceschopného
obyvatelstva; jedna se tedy o bezrozmérnou veli¢inu. Druha je primérnd mzda w (wage)
vyjadfend v penéznich jednotkach. Obé tyto veli¢iny se v ¢ase méni, tedy [ = [(t), w = w(t);
tyto funkce budeme povazovat za diferencovatelné. Casova zména zaméstnanosti mezd je pak
vyjadiena jako derivace téchto funkci.
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Jednim ,ekonomickym zakonem“ je skute¢nost, ze pfi vysoké mzdé (tj. pfi vysoké ga-
rantované minimélni mzdé) zaméstnanost klesa (zaméstnavatelim se nevyplati zaméstnavat
drahé pracovniky); naopak, pfi nizké prumérné mzdé zaméstnanost roste. Odtud plyne, Ze
existuje néjaka ,rovnovazna“ troven mezd, pri niz se zaméstnanost neméni. Tuto myslenku
vyjadiime presnéji.

Za ,zménu zaméstnanosti“ budeme povazovat relativni zménu zaméstnanosti /, tedy hod-
notu '(t)/1(t). Jeji pokles s ristem hladiny mezd budeme specifikovat zjednodusujicim pred-
pokladem, Ze tato hodnota zavisi na prumérné mzdé linearné, pricemz tato linearni funkce je
klesajici, tedy /

% — o~ ou(t), (13)
kde v a o jsou kladné parametry; o vyjadiuje ,citlivost® zmény zaméstnanosti na riist mezd,
~ vyjadiuje relativni rist zaméstnanosti pti hypoteticky nulové mzdé. Parametr v mé rozmeér
1/¢as, parametr ¢ ma rozmér 1/(¢as - pené’ni jednotka), hodnota v/o je ,rovnovazna“
hladina mezd.

William Phillips na zakladé tdajt o nominalni mzdé a zaméstnanosti v Britanii v letech
1861-1957 vypozoroval zavislost zmény primérné mzdy na zaméstnanosti; tato zavislost neni
linearni, je vyjadfena znamou Phillipsovou kiivkou. S rostouci zaméstnanosti roste mzda (po-
kud chce hospodar pri témér uplné zaméstnanosti najit mezi praceschopnym obyvatelstvem
néjakého praceochotného, musi ho pfeplatit), naopak pii malé zaméstnanosti mzda klesa (mezi
hladovéjicimi nezaméstnanymi jsou lidé ochotni pracovat za alespon néjakou mzdu). Pfesnéji,
za zménu mzdy budeme povazovat zménu relativni a vyjadiime ji rovnosti

— o =) —a, (14)
kde ¢ je rostouci spojitéa funkce definovana na intervalu (0,1), kterd ma vlastnost

lim (1 lim (!
dm o) <a, - lim o) > o

limity pfipoustime i nevlastni. Parametr « vyjadiuje hodnotu Phillipsovy kfivky pfi ,rovno-
vazné“ arovni mezd. Veli¢iny o i ¢ maji rozmér ,cas™1«.

Rovnice (13) a (14) mtzeme pfepsat ve tvaru systému

(1) = U

Dy - ow(t)),
W () = w(t (15)

) (2 ((1(1) = ),

v némz jsou vzajemné provazany hodnoty derivace neznamych funkci [, w a jejich funkéni
hodnoty.

Zakon sily

Isaac Newton definoval silu pomoci jejiho t¢inku na pohyb télesa, jeji velikost zavedl jako
sou¢in hmotnosti télesa m a udéleného zrychleni a. Tento postuldt budeme precizovat pro
velice jednoduchou situaci. Misto télesa si budeme predstavovat abstraktni ,hmotny bod“, tj.
téleso o stejné nenulové hmotnosti m ale o nulovém objemu. Déle si budeme predstavovat, ze
tento hmotny bod se mtize pohybovat pouze po primce. Tuto piimku prohlasime za souradnou
osu, tj. zvolime na ni pocatek a orientaci. Polohu hmotného bodu pak vyjadiime jako jeho
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soutadnici x; pfitom je = redlné cislo. Ponévadz hmotny bod se pohybuje, jeho poloha je
v kazdém okamziku jind, soufadnice zavisi na ¢ase, z = x(t). Rychlost pohybu je ve fyzice
definovana jako relativni zména polohy vztazena k ¢asu. Zménu polohy za kratky casovy
interval délky At vyjadiime rozdilem x(t + At) — x(t), tedy rychlost v uvazovaném ¢asovém
intervalu je zhruba rovna
o(t) ~ x(t + At) — x(t)
At

a v limité At — 0 dostaneme piesné v(t) = a/(t).

Zrychleni je analogicky definovano jako relativni zména rychlosti vzhledem k casu, tedy
zrychleni v uvazovaném kratkém casovém intervalu je zhruba rovno

t 4+ At) — v(t)
At

a(t) ~ o

a v limité At — 0 presné a(t) = v/'(t) = 2" (t).

Na hmotny bod piisobi sila F', kterda nemusi byt stejnd v kazdém misté. Jeji velikost tedy
zavisi na poloze, tj. na soutadnici bodu, F' = F(z) nebo podrobnéji F' = F(x(t)) Postulovany
vztah mezi hmotnosti m hmotného bodu, jeho zrychlenim a a pisobici silou F' je

F =ma,
se zahrnutim c¢asu a soufadnice bodu
F(z(t)) = ma(t) = ma"(t),

takze 1
2(t) = EF(x(t)) (16)

Casové proménné poloha bodu tedy splituje rovnici, v niZ je vizana jeji hodnota a hodnota
jeji druhé derivace.

Matematické kyvadlo

Matematické kyvadlo je hmotny bod o hmotnosti m zavéseny na
nehmotném vlakné délky r na ktery pusobi pouze gravitac¢ni sila.
Lze ho realizovat jako kulicku zavéSenou na niti, pfi¢emz primeér
kulicky je zanedbatelny vzhledem k délce niti a hmotnost niti je
zanedbatelnd vzhledem k hmotnosti kulicky. ©

Zavedeme souradny systém podle obrazku tak, ze vodorovna osa
x sméfuje zleva doprava a svisla osa y smétuje shora doli a kyvadlo je
zavéseno v pocatku soufadnic. Oznacéme ¢ = p(t) vychylku kyvadla
od rovnovazné polohy v case t. Poloha hmotného bodu v case t je =~ [~

déna souradnicemi r

x = x(t) = rsinp(t), y =1y(t) =rcosp(t). y

Vektor rychlosti hmotného bodu je derivaci jeho polohy podle ¢asu, velikost v = wv(t)
rychlosti v case t je euklidovskou délkou tohoto vektoru, tj.

2 2
(v(zﬁ))2 = <dz—(tt)> + (di—(tt)> = (r¢'(t) cos go(t))2 + (= r¢/(t) sin gp(t))2 = (Tgo'(t))Q.
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Vyska h = h(t) hmotného bodu nad rovnovaznou polohou y = r v ¢ase t je rovna

h(t) =r—y(t) =r(1—cosp(t)).

Podle zdkona zachovani energie je soucet kinetické a potencidlni energie hmotného bodu
konstantni, tj.

%m(v(t))2 + mgh(t) = const;

pfitom g = 9,823 ms~? je gravitaéni zrychleni. Do pfedchozi rovnosti dosadime vypocitané v
a h. Dostaneme

2

%mr (Sol(t))Q + mgr(l — cos gp(t)) = const.

Tato rovnice popisuje ¢asové zavislou vychylku kyvadla — jedna se o relaci, v niZz je vazana
funkce @ a jeji prvni derivace. Vystupuje v ni vSak neurcita konstanta. Jeji hodnotu muzeme
ziskat z predpokladu, Ze na pocatku, v case t = 0, byla vychylka rovna néjaké hodnoté ¢, a
kyvadlo bylo v klidu (tj. na za¢atku hmotny bod vychylyme z rovnovazné polohy a pustime).
V takovém piipadé je celkovad energie rovna energii potencidlni mgh(0) = mgr(1 — cos ¢y).
Po dosazeni a jednoduché upravé dostaneme rovnici ve tvaru

1

5 (#(10) = g(cosit) o) =0. 1

Na levé strané této rovnice je tedy néjaky vyraz, ktery vaze prvni derivaci hledané funkce
s jeji hodnotou.

Jiny tvar této modelu vychylky matematického kyvadla dostaneme zderivovanim levé
strany rovnice (17) podle ¢asu,

¢’ (£)¢" (t) + g/ () sin (2),
a upravou na tvar
() (re" (t) + gsinp(t)) = 0.

Dostavame tedy dvé rovnice pro ¢asové proménnou vychylku kyvadla ¢ = ¢(t):

P)=0, ()= ~sinp().

Prvni z uvedenych rovnic vyjadiuje konstantni funkci ¢. To by znamenalo, ze se kyvadlo
nepohybuje, coz je bud nezajimavy ptipad (kyvadlo na poc¢atku nemélo zddnou vychylku od
svislého sméru a v této poloze zistava), nebo pripad fyzikalns nerealisticky (kyvadlo je stéle
v néjaké nerovnovazné poloze). Za model matematického kyvadla tedy povazujeme rovnici

o' (t) = —g sin p(t). (18)

Shrnuti

Vsechny matematické modely, které jsme vyse sestavili, mély dvé spolecné vlastnosti:

.....

vyjadfeno, ¢asovy okamzik t je prvkem intervalem [0,00) C R a je mozné provadét
limitni prechod At — 0; pfitom At reprezentuje ¢asovy krok, délku kratkého ¢asového
intervalu. Okamzik ¢+ = 0 v modelech oznacoval za¢atek procesu a v tomto okamziku
vétsinou byl znam stav procesu (1), (5), (9), (12); vyjimkou jsou posledni dva modely,
u kterych jsme vSak nenasli (ani nehledali) zaddné FeSeni.
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e Modelovany proces byl vyjadien nebo aproximovan néjakou diferencovatelnou funkci
¢asu z = z(t) (v pripadé modelu zmén mezd a zaméstnanosti dvojici diferencovatelnych
funkei I = [(t), w = w(t)). Model pfedstavovala rovnice (nebo soustava rovnic) ve které
byla vdzédna hodnota derivace hledané funkce (hledanych funkei) podle ¢asu v jednom
¢asovém okamziku a jeji funkéni hodnota v témze okamziku; v modelech (3), (4), (7),
(8), (10), (11), (15) a (17) byla derivace prvni, v modelech (16) a (18) druha.

Rovnice, v nichz vystupuje neznaméa funkce jedné redlné proménné a jeji derivace, se
nazyvaji diferencialni, podrobnéji obycejné diferencidlni rovnice. Budou zakladnim objektem,
kterym se budeme zabyvat. Jak ukazuje ekonomicky model (15), nevysta¢ime s jednou rovnici,
a jak ukazuji fyzikalni modely (16) a (18), mtzeme potfebovat i vyssi derivace, nez prvni.

Nézev ,diferencidlni rovnice* ma ptvod v tradiéni symbolice. Napf. rovnici (2) miizeme
prepsat ve tvaru

V(z(t+ At) — (1)) = —vz(t)At,

neboli

VAz(t) = —va(t)At,

v niz vystupuje kone¢ny prirtistek hledané funkce = a prirtstek nezavisle proménné ¢. Pokud
prirtustky budeme povazovat za infinitesimélni, tj. za ,nekone¢né malé“, nahradime vyrazy
Ax a At diferencidly da a dt. Posledni rovnice tak dostane tvar

Vda(t) = —vz(t)dt,

coz je rovnice, v niz vystupuji diferencidly dz a dt hledané funkce a jeji nezavisle proménné.
Jesté miizeme pripomenout, ze obyc¢ejnou derivaci v tradi¢ni symbolice zapisujeme

d d
$/(t) = d_::;(t) nebo struc¢né :U/ = d_:tn’

posledni zptisob zapisu je vyhodny zejména v situacich, kdy ve formulich vystupuje hledana
¢asové proménna veli¢ina (tedy funkce) z, nikoliv jeji konkrétni hodnota z(t) v ¢asovém oka-
mziku ¢ (tedy funkéni hodnota). Nezévisle proménnd v tomto zépisu neni explicitné uvedena,
pritom ji potfebujeme néjak oznagdit.

Mame-li diferencialni rovnici, chceme znat jeji feSeni, nejlépe v explicitnim tvaru. Pro
rovnice (3), (4), (8), (10) a (11) jsme takové FeSeni napsali. Hledani explicitnich feSeni dife-
rencialnich rovnic je vénovan exkurs v sekci 1.1; podrobnéji je tato problematika probréna ve
skriptech 3. ze seznamu zékladni studijni literatury.

Reseni v explicitnim tvaru vsak nelze nalézt vzdy, u systémii rovnic jsou dokonce explicitni
feseni dosti vzacna. V takovém pripadé chceme alespori znat, zda feseni dané nebo sestavené
rovnice existuje, zda je jediné nebo jich je vic, pripadné na jakém intervalu je feSeni definovano.
Pokud rovnice ma modelovat néjaky skuteény proces, nemiuzeme znat uplné presné hodnoty
vSech parametrt rovnice, stav procesu na pocatku a podobné. V takovém piipadé je dobré
védeét, zda drobna chyba v parametrech nebo pocateéni podmince feSeni neznehodnoti. O této
problematice pojednava kapitola 2.

V obecném modelu ristu populace v omezeném prostiedi (7) nezndme konkrétni tvar
pravé strany, postulujeme jen néjaké vlastnosti funkce g. Podobné u ekonomického modelu
(15) také nezndme presny tvar pravé strany druhé rovnice, zname jen néjaké vlastnosti funkce
©, kterd na ni vystupuje. A piesto potfebujeme i v téchto pfipadech néco o prubéhu feseni
védét. Nelze ocekévat, Ze z ,neurcité”“ rovnice ziskdme presné kvantitativni informace, ale
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miizeme se dozvédét alespon néjaké vlastnosti feseni vyjadiené kvalitativné, napi. zda je
funkce x rostouci, klesajici, ohrani¢end, ma limitu v nevlastnim bodé a podobné. Nékteré
zékladni poznatky z kvalitativni teorie diferencialnich rovnic jsou uvedeny v kapitole 4.
Podivejme se jesté jednou na rovnice (3), (4), (10) a (11). VSechny ¢tyii lze zapsat v jed-
notném tvaru
2'(t) = a(t)z(t) + c(t); (19)

v rovnici (3) je funkce a(t) = r/V, v rovnici (4) je a(t) = b—d, v rovnici (10) je a(t) = W%Op(t) a
vrovnici (11) je a(t) = —kxS, v rovnici (11) je ¢(t) = kST, v rovnicich (3), (4) a (10) je ¢(t) = 0.
Rovnice tvaru (19) se nazyvaji linedrni. V rovnici (11) ¢len c(t) = ST vyjadfoval vliv
okolniho prostfedi na popisovany proces (teplotu mistnosti, v niz probiha chladnuti kavy), ve
zbyvajicich modelech jsme zadné ,,okoli“ popisovaného procesu neuvazovali. Proto se linearni
rovnice s ¢ = 0 nazyvaji homogenni (stejnorodé; cely proces se ,rodi“ z jednoho ,zdroje“, nic
vnéjsiho nebo ciziho ho neovlivituje), rovnice s nenulovym ¢lenem ¢ se nazyva nehomogenni.

Ve vsech uvedenych feSenich se vyskytovala prirozena exponencialni funkce. Pozdé&ji uvi-
dime, Ze mnozina FeSeni linedrni rovnice (nebo systému linedrnich rovnic) mé také ,pékné“
algebraické vlastnosti — miize tvofit konecnérozmérny vektorovy prostor. Navic se linedrni
rovnice ¢asto vyskytuji v aplikacich, nebo byvaji prvnim pfiblizenim se k modelu zkoumaného
procesu. Z téchto divodt se linedrnimi rovnicemi zabyva samostatna kapitola 3.
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Kapitola 1

Zakladni pojmy

1.1 Obycejna diferencialni rovnice prvniho radu

Prevazné budeme pracovat s redlnymi funkcemi jedné redlné proménné, kterou oznacime t;
v dynamickych modelech totiZ nezévisle proménnd byva interpretovana jako cas (latinsky
tempus). Je-li x : R — R, budeme pséat = = x(t) nebo x = z(-). Oby¢ejnou derivaci funkce
v bodé t (v ¢ase t) znac¢ime z/(t) nebo jako podil diferencialt, tedy

2 (t) = %(f).

x d
Zépis ¥’ = T oznacuje derivaci funkce x v obecném bodé. Miizeme tedy psat ' = ? obecné

pro n-tou derivaci
RO
den

dn
nebo struéns ™ = -

Diferencialni rovnice (podrobnéji obycejna diferencidlni rovnice pruniho 7adu) je rovnice,
v niz vystupuje nezndmé funkce x = x(t), jeji prvni derivace 2’ = 2/(t) a hodnota nezavisle
proménné t, tedy
F(t,z,2') =0,

kde F je né&jaka funkce tif proménnych. Resenim rovnice je funkce x, ktera ji spliiuje; podrob-
néji diferencovatelna funkce x definovana na néjakém intervalu J, pficemz pro kazdé t € J je
(t,2(t),2'(t)) v defini¢nim oboru funkce F a plati F'(¢,z(t),2’(t)) = 0.

Uvedena rovnice se nazyva implicitni nebo nerozresend vzhledem k derivaci. Pokud se
podaii derivaci 2’ z rovnice vyjadiit, dostaneme ezplicitni rovnici nebo rovnici rozresenou
vzhledem k derivaci.

Definice 1. Bud G C R? mnozina s neprazdnym vnittkem, f : G — R. Rovnice
¥ = f(t,7) (1.1)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice pruniho 1ddu rozresend vzhledem k derivaci.
Resenim této rovnice na nedegenerovaném intervalu J C R se rozumi diferencovatelna
funkce = : J — R, kterd spliuje podminky

(t,z(t)) € G, 2/(t) = f(t,z(t)) pro kazdé ¢ € J;

15
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pokud néktery krajni bod patii do intervalu J, je v podminkéch prislusna jednostranna deri-
vace.
Graf feSeni rovnice (1.1) se nazyva integrdini kiivka.

Piiklad: G = {(t,z) e R2: t £ 0}, f(t,x) =

Funkce z(t) = Ct, kde C € R, je feSenim rovnice

X
P

v = (1.2)

na jakémkoliv z intervalt (¢4, t,) C (0,00) nebo (t4,t,) C (—o0,0). Prestoze je tato funkce =
definovana na celé mnoziné R, neni feSenim dané rovnice na zadném intervalu, ktery obsahuje
nulu, ponévadZ bod (O,x(O)) = (0,0) neni prvkem mnoziny G. |

Tento priklad ukazuje, ze diferencidlni rovnice miize mit vice feSeni. Tato nejednoznacnost
je zpusobena moznosti volby intervalu, na kterém feseni uvazujeme, nebo tim, Ze vice funkci
definovanych na stejném intervalu je feSenim dané rovnice.

Definice 2. Necht z = z(t) je FeSenim rovnice (1.1) na intervalu J a & = Z(t) je feSenim
rovnice (1.1) na intervalu J. Jestlize J C J a pro kazdé ¢t € J je z(t) = #(t), fekneme, Ze
feSeni x = x(t) je prodlouzenim teseni & = Z(t) a Ze FeSeni T = Z(t) je zuZenim (restrikci)
reseni v = x(t). Jestlize FeSeni © = x(t) rovnice (1.1) neni ztzenim zadného jiného FeSeni této
rovnice, fekneme, ze x = x(t) je Uplngm (neprodluZitelnym) Fesenim rovnice (1.1), (1.3).

Nadale v této kapitole budeme pod pojmem ,TFeseni“ rozumét Gplné feseni.

Definice 3. Necht G, f maji stejny vyznam jako v definici 1 a necht (tp,&) € G je libovolny
bod. Uloha najit feseni rovnice (1.1), které splituje podminku

z(to) = ¢ (1.3)

se nazyva pocdatecni nebo Cauchyova tloha, podminka (1.3) se nazyva pocdtecni nebo Cau-
chyova podminka.
Reseni poc¢atecni tlohy (1.1), (1.3) se nazyva partikuldrni feseni rovnice (1.1).

Priklad: Necht tg # 0, £ € R. Funkce z(t) = tét je Tesenim tlohy (1.2), (1.3). Toto TeSeni je
0
definovano na intervalu

J— (0, OO), tg > 0,
(—0,0), to < 0. n

Definice 4. Necht g = g(t,C) je funkce dvou proménnych takova, ze ke kazdému (to,¢&) € G
existuje Cp € R takové, ze funkce = z(t) = g(t, Cp) je FeSenim pocatecni tlohy (1.1), (1.3).
Pak se funkce g nazyva obecné feseni rovnice (1.1).

Proménnou ¢ funkce g v predchozi definici povazujeme za nezavisle proménnou realné
funkce g(-,C) jedné redlné proménné; proménnou C' povazujeme za parametr.

Mnozina funkci g(-,C) takovych, ze C' € R a g je obecné FeSeni rovnice (1.1) nemusi
obsahovat vSechna feseni této rovnice.
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Definice 5. Necht M je mnozina vSech feSeni rovnice (1.1), g je obecné feSeni této rovnice
a N je mnozina funkci jedné proménné definovana jako

N ={g(-,C): CeR}.

Reseni 2% € M~ N rovnice (1.1) definované na intervalu .J a takové, Ze ke kazdému to € J
existuje Cy € R, Ze g(tg, Co) = x*(to), se nazyva singularni. (Nazornéji feceno: kazdym bodem
grafu singuldrniho reSeni prochazi integralni kiivka néjakého partikularniho reSeni, které neni
singularnim. Nebo: v kazdém bodé (to,x*(to))) = (tg,&) singularniho feSeni ma pocatecni

tloha (1.1), (1.3) alespon dvé ruzna feSeni, tj. iloha (1.1), (1.3) neni jednoznac¢né fesitelna.)
Reseni € M ~. N rovnice (1.1) které neni singularni, se nazyva vyjimecné.

Piiklad: Necht G = {(¢,z) : t € R,z > 0}, f(t,z) = 2y/z. Funkce g definovand predpisem

0, t<C,
g9(t,C) = )
t—-C)? t>C

je obecnym feSenim rovnice

7 =2yx. (1.4)

Vskutku,
dg(t,C) 0, t < C, 2\/70.0) = 0, t<C, |0, t < C,
at |2t -0), t>C, T =gt~ t>c ~ \20t-0), t>c

takze kazda z funkci g(-,C) je feSenim rovnice (1.4). Pro £ > 0 a C =ty — /€ plati tg > C,

tedy g(to,to — V&) = (to — to + +/€)? = & pii libovolngch hodnotach o € R a & > 0.
Konstantni funkce z*, *(t) = 0 je evidentné také feSenim rovnice (1.4). Pro libovolné

to € R plati 2*(tg) = 0 = g(t, to), takze z* je singuldrnim FeSenim této rovnice. [

Geometricka interpretace diferencialni rovnice

Rovnice (1.1) ptifazuje kazdému bodu z G pravé jednu hodnotu 2/ = f(¢,z), tedy kazdému
bodu (tg, &) € G lze prifadit smérovy vektor tecny k integralni kiivce v bodé (¢, §), tj. pfimky
x—& = f(to,€)(t —to). Tento vektor mé souradnice (1, f(to,&)). To znamend, ze rovnice (1.1)
definuje na G vektorové pole?. Toto pole se nazyva smérove pole rovnice (1.1).

Kazda integralni kiivka rovnice (1.1) je wektorovou cédrou® smérového pole. Smérové pole
tedy poskytuje pfedstavu o pribéhu feseni rovnice (1.1).

Vrstevnice funkce f, (tj. kfivky zadané rovnici f(¢,xz) = ¢) se nazyvaji izokliny rovnice
(1.1). Jsou to k¥ivky, na nichz maji vektory ze smérového pole stejny smér.

“« %

'P¥i ,mechanickém* Teseni rovnice (1.4) jakoZto rovnice se separovanymi proménnymi vyjde x = (t — C)?,
coz by znamenalo, ze Teseni je pro t < C' klesajici funkci. Prava strana rovnice je vSak nezaporna, takze reseni
musi byt neklesajici.

2Vektorové pole na mnoziné G je zobrazeni ¢ mnoziny G do (kone¢né rozmérného realného) vektorového
prostoru, tj. ¢ : G — R™; v nasem pripadé je n = 2.

$Vektorova Gara vektorového pole ¢ : G — R? je kiivka v R™ takova, ze vektor o(t,z) je teénym vektorem
k této kiivce v bodé (¢, x).
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Obrazek 1.1: Smérové pole rovnice (1.4). Izokliny jsou vyznaceny teckovanou ¢arou, integralni
kiivky carou plnou. Integralni kiivka odpovidajici singuldrnimu feseni z* = 0 splyva s osou
nezavisle proménné ¢.

Priklad: Najdeme smérové pole rovnice (1.4). Jeji izokliny jsou dany rovnici

2\/x = ¢

konstanta ¢ je nezapornd, nebof odmocninu v redlném oboru definujeme jako nezapornou
funkci. Po trividlni apravé dostaneme

.

=

xr =

Izokliny jsou tedy piimky rovnobézné s osou ¢; na izoklin€ splyvajici s osou ¢ i smérovy vektor
s osou t splyva, tj. ma nulovy sklon, s rostouci vzdélenosti izokliny od osy t¢ roste sklon
smérového vektoru. Situace je znazornéna na Obr. 1.1. |

Poznamka k terminologii a symbolice

Rovnice (1.1) se nazyva diferencidlni, prestoze se v ni zadny diferencial neobjevuje; v rovnici
vystupuji jen nezavisle proménna, hledana funkce a jeji derivace. Terminologie je ale osprave-
dlnéna skutecnosti, ze derivaci mizeme zapsat jako podil diferencialt a rovnici (1.1) pfepsat
do tvaru

dx

E = f(tv I’),
nebo po formalni Gprave

f(t,z)dt —dz = 0.

Diferencialni rovnici tedy miizeme zapsat jako rovnici, v niz se vyskytuji zavisle a nezavisle
proménna a jejich diferencidly, tedy ve tvaru

O(t,z,dt,dz) = 0.

7 tohoto zapisu vsak neni tplné jasné, ktera z veli¢in = a t je zavisle a ktera nezavisle pro-
ménna. To nékdy nemusi byt nedostatek, ale vyhoda. Zejména pokud proménné z a t inter-
pretujeme geometricky jako soufadnice bodu, neni zadné z nich , privilegovand®.
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Exkurs: geometricky pristup a elementarni metody feseni diferencialnch rovnic

Ke studiu diferencialnich rovnic mimo jiné vedla tloha z analytické geometrie: napsat rovnici kiivky
v roviné dané soufadnymi osami z a y, pokud zname jeji te¢nu v libovolném bodé; mizeme navic
pozadovat, aby kfivka prochazela danym bodem.

Diferencialy dz a dy (podrobnéji feceno diferencialy standardnich soufadnicovych funkei) si pied-
stavujeme jako ,nekonecné malé prirtistky kiivky ve sméru jednotlivych os“; trochu piesnéji feceno,
jako pFirtstky naméfené na teéné. Teény vektor ke kiivce v obecném bodé tedy méa souradnice (dz, dy).
V zadéni dlohy je, Ze zndme teény vektor v kazdém bodé; feknéme, Ze to jsou vektory 7(x,y). Nemi-
Zeme ovSem bezprostiedné pracovat se vztahem

(dz,dy) = 7(x,y),

nebot na levé strané by byl vektor ,nekonec¢né kratky*, vektor ,skoro nulové délky“, na pravé strané
vektor nenulovy; normovat ,skoro nulovy vektor® nedava rozumny smysl. Ponévadz ale zname tecny
vektor, zndme také vektor normalovy v(x,y); ten je kolmy na vektor teény 7(z,y), a tedy také na
infinitezimalni vektor (dz, dy). Jinak feceno, skalarni soucin vektort te¢ného a normélového je nulovy.
Pokud tedy normélovy vektor v bodé (x,y) rozepsany do soufadnic je

v(z,y) = (f(z,9),9(z,y)),

pak musi platit
f(@,y)dz + g(z,y)dy = 0. (1.5)

Rovnice hledané krivky je tedy fesenim této diferencidlni rovnice v tradi¢nim zapisu pomoci diferenci-
alt. Jeji feseni, tedy hledanou kiivku, nazyvame integralni krivkou této rovnice. Pozadavku, aby krivka
prochizela danym bodem (g, yo), fikdme Cauchyova podminka. Mizeme ji také zapsat v nékterém
z tvart

y(xo) = Yo, mnebo x(yo) = xo. (1.6)

Diferencidlni rovnici (1.5) spolu s Cauchyovou podminkou nazyvame Cauchyiv problém nebo Cauchy-
ova tuloha.

Slovnim spojenim ,fesit diferencidlni rovnici elementarnimi metodami® rozumime: ,ulohu najit
feSeni diferencialni rovnice nebo Cauchyovy tlohy pfevést na néjakou jinou — jednodussi — tlohu*.
Pritom za ,,jednodussi ilohu“ povazujeme takovou, kterd se objevuje v kursu matematické analyzy
pied probiranim diferencialnich rovnic. Casto jde o vipocet integralii, proto se elementarnim metodam
feseni také rikava ,feseni v kvadraturach®.

Pri feseni diferencialnich rovnic elementarnimi metodami byva uziteéné rovnice zapisovat ve tvaru
(1.5) s diferencidly.

Priklad: Najdeme rovnici kruznice se stifedem v pocatku soufadnic, kterd prochézi bodem (1,2).
Te¢na ke kruznici je v kazdém bodé kolméa k pruvodici (tiseéce spojujici uvazovany bod a stied
kruznice), smérovy vektor privodice v bodé (z,y) je (x,y)—(0,0) = (z,y). Dostavdme tak diferencialni
rovnici
xdx 4+ ydy = 0,
tedy rovnost diferenciali
rdr = —ydy.
Z rovnosti diferencidléi plyne rovnost integralti (az na integra¢ni konstantu). A ponévadz hledana
kruZnice mé prochdzet bodem (1,2) (mizeme také ¥ici, ze kiivka z bodu (1,2) vychazi, ze bod (1,2)
je jejim pocateénim bodem), dostaneme
z y
[ eae=— [ nan
1 2
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Loy 1,2 142 (1,2 192 . «
To znamena, ze 5 17 = (2y 52 ), po upraveé

x? +y? =5.
Tento vysledek zcela odpovida tomu, co nas naucili na stfedni skole. [ |

Exaktni rovnice

Jedn4 se o diferencidlni rovnici ve tvaru (1.5), kde funkce f a g spliiuji identitu

) = g @) (1.7

Vyraz na levé strané rovnice (1.5) je za predpokladu (1.7) totdlnim diferencidlem* néjaké kmenové
funkce F'. Pfipomenime si, Ze kmenova funkce spliiuje podminky
OF oF
Je-li F kmenovou funkci diferencidlu na levé strané rovnice (1.5), pak rovnost
F(z,y) =c,

kde ¢ je redlna konstanta, je implicitnim vyjadfenim FeSeni rovnice (1.5). O tom se snadno piesvédcime
primym dosazenim.

Hledéni feSeni rovnice (1.5) jsme tedy pfevedli na problém hledani kmenové funkce diferencidlu a
na vysetfovani implicitné zadané funkce.

Spolu s rovnici (1.5) uvazujme Cauchyovu podminku (1.6). Bod (xo,yo) musi samoziejmé lezet
v pruniku defini¢nich obort funkci f a g. Budeme hledat takovou kmenovou funkci F', pro niz plati

F(xo,y0) = 0.
Prvni z podminek (1.8) spliiuje funkce F' dand predpisem

F(z,y) = / F(6,9)dé + o), (1.9)

kde ¢ je n&jaka diferencovatelna funkce, pro niz plati ¢(z¢) = 0. Aby byla splnéna druhé z podminek
(1.8), musi platit

o |7 o
: / FEE +9)| =5 / FE e+ () = g(a,y)

symbol ’ nyni oznacuje obycejnou derivaci podle proménné y. Z predchozi rovnosti a z podminky
©(yo) = 0 plyne

@(y)/y g(xvn)%/mf(f,n)dé dn/yg(xm)dn]f(é,y)d§+]f(§,yo)d§-

Yo Yo

Dosazenim do rovnosti (1.9) dostaneme hledanou kmenovou funkci F. Regeni Cauchyovy tlohy (1.5),
(1.6) je tedy implicitné ddno rovnosti

/ F(E,yo)de + / o(, n)dn = 0. (1.10)

Yo

4Viz napf. Z. Dosla, O. Dosly: Diferencidlni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, kap. 4
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Analogickym postupem (s opa¢nym pofadim integrovan{) miizeme najit feSeni tlohy (1.5), (1.6) v im-

plicitnim tvaru
Yy

/ F(€y)de + / o(zo.m)dy = 0.
o Yo

Hledani feseni Cauchyovy tlohy (1.5), (1.6) jsme tedy v pfipadé exaktni rovnice prevedli na pro-
blém vypoctu integralt a na vysetfovani implicitné zadané funkce.

Specialni pripad: rovnice se separovanymi proménnymi.

Jedna se o rovnici tvaru
f(z)dz + g(y)dy = 0, (1.11)

v niz funkce f a g jsou funkcemi praveé jedné proménné. Tato rovnice je evidentné exaktni.
Kiivka, kterd spliiuje rovnici (1.11) a prochazi bodem (zg, y9) mé podle (1.10) obecnou rovnici

]f(é)déJr /yg(n)dn =0.

Yo

Obecnéji miizeme mluvit o rovnicich se separovatelngmi proménngymi, pokud v rovnici (1.5) jsou
funkce f a g sou¢inem dvou funkei jedné proménné. Jedna se tedy o rovnice

f1(@) f2(y)dz + g1(x)g2(y)dy = 0. (1.12)
Pokud je pfislusnd Cauchyova podminka takova, ze fa(yo) # 0 # g1(zo), mizeme rovnici (1.12) vydélit
vyrazem f2(y)g1(x) a dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi

fl(x)d:ch 92(y)d

g1(x) f2(y)

Je-li f2(yo) = 0 nebo fi(xg) = 0, ale v ryzim okoli bodu (zg,yo) je f2(y) # 0 # ¢g1(x), provedeme
stejnou upravu a feseni Cauchyovy tlohy dostaneme v implicitnim tvaru

y=0.

[ f1(€)
91(¢)

o

f g2(n)
; fz(n)d

d¢ +

n =0,

pokud oba integrély konverguji. V piipadé, ze fa(yo) = 0 (resp. ¢g1(zo) = 0), je pfimka dana rovnici

y = yo (resp. © = xp) integralni kiivkou rovnice. ReSeni y = yo (resp. & = xo) miZe byt singuldrnim
fesenim této rovnice.

Integracéni faktor

Rovnici (1.12), kterd obecné neni exaktni, jsme vyndsobili vyrazem

1
g1(z) f2(y)’

a tim ji pfevedli na rovnici exaktni. MtZeme obecné hledat nenulovy vyraz o = o(z,y) takovy, Ze pfi
danych funkcich f = f(z,y), ¢ = g(x,y) je rovnice

o(z,y) =

oz, y) f(z,y)dz + o(x,y)g(x,y)dy = 0 (1.13)
exaktni. Vyraz o(x,y) se pak nazyva integracni faktor dané rovnice. V takovém piipadé musi platit
) ) . 0o of _ e 9g
—of = — tj. == L ==L =
3y of = 5-09, 1 ayf tog, T et %,
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(pro stru¢nost zapisu nepiSeme nezavisle proménné). Z téchto rovnosti dostaneme vztah

b 00 _(0f 0y
rr 6y<8y 630) e (1.14)

To znamena, ze funkce p spliiuje rovnici, v niz se vyskytuji jeji parcialni derivace, tj. funkce g je feSenim
parcialni diferencidlni rovnice. Resit parcialni diferencidlni rovnici neni , jednodussi Gloha“, nez Fesit
obycejnou diferencialni rovnici. Problém hledani integrac¢niho faktoru tedy nemtizeme prohlésit za
vyfeseny.

Pokud by v8ak integrac¢ni faktor ¢ byl funkei pouze jedné proménné x, o = o(x), pak by

do do _do

— =0 a —=—.
dy Jdr dzx

Parcidlni rovnice (1.14) by tak pfesla na rovnici obyéejnou

do _1(0f 99
dz g \dy Oz e

nebo v diferenciadlnim tvaru

1 1 /09 Of
“do+ - | = - =L =0. 1.1
ng g (81' 8y) dr=0 (1.15)

Pokud je vyraz pred diferencidlem dz funkei pouze jedné proménné x, pak je rovnice (1.15) rovnici se
separovanymi proménnymi.
Dostavame tak zaveér: Je-li
O91(0g 0f\_,
dy g (536 ay) -

pak existuje integra¢ni faktor ¢ = p(x) rovnice (1.5); tento integracni faktor je FeSenim obycejné

diferencidlni rovnice (1.15).
01 /0f 0Og 0
el A I
Ox f \ Oy Ox ’

Analogicky odvodime: Je-li
pak existuje integracni faktor o = p(y) rovnice (1.5), ktery je feSenim obycejné diferencidlni rovnice se

separovanymi proménnymi
1 1 /0f 0g
—do+=(=———==)dz=0.
oy <6y c’m) ’

Rovnice na rovnici exaktni transformovatelné

Neékteré specialni rovnice lze vhodnou substituci nebo tpravou (pfipadné kombinaci obou postupt) na
rovnici exaktni prevést. Jedna se zejména o nasledujici typy rovnic:

(i) Rownice homogenni.
Nejprve piipomeneme definici: Funkce h : R? — R se nazyvd homogenni vddu k, pokud pro
kazdou realnou konstantu « plati h(xkx, ky) = *h(x,y).
Homogenni diferencidlni rovnice je rovnice tvaru (1.5), v niz obé funkce f a g jsou homogenni
stejného radu. Takovou rovnici mizeme upravit na tvar

zF f (1,%) dz + g (1,%) dy =0

a po vydéleni vyrazem z* dostaneme

f(l,%) derg(l,%) dy = 0. (1.16)
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Y

Odtud (formdlné) plyne % = fgLyzg
g 15_
x

Dale zavedeme substituci
u="Y. (1.17)
T

7 této rovnosti dostaneme ) .
U
—dx + 9(1,u) du =0,
z S, u) +ug(l,u)
coZ je rovnice se separovanymi proménnymi, tedy specialni pfipad rovnice exaktni.
Jesté poznamenejme, ze pii oznaceni (&) = f(1,€) a ¥(§) = ¢g(1,£) mizeme rovnici (1.16)
prepsat na tvar

@(g) dz + (E) dy = 0;
x x
takové rovnici fikdme homogenni v uzsim smyslu.

f<w) dx+g<w) dy =0, (1.18)

(ii) Rownice typu

ar + By + ar + By +
Rozlisime tfi pripady:
1. ¢ =~ =0. Oznacime

F(z,y) = f (M) , Gla,y) =g (M)

oz + By az + By
a rovnici pfepiseme jako
F(xz,y)dx 4+ G(x,y)dy = 0.
Pritom plati

_ akr +bry \ ar +by \
F(kz,rky) = f (m) =f (rchﬂy) = F(z,y)

a stejnym vypoctem G(kz,ky) = G(z,y). Obé funkce F' a G jsou homogenni fadu nula.
Rovnice (1.18) je v tomto pfipadé homogenni a mtizeme ji fesit substituci (1.17).
2. a = =0.V tomto pripadé zavedeme substituci
axr + by + ¢
’7 3

takze rovnici prepiSeme ve tvaru
fuw)dz + g(u)dy =0
f(u)

d
a 7 ni vyjadiime 2 = — Y Dale plati

dz g(u)

b3 (o) -2l - e
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takze dand rovnice se transformuje na tvar

dr s — 290 4,

= 0,
bf (u) — ag(u)
COZ je rovnice se separovanymi proménnymi.
b
3. 2 +~2 #£0 # a? + 2. Nejprve vyraz wtyte upravime.
az + By + v

Pokud «a # 0, dostaneme

ax + by +c 1< (abaﬂ)erozca'y)
— =" a
a

ar+By+v ax + By + vy

pokud S # 0, dostaneme

ax+by+c1<b (abaﬂ)er'ybﬂc)
ax+py+v B az + By + '
Nyni mohou nastat dvé moznosti:

e ab — aff = 0. Z predchoziho vypoctu pak vidime, Ze rovnice je stejného typu, jako
v pripadé 2.

e ab — af # 0. Za tohoto predpokladu existuje jednoznac¢né reSeni m,n soustavy alge-
braickych linedrnich rovnic

am+ bn =c,
am+ fn =-.

S vyuzitim tohoto FeSeni zavedeme substituce
E=x+m, n=y-+n. (1.19)

pak d¢ =dx,dy =dn a

ar+by+c  al—m)+bn—n)+c
ar+By+y  all—m)+Bn—n)+y

a&+bn— (am+bn) +c a& + by

af + B —(am+bn)+~  af+ By’

To znamend, Ze substituce (1.19) pfevede rovnici (1.18) na rovnici stejného typu, jaky
je v pripadé 1.
(iii) Rownice linedrnt je rovnice, v niz je podil diferencidlt (derivace) vyjadfen jako vyraz linedrni

v zavisle proménné, tj.

j—z =a(x)y + b(x), nebo j—z = a(y)r + b(y),

kde a, b jsou néjaké integrabilni funkce jedné proménné, funkce a je nenulova. Budeme se vénovat
prvni z rovnic ve tvaru

(a(z)y + b(z))dz — dy = 0; (1.20)
druhd rovnice z ni vznikne zaménou promeénnych.

Jednd se o rovnici tvaru (1.5), kde f(x,y) = a(z)y + b(z) a g(x,y) = —1. Ponévadz

99 of _
%—a—y——a(x);éo,
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rovnice neni exaktni. Budeme tedy pro ni hledat integrac¢ni faktor. Ponévadz

01 /(09 Of 0 _
8_y§ (a - 8_y) (z,y) = 5-a(x) =0,

existuje integracni faktor tvaru o = o(z). Ten je feSenim rovnice se separovanymi proménnymi
1
—do + a(z)dz = 0.
0

Tato rovnice ma podle (1.10) feSeni v implicitnim tvaru zapsaném rovnosti

=—]M&%-

zo

o x
1
/—dr—l—/a(f)df =0, po upravé In
r 90
Qo0 xo

Volime g9 = 1 (nejde ndm totiz o nalezeni vSech moznych integracnich faktord, ale sta¢i ndm
jen jeden) a dostaneme integracéni faktor ve tvaru

= [ a(§)dg
o(x) =e =0 .

Rovnici (1.20) vynasobime timto integra¢nim faktorem a dostaneme rovnici exaktni

— [ a(o)do — f a(&)dé
(a(z)y + b(z))e <o dz —e o dy =0,

kterd ma podle (1.10) feSeni zapsané v implicitnim tvaru

x 3 x
~ [ a(o)do T a(o)do
/(a(f)yo +b(6))e =0 dé — /e =0 dn = 0. (1.21)
o Yo
Nyni vypocitame
xT 3 T 3 x
= Ja(o)do d - [alo)de — [ a(o)do
[ (@€ = %Z—m/éﬁro de=—yo e o —1),
) Zo
Yy z x
= [ a(&)d¢ — [ a(¢)de
/e o dn:(y—yo)e £ ,
Yo
dosadime do (1.21),
x S P
- [ a(o)do — [ a(¢)de
/b(g)e v dé +yo —ye o =0

o

Odtud vyjadiime FeSeni rovnice (1.20) ve tvaru

f a(&)dé y fa(a)da
Y = o€ + /b(«s)eg d¢. (1.22)
o
(iv) Rovnice Bernoulliova
dy .
=, = a@)y +b(z)y’,

dx
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kde r # 1 je néjaka redlna konstanta.
Zavedeme substituci

Pak

% =(1- r)y_Tj—i =1 =r)y " (al@)y +blx)y") = (1 —r)(alz)y' " +b(z)).

Bernoulliova rovnice se tedy transformuje na rovnici

du
o= (1 —r)a(x)u+ (1 —7r)b(z),

coz je rovnice linearni.

1.2 Systémy diferencialnich rovnic

1.2.1 Vektorové a maticové funkce

Redlny n-rozmérny vektor x je prvkem prostoru R"™. Slozky (standardni soutadnice) vektoru
@ budeme znaéit x1,x9, ...,z nebo (x)1, (x)2,..., ().

Matice A o m rtddcich a n sloupcich je prvkem prostoru R™”. Jeji slozku na i-tém radku
a v j-tém sloupci budeme znacit a;; nebo (A);;. Vektor z prostoru R™ budeme chéapat jako
matici o n radcich a jednom sloupci.

Je-li tedy @ € R" a A € R™" miizeme psat

T aill a19 e A1n
€To a1 as ... a2, "
z=| .|, ®i=z, A=|[ . . | Wi =ay (A=) agan.
: : : SR P
L, Am1 Am2 ... Qmp

Normy vektora a matic

I
T2
Normu vektoru x = . , podrobnéji vektorovou 1-normu nebo souctovou normu definu-
Tn
jeme predpisem
n
le| = N2y = > ll.
i=1
all a19 e A1n
_ a1 a2 ... Q2p " ) 5
Normu matice A = . . ) . , podrobnéji maticovou 1-normu nebo soucto-
aml1 QAQm2 ... Amn,

vou normu definujeme predpisem

m n
IAL= 1AL = lagl.

i=1 j=1
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Na mnoziné vektori zavaddime metriku o(x, y) = | — y||, na mnoziné matic zavadime metriku
o(A,B) = |A — B|. Jedna se o souc¢tovou neboli taxikafskou metrikou, sr. Z. Dosla, O. Dosly:
Metrické prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iii.

e Plati: |[Ax| < ||A] |z|. Této vlastnosti se ¥ika, ze maticovd norma je souhlasnd s vektorovou
normou.

n
Diikaz: Pro libovolné i,k € {1,2,...,n} je |ajx| < > |asj|. Odtud plyne
j=1

Z !aik! 2| =

m m

|Az] = Z zh| =)

3
3

n
Aif T

n

z(m;w)i 33 el | = (zu) izu o

k=1 i=1 j=1

Spojitost, derivace a integral vektorovych a maticovych funkci

Vektorova funkce, podrobnnéji n-vektorova funkce, * = x(t) je zobrazeni  : R — R",
maticova funkce podrobnéji ¢tvercova n-rozmérnad maticova funkce, A = A(t) je zobrazeni
A:R —R",

T (t) all (t) alg(t) e QA1n (t)
x(t) _ T2 (t) A(t) _ a1 (t) ago (t) e aon (t)
n(t) o) ana(t) . am(®)

Na mnoziné R uvazujeme pfirozenou metriku, na mnoziné R", resp. R”Q, uvazujeme piislus-
nou souctovou metriku. Spojitost vektorové, resp. maticové, funkce chapeme jako spojitost
prislusného zobrazeni metrickych prostori. Podrobnéji: vektorova funkce & (resp. maticova
funkce A) je spojitd v bodé ty svého defini¢niho oboru, jestlize ke kazdému kladnému ¢islu
¢ existuje kladné cislo 0 tak, Ze pro vSechna ¢ z definicniho oboru funkce  z nerovnosti
|t —to| < d plyne nerovnost |x(t) — x(to)|| < € (resp. [|A(t) — A(to)| < €). Vektorova (resp.
maticova) funkce je spojita pravé tehdy, kdyz vSechny jeji slozky jsou spojité.

Limitu v bodé ty, derivaci v obecném bodé t a integral v mezich od t do ty vektorové,
resp. maticové, funkce definujeme vztahy (v uvedeném poradi)

(fma) =fma. (G0) = (0), - @) / 2(s)ds | = / i(s)ds

to i to

t

(tlgg) A(t))ij = lim a;(0), (%(t))ij = (N(1)),; = a(1). j A(s)ds | = / as;(s)ds.

ij o

1.2.2 Vektorova rovnice prvniho radu
Definice 6. Bud G C R mnoZina s neprazdnym vnitikem, f : G — R”. Rovnice

' = f(t,x) (1.23)
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se nazyva systém n obycejnich diferencidlnich rovnic prvniho 7ddu nebo n-vektorovd obycejnd
diferencidalni rovnice pruniho rddu.

Rovnice (1.23) se od rovnice (1.1) lisi pouze tim, Ze nékteré symboly (konkrétné hledana
funkce « a funkce f na pravé strané) jsou tucéné, oznacuji vektorové proménné. Proto mtizeme
zopakovat vSe, co je uvedeno v 1.1 mezi Definici 1 a geometrickou interpretaci diferencialni
rovnice. VSechny pojmy vztahujici se k diferencidlni rovnici (1.1) jsou po piislu$né zaméné
skalaru za vektory pouzitelné i na systémy diferencidlnich rovnic.

Vektorovou rovnici mtizeme rozepsat do slozek

= filt,r,xe,. .. x),
.%'/2 - f2(t7x17x27"'7xn)7
= falt,z1,29,. .. 1),

Pocateéni podminku x(tg) = £ k rovnici (1.23) zadédvame pro systém rozepsany do slozek
ve tvaru

xl(to) = 51, $2(t0) = 52, PN xn(to) = fn (124)

Obecné feSeni n-rozmérného systému g(-,C) zavisi na n-rozmérné konstanté, tedy na n
parametrech.
1.3 Skalarni rovnice n-tého radu

Definice 7. Bud G C R'™ mnozina s neprazdnym vnitikem, f : G — R. Rovnice
2™ = f <t, z, 2’2", .. ,x("71)> (1.25)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice n-teho radu rozresend vzhledem k nejvyssi derivaci.
Resenim této rovnice na nedegenerovaném intervalu J C R se rozumi n-krat diferencova-
telna funkce x : J — R, kteréd pro kazdé ¢t € J spliuje podminky

(t,x(t),x/(t),x”(t), . ,x("*l)(t)) eG, 2™Mt)=f (t,x(t),m’(t),x”(t), . ,x("’l)(t)) .

Rovnici n-tého rddu lze pfevést na systém prvniho radu:
e Necht funkce z je feSenim rovnice (1.25). Definujme funkce

T =x, Tpp1 =12 prok=12....n—1.
Pak
Thil =T =Tf_ =Tf 9=+ = xgk) = z(®) prok=2,3,...,n,
= 35/17 2 = T3, 2" = T4, ., x(nfl) = 2,
takze

.7];1 - x(n) = f (t,x,x/,x”, B 7'7;(”71)) - f(t,l'l,xz,.%'?,, s 7$n)'
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To znamena, ze funkce x1, xo, ..., 2, jsou feSenim systému rovnic
I
€Ty - €2,
I
Lo - €3,
(1.26)
I
Tp-1~= Ln;
/
x, =flt,r1,x2,23,...,2p).
e Naopak, necht vektorova funkce & = (z1,x2,...,z,) je FeSenim systému rovnic (1.26). Pak

pro jeji slozky plati

/ / " / " (n—1)
1’2:1'1, 1’3:.%'2:1'1, x4=x3=$1,...,xn=1‘1 3

takze
1
xgn) =a) = f(t,x1,72,73,...,7) = [ (t,xl,xll,:cll',...,xgn )) .

To znamend, ze prvni slozka feseni systému (1.26) je FeSenim rovnice (1.25).

Celkem jsme ukézali, Ze rovnice (1.25) je ekvivalentni se systémem (1.26). Z této uvahy
také plyne, Ze pocdtecni (Cauchyovu) podminku pro rovnici (1.25) zadévame ve tvaru

2(to) = &1, 2/(to) = &2, 2" (to) = &, ..., x" D (tg) = &n, (1.27)

kde (t0,£1,£2, ... ,fn) € G.
Uplné Feseni, partikularni a obecné feseni rovnice (1.25) definujeme analogicky jako u rov-

nic prvniho fadu. Obecné feseni rovnice n-tého fadu zavisi na n parametrech.

Priklad: Pohyb hmotného bodu o hmotnosti m, ktery je vazan na primku a na ktery ptisobi
sila F' zavisla na poloze lze popsat skalarni rovnici druhého radu

kde x = z(t) ozna¢uje polohu bodu v ¢ase ¢, sr. Prolog, str. 7. Stejné dobie ho vsak lze popsat
systémem dvou rovnic

T =w,
1
/
=—F
v = F(o);

v = v(t) oznacuje rychlost bodu v ¢ase t. [ |
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Kapitola 2

Obecné vlastnosti obycejnych
diferencialnich rovnic

Aby pocéteéni tloha pro diferencialni rovnici mohla byt popisem (modelem) néjakého redlného
procesu, musi mit nékolik vlastnosti:

1. Emistuge jeji Teseni. Diferencidlni rovnici povazujeme za vyjadieni (nebo alespon idea-
lizaci nebo aproximaci) néjakého ,zdkona“ (pfirodniho, ekonomického, sociologického,
...), tj. pravidla vyabstrahovaného metodami ptislusné védni discipliny. Proces se podle
tohoto pravidla skute¢né vyviji, tj. feseni pocatecni tilohy musi existovat.

2. Reseni pocdtecni tilohy je jediné. Je-li proces deterministicky, ze znalosti pocate¢niho
stavu a pravidla vyvoje jednoznac¢né plyne jeho dalsi vyvoj.

3. Reseni musi zdviset na parametrech rovnice a pocdtecnich podminkdch spojité. Viechny
konstanty (parametry modelu) a poc¢ateéni hodnoty miZzeme zméfit jen s omezenou
presnosti. A je zadouci, aby mala chyba méfeni nezpusobila velkou zménu feseni v ko-
necéném case.

4. Reseni musi byt definovdno v dostatecné dlouhém case. Modelovany proces urcité néja-
kou dobu probiha (abychom si ho viibec povsimli) a néjakou dobu jesté probihat bude
(aby mélo smysl ho modelovat).

Proto je pottebné se zabyvat otazkou, jaké podminky kladené na pravou stranu rovnice,
zaruc¢i existenci feSeni. Jinak feceno, jak pozname, ze pravidlo vyvoje neni z procesu vyabs-
trahovano naprosto Spatné.

Jednoznad¢né se vyvijeji procesy studované klasickou (nekvantovou) fyzikou. Procesy kom-
plexnéjsi (kterym se vénuje napfi. vyvojova a evolucni biologie, ekonomie, sociologie a po-
dobné) jiz jednozna¢né byt nemusi, mize dojit k néjakému ,vétveni“ procesu. Proto je uzitecné
studovat, kdy je feSeni rovnice jediné a za jakych podminek mutze dojit k nejednoznacnosti
feseni (tj. k nepredikovatelnosti vyvoje). Pf{jemnym zjisténim pfitom bude, Ze dostatecéné
podminky pro jednoznac¢nost feseni pocatecni tlohy jsou také dostatecnymi podminkami pro
spojitou zévislost TeSeni na parametrech a pocatecnich hodnotach. Vyvoj deterministickych
procest mizeme pro neprilis vzdaleny c¢asovy horizont predikovat dostatecné presné, pokud
zname deterministické pravidlo vyvoje a dostatecné presné méifime aktualni hodnoty. V této
formulaci zustaly velice vagni pojmy ,dostatecné presné“ a ,nepiili§ vzdaleny“. Co presné
znamenaji podstatné zavisi na charakteru procesu.

31
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Udrzitelnost byva dilezitou vlastnosti procesti, proto je dobré mit jasno v tom, do jakého
casu FeSeni pocatecni ulohy existuje. Zejména vyjasnit, zda existuje néjaka konecnd hranice,
za niz Feseni prodlouzit nelze, nebo zda je vyvoj (potenciilné) nekoneény.

V prvni ¢asti se budeme vénovat pocatecni tiloze pro skalarni rovnici. V tomto pfipadé
jsou totiz vSechny tvahy jednodussi a nazornéjsi. Nejprve ukazeme dva zptsoby, jak najit
feSeni dané tulohy jako limitu aproximaci. Ty mimochodem pfedstavuji jednoduché metody,
jak numericky najit pfiblizné (a pro praxi dostateéné presné) feseni. Déle najdeme horni a
dolni odhad hledaného feseni.

Pro skalarni rovnici s analytickou pravou stranou (funkci na pravé strané rovnice lze
vyjadiit ve tvaru mocninné fady) ukazeme jesté jednu metodu aproximace feseni — vyjadieni
FeSeni pomoci mocninné fady.

Uvahy o existenci a jednoznacnosti feseni pocatecni tilohy pro (skalarni) diferencialni rov-
nici pak zobecnime na systémy rovnic (na vektorovou diferencialni rovnici), v ¢asti 2.2 lokalné
(v okoli pocateéniho bodu) a v ¢asti 2.3 globalné (na celém intervalu FeSeni rovnice). V po-
sledni ¢asti 2.4 kapitoly ukazeme, jak odhadnout meze, ve kterych se bude feseni (vektorové)
rovnice pohybovat.

2.1 Existence, jednoznacnost a odhad fesSeni skalarni ODR

Uvazujme pocatec¢ni tlohu pro obycejnou diferencialni rovnici prvniho fadu ve standardnim
tvaru

2= f(t,z), x(ty) =¢. (2.1)
Na rovnost
2/ (t) = f(t, z(t))
definujici feSeni prislusné diferencialni rovnice se mtizeme prosté divat jako na rovnost dvou
funkci jedné realné promeénné ¢. Integraci v mezich od ty do t dostaneme
t
o(t) = alto) = [ f(s.2(5)ds,
to

neboli
z(t) =€+ / f(s,2(s))ds. (2.2)

Naopak, derivovanim posledni rovnosti podle proménné ¢ dostaneme z/(t) = f (t, x(t)) Navic,
pro funkci definovanou pravou stranou rovnosti (2.2) plati z(tg) = £. Vidime tedy, Ze po¢ate¢ni
tloha pro diferencialni rovnici (2.1) je ekvivalentni s integralni rovnici (2.2).

K feSeni pocateéni ulohy (2.1) se budeme snazit piibliZit tFemi riznymi zpisoby. Lze
ukazat, ze v limité jsou tato priblizeni (aproximace) rovna Feseni dané ulohy, coz znamen4,
Ze TeSeni existuje a navic je vysledkem néjakého konkrétniho limitniho procesu.

2.1.1 Eulerovy polygony

Reseni tilohy (2.1) se spojitou funkei f budeme aproximovat funkci po ¢astech linearni a
spojitou. Jinak feceno, integralni kiivku nahradime lomenou ¢arou spojujici body (o, &),
(tl,xl), (tz,.%'g), e
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Podrobnéji: Zvolime ¢asové okamziky t1,to,t3,... (body na ose t) tak, ze tg < t; < tg <
t3---. Dale polozime ¢y = £ a budeme predpokladat, Ze zname hodnoty z1,zs,x3,..., Tk
takové, ze ,dobfe aproximuji“ feseni tlohy v okamzicich t1,%9,t3,..., tj.

r1 = x(ty), xo = x(ta), ..., xp ~ z(ty).

Ze spojitosti funkce f plyne, Ze

[t a(t) = f(tr, 1), f(te,2(te)) = f(t2,22), -, [tk x(tr)) = f(tk, xp).
Podle (2.2) pro hodnotu feseni x dané ulohy plati

lkt1

st) =€+ [ f(sia()ds

to

Integral aproximujeme integralnim souctem' a vyuzijeme spojitost funkce f. Dostaneme

trt1 k k
£+ / F(s,3(s))ds = €+ (tiyr — t) f (b 2(t)) = E+ D (iyr — i) f (ti, 32).
P i=0 i=0

Posledni vyraz vezmeme jako aproximaci hodnoty feseni v bod€ tx1, tj.

k
Tpt1 =&+ Z(tiJrl — i) f(tis i) = x(tes)-
=0
7 pocatecni hodnoty zy = £ timto zpusobem postupné ziskavame jednotlivé aproximace reseni

x1 =x0+ (t1 — to) f(to, o), 2 =1+ (t2 — t1) f(t1,21), x3 = x2 + (I3 — t2) f(t2, x2),
. Tpyl = T+ (tk+1 — tk)f(tk, mk), .

atd. Vysledek muzeme shrnout:

Euleriv polygon prislusny k tloze (2.1) a déleni D = {tg,t1,ta,...,t, = to+ a} je lomend
¢ara, spojujici body (to,x¢), (t1,71),..., (tn,2n). Pfitom hodnoty z;, i = 0,1,2,...,n jsou
definovany rekurentné vztahy

xro = 5, Tpt1 = Tk + (tk-i-l — tk)f(tk,xk), k= 0,1,2,...,n— 1.

Eulertv polygon je zkonstruovan tak, ze aproximuje graf feSeni dané ulohy. Lze tedy ocekavat,
ze se zjemnovanim déleni intervalu J (tj. s ristem poctu délicich bodi n a se zmensovanim
normy déleni v(D) = max {|t; — t;—1| : ¢ = 1,2,...,n}) se bude Euleruv polygon , pfiblizovat®
ke grafu feseni ulohy (2.1), k integrélni kfivce rovnice.

Provedend uvaha jesté nedokazuje, ze posloupnost Eulerovych polygoni pro v(D) — 0
skutecné konverguje; a pokud konverguje k néjaké funkci, tak ze tato funkce je reSenim dané
ulohy. Korektni diikaz — ktery samoziejmeé existuje — je analogii konstrukce Riemannova in-
tegralu.

Po provedeni diikazu je jisté, ze feseni dané tulohy existuje a navic, ze ho lze najit jako
limitu posloupnosti Eulerovych polygont. Plati tedy:

! Pfesnéji fedeno, jednim z moznjch tvart integralniho soué¢tu. Ten uvedeny odpovid4 aproximaci integralu
pomoci obdélnikového pravidla.
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Tvrzeni 1. Je-li funkce f : [to,to + a] X R spojitd a ohranicend, pak ma tloha (2.1) FeSeni
definované na intervalu [to, o + a].

Zobecnénim tohoto tvrzeni je Peanova véta o existenci feSeni pocatecni tlohy, tj. Véta 2.

Pokud chceme skuteéné Eulerovym polygonem aproximovat feseni néjaké tlohy, je nutné
zvolit konkrétni interval [tg,tp + a] na kterém feSeni hledame, a zvolit konkrétni déleni
{to,t1,t2,...,t, = to + a} tohoto intervalu. Pro vypocet je nejjednodussi volit konstantni
délku kroku h, tj. vzit déleni takové, ze t; 11 —t; = h pro vSechna ¢ = 0,1,2,...,n — 1; takové
déleni se nazyva ekvidistantni. Byva ovSsem ucelné délku kroku ménit podle rychlosti zmény
hledané funkce, tedy podle velikosti absolutni hodnoty jeji derivace — s rostouci hodnotou
‘ f(t, x,))\ zkracovat vzdalenost k nasledujicimu délicimu bodu 1.

Ukazeme jednu jednoduchou moznost, jak volit délku kroku ,,adaptivné“, podle velikosti
derivace hledané funkce v bodé ¢ (pfesnéji: podle derivace zprava Eulerova polygonu v bodé
tr). Zvolime konstantni délku ¢ strany Eulerova polygonu, tj. pozadujeme, aby pro platilo

(the1 — ti)? + (Tpy1 — ) = 6%

Ponévadz xpy1 = xp + (tgs1 — tr) f(tg, k), mizeme z této podminky vypocitat

let1 =tk + .
L+ f(ty, zx)?

Priklad: UvaZzujme pocéatecni tlohu
o =2t+2%  2(0)=0. (2.3)
Zvolime konstantni délku kroku h. Pak t; = kh a prislusné rekurentni vztahy jsou
20=0,  Tpy =)+ b2t +22) = xp + has + 2kh%.
Pri ,,adaptivni“ volbé délicich bodt dostaneme dvojici rekurentnich vztah:
to = 0, xo =0,
0

\/1 + (2, + 22)°

Na obrazku 2.1 jsou zobrazeny Eulerovy polygony na intervalu [0, 1] s konstantni (h = 0,075)
is jadaptivni® délkou kroku (6 = 0,075). [ ]

lpt1 =t + , Tht1 = T + (tk—l—l — tk) (2tk + x%) .

2.1.2 Picardova posloupnost

Picardova posloupnost postupngch aprozimaci teseni ulohy (2.1) je posloupnost funkci defi-
novana rekurentné

zo(t) =&,

t

xk+1(t):£+/f(s,xk(s))ds, k=0,1,2,....

to
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Budeme predpokladat, ze funkce f je spojita, a ze Picardova posloupnost stejnomérné kon-
verguje k funkci z. Ponévadz interval [tg, t] je kone¢ny (a tedy kompaktni), funkce f je spojita
stejnomérné. Odtud plyne, Ze nasledujici Gpravy jsou korektni:

k—o00

¢
x(t) = lim zx(t) = klgxgo Tp1(t) =&+ kli_)ngo/f(s,xk(s))ds =
to

= +/tf <S,k1LH;O xk(s)> ds=¢ +/tf(s,x(s))ds.

to

Stejnomérna limita Picardovy posloupnosti je tedy feSenim integralni rovnice (2.2), takze je
také FeSenim pocatecni tlohy (2.1). Staci tedy ukazat, ze Picardova posloupnost konverguje
stejnomérné, pripadné najit podminky, za jakych stejnomérné konverguje.

Stejnomérnou konvergenci Picardovy posloupnosti zaru¢i Lipschitzova podminka: Rek-
neme, ze funkce f : J x D — R je Lipsichitzovskd s konstantou L > 0 vzhledem k druhé
promeénné, pokud pro vSechna ¢ € J a vSechna x,y € D plati

[f(t2) = f(t )] <z —yl.

Predpokladejme nyni, ze funkce f v rovnici (2.1) je na mnoziné [to — a, to + a] x R Lipschi-
tzovskd s konstantou L vzhledem k druhé proménné. Zvolime libovolné prirozené ¢islo p a
kladné realné ¢islo o takové, ze

1
a<max§ ——,a,p.

aL < 1. (2.4)
Pro libovolnd k € N, t € [ty — «, to + «] nyni plati

Pak plati

0 < l|zp(t) — zpep(t)] = §+/f(s,xk1(s))ds—§— /f(s,xk+p1(s))ds =

0
= /‘f(s’xk—l(s)) - f(5,$k+p_1(8)){ds <
to
t to+a
< L/ |Tp—1(5) = Thqp—1(s)|ds < L / |2k—1(8) — Tpap—1(s)|ds <
to to—«

< 2Lomax {|zp—1(t) — Tpqp-1(t)| to —a <t <to+a}.
Proto také

0 < max {|z(t) — xpip(t)| tto <t <to+a} <
< 2Lamax {|z_1(t) — Tpyp—1(t)] 1to—a <t <tog+a}.
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Analogicky dostaneme

0 <max {|zp_1(t) — Tpyp_1(t)| 1o <t <tog+a} <
< 2Lamax {|xg_2(t) — Tpip—2(t)] 1to—a <t <typ+a}

a tedy

0 < max {|zy(t) — xpip(t)| tto <t <to+a} <
< (2La)?* max {|z_2(t) — Tprp2(t)] 1to—a <t <to+a}.

Po k analogickych krocich krocich dostaneme odhad

0 < max {|zk(t) — zp4p(t)] 1o <t <to+a} <
< (2La)* max {|zo(t) — zp(t)] 1 tg —a <t <to+a}.

Z nerovnosti (2.4) plyne, Ze limita vyrazu na pravé strané je pro k — oo rovna nule. Odtud
dale plyne, ze Picardova posloupnost funkei {zj} je na intervalu [ty — o, tp + | stejnomérné
Cauchyovska a tedy stejnomérné konvergentni. Ukazali jsme tak, ze limita Picardovy posloup-
nosti je feSenim pocatecni ulohy (2.1) na intervalu [tg — «a, to + .
Jesté ukazeme, Ze toto FeSeni je jediné. K tomu ucelu pripustme, Ze existuje dalsi feseni
y = y(t) tlohy (2.1) definované na intervalu [tg— a, to+a], které je rizné od limity = Picardovy
posloupnosti, tj.
max {|z(t) —y(t)| :to —a <t <tp+a}>0. (2.5)

Ponévadz funkce x a y jsou také feSenim integralni rovnice (2.2), plati pro kazdé ¢ z intervalu
[to — a, to + «] nerovnost

t

(1) — y(t)] = §+/f(s 2(s))ds — € — /fsy )ds| <

S/‘f(sx()) (s,y(s ‘<L/\x s)|ds <
< 2Lamax{]w( )—y@)|:to—a<t<ty+a}.

Z platnosti této nerovnosti pro kazdé ¢ € [tg,tg + a] dale plyne nerovnost
max {|x(t) —y(t)| :to —a <t <ty+a} <2Lamax{|z(t) —y(t)|: to —a <t <ty+a}

a vzhledem k (2.5) také 1 < 2La, coz je ve sporu s (2.4).
Provedené tivahy muzeme shrnout:

Tvrzeni 2. Je-li funkce f Lipschitzovskd vzhledek ke druhé proménné, pak mé pocatecni
tloha (2.1) jediné feSeni definované na okoli bodu ty.

Zobecnénim tohoto tvrzeni bude Picardova-Lindeltfova véta o existenci a jednoznacnosti
feSeni systému diferencidlnich rovnic, tj. Véta 1.
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Ponévadz Picardova posloupnost {xy}- o konverguje k feSeni x pocate¢ni ulohy (2.1), 1ze
jeji ¢len s ,dostatecné velkym*“ indexem k povazovat za priblizné feseni této ulohy.

P1i odvozeni konvergence Picardovy posloupnosti jsme také odhadli interval, na kterém
tato posloupnost konverguje. Tento odhad ¢isla a (poloviny délky intervalu konvergence)
zévisi na neznamé velikosti Lipschitzovy konstanty L. Navic se jedna o odhad ,,pesimisticky“
nebo ,konzervativni“; Picardova posloupnost obvykle konverguje na Sirsim intervalu, nejen

a [tg — a,to + al.

Pokud méa funkce f ohranicenou parcidlni derivaci podle druhé proménné, pak lze za

Lipschitzovu konstantu volit

L= sup{‘%(t,x)

teJx e R} .
V takovém piipadé totiz podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté existuje ¥ € (0,1), zZe

)= £0)] = | G b2+ 00y = 2) @ = )| < Lo .

Priklad: Uvazujme znovu pocéate¢ni ulohu (2.3). Postupné budeme poéitat ¢leny Picardovy
posloupnosti postupnych aproximaci:

z1(t) = 04 [ (254 0%)ds =t%,

t
0/
t
zo(t) = 0+/(2s+(32)2) ds = t* + 35,
0
/t
0

¢
z3(t) = 0+ (25—{—(52—{—% ds—/ 2S—|—S4—|—%87—|—%510)d82
0
=2+ %tS + S+ 275t11

¢
x4(t) = 0+/(23+(s + 1%+ 5588 +275811)2> ds =
0

t
2.7 10 13 16 1 .19 _
/(23+3 t+35s +503 "‘1103 "‘220003 + 3750 +756258 )ds—
0

t23

_ 42 145 148 _7 411 3 114 17
=t"+ 5t + 20t + 550t + 1540t + 374000t + 55000 + 1739375

atd. Tteti ¢len posloupnosti postupnych aproximaci je znazornén na obrazku 2.1. |

2.1.3 Odhad feSeni

Uvazujme opét pocatecni tlohu(2.1) a predpokladejme, Ze zndme odhad derivace FeSeni této
ulohy. Presnéji feceno, ze existuji ¢isla d, D a okoli O(£) bodu £ takova, ze

d < f(to,z) < D
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z(t)
u(t) = t*

1 v(t() = Vmtg nt
xrs3 t

Eulertv polygon, ekvidistantni déleni, h = 0,075
Eulertv polygon, adaptivni délka kroku, 6 = 0,075

T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5

Obrazek 2.1: Reseni x pocateéni tilohy (2.3), jeho odhady pomoci horni funkce v a dolni
funkce u, aproximace ¢tvrtym clenem Picardovy posloupnosti postupnych aproximaci xs a
Eulerovymi polygony.

pro vSechna x € O(&). Pak je zfejmé, ze v pravém okoli [tg, 1o + J) pocéatecniho ¢asu ¢ plati
pro feSeni = tlohy (2.1) nerovosti
€ +dt < z(t) < &+ D,

tj. FeSeni ulphy v okoli poc¢atecniho ¢asu odhadujeme pomoci dvou linedrnich funkci. (Pfesné
1ze toto tvrzeni zduvodnit pomoci Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté.) Jesté mirné obecnéji
lze Fici: Necht u, resp. v, je FeSeni pocateéni tlohy

' =d, u(0) =&, tesp. v =D, v(0) = ¢,
kde &, < &, resp. £* > £. Pak existuje 6 > 0 takavé, Ze feSeni x ulohy (2.1) spliluje nerovnosti
u(t) <z(t) <ov(t) pro 0<t<ty+0.
Jako bezprostiedni zobecnéni této ivahy dostaneme

Tvrzeni 3. Necht [tg, T] x G C R? je podmnozinou definiéniho oboru funkee f a necht funkce
fas ¥ 1 [to, T) x G — R spliiuji nerovnosti

fot,z) < f(t,x) < f*(t,z) protg<t<T, z€Qq.
Jestlize u a v jsou TeSeni pocatec¢nich tloh

u' = fut,u), ulto) =& a v = f(t,u), v(to) =¢ (2.6)
definovand na intervalu [tg, T'), pak pro Feseni pocéatecni tlohy (2.1) plati

u(t) < xz(t) <wo(t) prot € [ty,T).
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Toto Tvrzeni je uzitecné, pokud jsou pocatecni tlohy v néjakém smyslu jednodussi nez
dand tloha (2.1); nejlepsi je pripad, kdy jsou tlohy (2.6) Fesitelné v kvadraturdch. Pak Tvr-
zeni 3 poskytuje odhad FeSeni poc¢atecni tlohy (2.1).

Z Tvrzeni 3 také vyplyva, Ze (Gplné) feSeni tlohy (2.1) je definovdno pfinejmensim na
intervalu [tg,T).

Priklad: Odhadneme FeSeni pocate¢ni ulohy (2.3). Zvolime pevné néjaké T > ty = 0. Pak
pro vSechna t € [0,7) a = € R plati

2t < 2t +2° < 2T +2”.
Prvni pocatecni tloha (2.6) (loha pro dolni odhad feSeni) je nyni tvaru
u' =2t, u(0)=0.
Tato tloha mé Feseni dané vztahem wu(t) = ¢2. Po¢ate¢ni tloha pro horni odhad feseni je
v =2T + v, v(0)=0

a ma feSeni v(t) = V2T tg V2T t. Takto zavedend funkce v je definovana na intervalu
[0,7/v/8T). OvSem pouze na intervalu [0,7) vyjadiuje horni odhad feseni pocatecni tilohy
(2.3). Toto pozorovani ukazuje, ze optimalni volbou hodnoty 7' je takova, ze T = 7/ V8T,
tedy T = 3 V/72 = 1,0725.

Pocéte¢ni uloha (2.3) mé tedy na intervalu [0, %\3/ 712> feSeni x, pro které plati

Situace je zndzornéna na obrazku 2.1. [ |

2.1.4 Frobeniova metoda

Pfedpokladejme, ze funkce f na pravé strané diferencialni rovnice v poc¢ateéni uloze (2.1) je
analytickd v okoli poc¢atecniho bodu (tg,&), tj. Ze na jistém okoli bodu (tg,&) lze funkci f
vyjadfit konvergentni dvojnou mocninnou fadou se stiedem (tg, &),

FEx) =D bum(t —to) (x — ™ (2.7)
n=0m=0

V takovém piipadé muzeme ocekavat, ze i FeSeni tlohy (2.1) bude na néjakém okoli pocéted-
niho ¢asu tg analytickou funkci.
Reseni tlohy (2.1) formalné zapiseme jako mocninnou fadu

2(t) = an(t—to)™. (2.8)
n=0

Pak je x(tg) = ap, takze
apg = f (2.9)
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Formalni mocninnou fadu (2.8) dosadime do rovnice v (2.1):

[e.e] [e.e]
= Z nan(t —to)" ' = a1 + Z(n + Dant1(t = to)",
n=0

n=1

Ftz@®) = D0 bum(t —to)" (Zal-(t_to)i_g> —

n=0m=0 i=0
- Z Z bnm(t - to)n (Z ai(t — to)i> =
n=0m=0 i—1

o0

00 oo
= Z bnot—ton—l-anmt—to)nZ Z ajl---ajm(t—to)i =
m=1

n=0 i=m j1+-+Jjm=1

— anot—to —{—Zanmt—to Z Z ajl---ajm(t—to)i:

n=0m=1 ’Lmj1++]m'l
= ano (DR 3D SRS SRS DI TR
m=1n=0 i=m J1+-+Jm=1
= anot—t0"+zzzbn im Z ajl"'ajm(t_to)n:
m=1n=mi=m Ji+tim=i
= anot—ton-FZZan i,m Z ajl"'ajm(t_to)n:
n=1m=1i=m Jit+Fim=t
[ee) n n
= b0t (oot DD bumim D anay, | (E—t0)" =
n=1 m=11i1=m JitFim=1t
o0 n n—m
= boo+ Y |bwot DD bem > ajy - @, | (E—=t0)"
n=1 m=1 k=0 Jit-+jim=n—~k
Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin vyrazu t — ¢y nyni dostaneme
a1 = boo, (2.10)
1 n n—m
ani1 = —— | buo + > S ajaiben | n=1,2,3.... (211)

m=1 k=0 ji+-+jm=n—k

Vidime, ze koeficienty aj, as, as, ... formélni fady (2.8) lze pomoci tohoto rekurentniho vztahu
jednoznacné vypocitat.

Pokud mocninnd fada (2.8) ziskana timto zptsobem konverguje na néjakém (symetrickém)
okoli bodu tg, pak jeji soucet je feSenim pocatecni tlohy (2.1). Vysledek opét shrneme:

Tvrzeni 4. Je-li pravd strana rovnice v (2.1) v okoli poc¢atecéniho bodu (tg,&) analytickou
funkei tvaru (2.7) a polomér konvergence mocninné fady (2.8), jejiz koeficienty jsou dany
vyrazy (2.9), (2.10) a (2.11), je nenulovy, pak soucet této fady je na oboru konvergence
FeSenim pocatecni tlohy (2.1).
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Jesté poznamenejme, Ze analytickd funkce f mé v bodé (tg,&) konecné vsechny parcidlni
derivace. Zejména ma na kazdém uzavieném okoli tohoto bodu ohrani¢enou parcialni derivaci
podle proménné x. Z toho podle 2.1.2 plyne, ze dané tloha mé jediné feseni.

P1i hledani analytického feSeni pocatecni tlohy vétsinou dosadime formalni tvar feSeni do
rovnice a pak porovname koeficienty; neni potieba si pamatovat a pouzivat formuli (2.11).
Soucet prvnich k ¢lent fady, vypocitanych timto postupem, lze pro ,dostatecné velké“ k
povazovat za priblizné feseni pocatecni ulohy.

Priklad: Uvazujme opét pocateéni tlohu (2.3). Jeji feseni budeme hledat ve tvaru mocninné
rady

o
=> ant™ (2.12)
n=0

Z pocateéni podminky plyne 0 = x(0) = ay, takze

o0 o0
= Z na,t" ' = ay + 2ast + Z(n + Dap41t",
n=1 n=2

-1
2t + x(t)* =2t + (Z ant"> = 2t+i nZajan,j
n=2 \ j=1

Porovnanim koeficientd dostaneme
n—1

1
ap =0, ax=1, apy1= n—+1 Zlajanj
j:

7 tohoto vyjadreni uplnou indukci snadno ukazeme, Ze vSechny koeficienty a, jsou nejvyse
rovny 1. To znamend, Ze polomér konvergence fady (2.12) je alespon 1.
Koeficienty fady mizeme postupné pocitat:

ap =0, ag =0, a1z =0,
a] = 07 aip = 07 a19 = 07
_ _ 7 _ 1107
ag=1, @11 = 755> @20 = 5236 000°
a3:§-0-0:0, a12 =0, azn =0,
=1(0-141-0)=0, a3 =0, az =0,
1 1 1 178 677
5(004-114‘00):5, a14 = 303> 423 = 3371770 000"
=3(0-040-1+1-0+0-0) =0, a15 =0, ag4 =0,
:%(§-0+0-1+0-0+1-0+0-§):0, a6 =0, ags =0,
ag=3(0-0+2-14+0-04+0-04+1-24+0-0) =5, | a17= 3500000+ | 926 = Toimsa5m500 "

atd.

vvvvv

ulohy se az do ¢lenu u sedmé mocniny nezav1sle promenne t shoduje s polynomem, ktery je
¢tvrtym c¢lenem Picardovy posloupnosti konvergujici k feseni této tilohy. |
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2.2 Existence a jednoznacnost reseni systému ODR

V tomto oddilu se budeme zabyvat pocateéni tlohou (1.23), (1.24) pro vektorovou diferencidlni
rovnici.

Lemma 1. Bud funkce f spojitdi na G C R""L. Funkce x = x(t) je 7esenim 1ilohy (1.23),
(1.24) na intervalu J prave tehdy, kdyz pro kazdé t € J je (t, sc(t)) €eGa

x(t) = a:o—l—/f(s,:c(s))ds. (2.13)

Dikaz:

»=" Necht x = x(t) je feSenim tulohy (1.23), (1.24) na J. Pak
d
La(s) = fls.a(s)

na J. Integraci této rovnosti podle s v mezich [t, t] dostaneme:

@iy =2(t) ~ alto) = [ £(s.2(5)ds

to

a vzhledem k (1.24) funkce = = x(t) spliuje (2.13).

to
<= Nechf funkce = x(t) splituje (2.13). Pak x(to) = zo + [ f(s,z(s))ds = o, tedy je
to

splnéna podminka (1.24). Derivovanim (2.13) podle ¢ dostaneme (1.23). O

Necht C*(J) je mnozina (vektorovych) funkei & = z(t) diferencovatelnych na uzavieném
intervalu J takovych, ze x(t9) = xo. Na této mnoziné zavedeme metriku

o(x,y) = max{|z(t) —y(t)| : t € J}

(metrika stejnomérné konvergence). Prostor (Cl(J),Q) je tplny (sr. Z. DOSLA, O. DoSLY:
Metrické prostory. MU, Brno 1996, 1.1.1.2.iv a II1.1.3.6.i). Dale definujme zobrazeni F :
CY(J) — C*(J) predpisem:

F(x)(t) = a:o—l—/f(s,a:(s))ds. (2.14)

Reseni tlohy (1.23), (1.24), tedy funkce, kterd splituje integralni rovnici (2.13), je zfejmé pev-
nym bodem zobrazeni F'.
Podafi-li se tedy ukazat, ze F' je kontrakce tiplného metrického prostoru (C L, Q), z Bana-
chovy véty vyplyne, Ze existuje jediny pevny bod tohoto zobrazeni, tedy zZe existuje jediné
diferencovatelné feseni tlohy (1.23), (1.24) (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Metrické prostory. MU,
Brno 1996, IV.2. a V.1.).
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Véta 1 (Picard (1856-1941)-Lindelof (1870-1946)). Budte a,b € R, a,b > 0, ty € R, &g €
R™. Oznacme

J=[to,to+a, D={xeR": |z—a°||<b} (2.15)

m = max{| f(t,z)|: (t,z) € J x D}, §=min {a,%}.

Necht funkce f : J x D — R" je spojitd a vzhledem k x Lipschitzovska (tj. existuje L € R
tak, ze plati | f(t,x) — f(t,y)| < L||x — y|| pro vSechna t € J, x,y € D). Pak existuje pravée
jedno teseni poédtecniho problému (1.23), (1.24) definované na intervalu J = [tg,to + d].

Toto Teseni je (stejnomérnou) limitou posloupnosti funkci {an(t)}02; tato posloupnost
je definovdana rekurentné vztahem

t
ack_H(t):m0+/f(s,a:k(s))ds, k=0,1,2,3,...

to

Dikaz: Je-li funkce @ diferencovatelnd, pak je spojita (sr. V. NOVAK: Diferencidlni pocet v R.
MU, Brno 1997, kap. V, véta 1.2). Proto je funkce y(t) = F(x)(t) diferencovatelna a pro jeji
derivaci plati y'(t) = f(t,ac(t)) (sr. V. NOVAK: Integrdlni pocet v R. MU, Brno 2001, 2.4,
véta 4.2). To znamena, Ze zobrazeni F definované vztahem (2.14) zobrazuje mnozinu C'(.J)
do sebe. Bud K > L. Na C!(J) zavedeme metriku o* vztahem

o*(@.y) = max {e K Ja(t) ~y (1) : te T} .
Tato metrika je na C'(.J) ekvivalentni s metrikou stejnomérné konvergence o, nebot

e Mo(z,y) < o (,y) < o(z,y).

Prostor (C(J), ¢*) je tedy uplny.

Polozme P = {x € C*(J) : |z(t) — xo| < b pro kazdé t € J}. Ponévadz P je uzaviend
podmnozina mnoziny C*(.J), je prostor (P, o*) tplny (sr. Z. DosLA, O. DoSLy: Metrické
prostory. MU, Brno 1996, I11.1.3.3). Zobrazeni F' zobrazuje mnozinu P do sebe, nebot pro
kazdou funkci « € P plati

t

|F(2)(t) — 2] = /f(s,ac(s))ds < /Hf(s,:c(s))Hds < (t—tg)m < dm <b.

to
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Ukézeme, 7e F' je kontrakci prostoru (P, o*): Pro kazdé t € J plati

o (Flz),F(y) < e X0 |F@)(t) - Fy)t)] =
e~ K(t=to) / s, x( ds—/fsy <

< O [17(ee6) - Sepo)as <

< e Klw) / Ll(s) — y(s)|ds =

to
t

= L/ e K(1=9)e=K(s=00) |z (5) — y(s)[ ds <

to
< L/eK(”)@*(w,y)ds =
to
L k(5]
= Lo*(z,y) [—GK ”} =
K s=tg
L
= 2o (@y) (1-eF0) <
L
< =)o .
< 10 (zy)
N . L y R
Ponévadz L < K, je — < 1, coz znamenad, ze F' je kontrakce. O

K
Poznamka 1. Posloupnost funkci zavedena ve vété 1 se nazyva Picardova posloupnost postup-
nych aprorimaci.

Poznamka 2. Analogické tvrzeni plati, nahradime-li ve vété 1 interval J = [to, to + a] inter-
valem [ty — a, tp] nebo intervalem [tg — a,to + a.

Pozndmka 3. Ma-1i funkce

fl(t,xl,mg, . ,xn)
I

Q(ta L1, T2y« ,fEn)
ft,x) = .
fn(ta xla 1’27 AR 7'%'71)
ohranicené parcidlni derivace vsech slozek podle kazdé z proménnych x1, xo, . .., x, na mnoziné

J x D (zavedené rovnosti (2.15)), pak jsou predpoklady Picardovy-Lindeléfovy véty splnény.
Dikaz: Mnozina J x D jakozto uzaviena a ohrani¢enid podmnozina prostoru R™! je
kompaktni (sr. Z. DOSLA, O. DOSLY: Metrické prostory. MU, Brno 1996, 111.3.3.16). Z ohra-
nicenosti parcidlnich derivaci funkce f plyne existence ¢isla
afi(t, x)

M:max{izi:1,2,...,n,j:1,2,...,n, (t,a:)ejxD}.
aﬁﬂj
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Podle véty o stfedni hodnoté pro funkce vice proménnych (sr. Z. DoSLA, O. DoSLY: Di-
ferencialni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, 3.4) pro vSechna ¢ € Jax =
(1,22, ..., Tn), Y = (Y1,Y2,---,Yn) € D existuji ¢isla & lezici mezi zp a y, k = 1,2,...,n
takova, ze

If(t, @) = f(ty)| = Z\fﬁ(t,fﬂ)—fi(t’y)\ =

- Z a—z(taxlaxQV"7xk717§kayk+17"'7yn)(xk_yk) S
; Tk
i=1 |k=1
7
< Z Z a—xk(taxlax% cee axk—lygkayk-i—l, v ’yn) |Cl7k - yk| <
i=1 k=1
n n n
< Y Mz -yl = Y Mz -y| = nM|z -y,
i=1 k=1 i=1
takze funkce f je vzhledem k a Lipschitzovska s konstantou nM. O
Dusledek 1. Md-li (vektorovd) funkce
fl(taxlax2a cee ,fEn)
fz(t, T1,XL2,... ,.%'n)
ftx) = .
fn(taxlax% s ’xn)
ohranicené parcidlni derivace vsech slozek podle kazdé z promeénnych x1,xo,...,x, v jistém
okoli bodu (to, o), pak pocatecni problém (1.23), (1.24) md v okoli ty jediné Tesend.
Dusledek 2. Ma-li (skaldrni) funkce f(t,z1,22,...,x,) ohranicené parcidlni derivace podle
kazdé z proménnych x1, xa, . .., xy, v jistém okoli bodu (to, o, 0,1, 20,2 - - -, Ton), Pak poédtecni

problém (1.25), (1.27) md v okoli ty jediné Tesend.

Na zavér kapitoly jesté zformulujeme vétu o existenci feseni pocatecéni tlohy:

Véta 2 (Peano 1890). Budle a,b € R, a,b >0, tg € R, 2% € R". Oznacme

J =to,to+a], D={xecR": Hac—a:OH < b},

~ . b
m = max{|f(¢t,z)||: (t,z) € J x D}, §=min {Q’E}'

Necht funkce f : J x D — R" je spojitd. Pak ezistuje alespori jedno eseni pocdteéniho
problému (1.23), (1.24) definované na intervalu J = [to, to + J].

Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 67-70.
O
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2.3 Globalni vlastnosti reseni systému ODR

Véta 3 (o existenci uplného feseni). Necht funkce f : G — R™ je spojitd na oteviené mnoziné
G C R Je-li ¢ = x(t) 7eseni rovnice (1.23), pak je toto Feseni bud tplné, nebo existuje
uplné reseni y = y(t), které je prodlouzenim teseni x.

Dikaz: Viz J. Kalas, M. Rab: Obycejné diferencialni rovnice. MU, Brno 2001, str. 73-76.
Dukaz vyuziva véty 2. O

Definice 8. Bud G C R"*!. Rekneme, Ze funkce f : G — R" je lokdiné lipschitzovskd v G
vzhledem k x, jestlize ke kazdému (7,a) € G existuje okoli O, , C G a ¢islo L, € R tak, ze
pro viechna (1, @), (1,y) € Orq plati |f(@) — (19)] < Loa |z — yl.

Véta 4 (o globélni jednoznac¢nosti). Necht funkce f : G — R" je spojitd a lokdlné lipschit-
zovskd v G vzhledem k x a necht funkce x = x(t), y = y(t) jsou dvé Teseni rovnice (1.23).
Jestlize existugje to takové, zZe x(tg) = y(to), pak x(t) = y(t) pro vSechna t, v nichz jsou feseni
x, y definovdna.

Dikaz: Piipustme, ze existuje b > ¢ takové, ze x(b) # y(b). Oznacme ¢ = inf{t : x(t) # y(t)}.
Funkce x, y jsou spojité (ponévadz jsou diferencovatelné).

Ukéazeme, ze x(c) = y(c):

Pripustme, ze x(c) # y(c). Polozme € = ||x(c) — y(c)||. Pak ¢ > 0

K Z > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé ¢t € (c—d,¢) je |y(t) — y(o)|| < Z alz(t) —z(c)] < -.
Ponévadz pro t € (¢ — 9§, ¢) je (t) = y(t), plati pro t € (¢ — 4, ¢) nerovnost

e € ¢
e =[z(c) —y(c)l = lz(c) —2(t) + y(t) — y(c)l| < |z(c) —2(O)[+]y(t) —y(o)| < ;+7 =35,
coz je spor, nebot € > 0, a tedy (c) = y(c).
Podle véty 1 nyni existuje a takové, ze pro t € [c,c + a] je &(t) = y(t), coz je spor.
Analogicky vylou¢ime moznost existence b < tg takového, ze x(b) # y(b). O

Definice 9. Bud = z(¢) tplné feSeni rovnice (1.23) definované na intervalu (5,7, kde
—00< S <T < o0.
Rekneme, ze € € R” je

w-limitni bod Tesent x, jestlize existuje posloupnost {¢;}7°, takova, ze t;, < T pro vsechna
keN, lim ¢, =T a lim x(t;) = &;
k—o00 k—00
a-limitni bod Tesent x, jestlize existuje posloupnost {t;}7°, takovd, ze t; > S pro vSechna
keN, lim ¢, =S a lim x(t;) = &;
k—o0 k—o00
limitn? bod TeSent x, jestlize je w-limitnim bodem nebo a-limitnim bodem.

Mnozina vSech w-limitnich bodti feSeni « se nazyva w-limitni mnoZina reseni , mnozina vsech
a-limitnich bodt feseni  se nazyva a-limitni mnoZina reseni , mnozina vsech limitnich bodu
FeSeni « se nazyva limitni mnozZina Teseni x.
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Priklady:

1. = e je iplné feSeni rovnice 2’ = ax definované na intervalu (—oo,o0). Je-li a > 0,
pak 0 je a-limitnim bodem tohoto feSeni a w-limitni body toto feseni nema. Je-li a < 0,
pak 0 je w-limitnim bodem tohoto feseni a a-limitni body toto feSeni nema. Je-li a = 0,
pak 1 je o~ i w-limitnim bodem tohoto feseni.

2. ¢ = sin - je uplné feseni rovnice 2’ = —t—2\/1 — 22 definované na intervalu (—o0,0).

Interval [—1, 1] je w-limitni mnozinou tohoto feSeni.

Y
/ __J
tgt\ . o, . 2 .
3. (") = C?S & je uplné feseni soustavy rovnic ) = COS“t | jefinované na
Y sintgt Y L
o cos?t
intervalu <—§, 5) Limitni mnozina tohoto fefeni je {(z,y) € R? : 22 +y? =1}. MW

Véta 5. Necht funkce f : G — R" je spojitd na oteviené mnoZiné G C R"*! a x = x(t) je
uplné teseni rovnice (1.23) definované na intervalu (S,T). Pak plati:

T = oo nebo tlirTn [x(t)| = oo nebo kazdy w-limitni bod Tesent x lezi na hranici G.
ST
S = —o0 nebo tlirg}+ [z(t)]| = oo nebo kazdy a-limitni bod feseni x lezi na hranici G.
—

Dikaz: Bud © = x(t) Gplné feseni rovnice (1.23) definované na intervalu (S,7), T < oo a
bud £ jeho w-limitni bod. Kdyby (7', §) € G, pak by existovalo okoli O7 ¢ bodu (7', &) takové,
ze Or¢ C G, nebot G je oteviena. Podle véty 2 by existovalo Teseni y = y(t) rovnice (1.23)
s poc¢atecni podminkou y(T") = £ definované na [T, T+4], kde § je vhodné (malé) ¢islo. Funkce

z:z(t):{w(t)’ S<t<T
y(t), T+

by byla FeSenim rovnice (1.23), které by bylo prodlouzenim FeSeni «, coz by byl spor s iplnosti
feSeni x.
Pro a-limitni bod se diukaz provede analogicky s vyuzitim ,levostranné varianty®“ véty 2. [

Dusledek 3. Necht J = [tg,0), D ={x € R": |z| < a}, kde tp € R a 0 < a < o0 a necht
vektorovd funkce f :J x D — R" je spojitd. Pokud existuje spojitd funkce g : J — R takovad,
Ze 1plné teseni x = x(t) rovnice (1.23) definované na (S,T) splriuje pro kazdé t € [to,T)
podminku |x(t)|| < g(t) < a, pak T = co.

Dausledek 4. Necht J = [tg,0) a funkce f: J x R" — R"™ je spojitd. Jestlize existuje m € R
takové, ze pro kazdé (t,x) € J x R"™ — R"™ plati | f(t,x)| < m, pak kazdé uplné teseni rovnice
(1.23) je definovdno pro vsechna t > tg.

Diikaz: Bud @ = x(t) tplné feseni rovnice (1.23). Podle lemma 1 je

t

x(t) = x(to) +/f(s,ac(s))ds.

to
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Pro kazdé t, pro néz je x(t) definovano, plati

t

lz®)] = w(to)+/f(s,w(8))d8 < IIw(to)II+/||f(8,w(8))||d8 < a(to)| +m(t —to).

to

Tvrzeni tedy plyne z dtsledku 3, polozime-li ¢g(t) = |z (to)| + m(t — o). O

Toto tvrzeni umoziuje rozhodnout, zda lze kazdé feseni rovnice (1.23) prodlouzit do ne-
konecna, aniz bychom toto feseni znali.

Véta 6. Bud Q2 C R"! oteviend mnoZina a necht pro kazdé k = 1,2, ... je vektorovd funkce
fr : Q= R"™ spojita a (ty, &) € Q. Oznacme xp = xk(t) uplné Teseni pocatecniho problému

' = fix(t, ), x(ty) = Ek.

Jestlize posloupnost funkci { fr}r-, konverguje k funkci foo : @ — R" stejnomérné na kazdé
kompaktni podmnoziné K C Q, posloupnost bodi {(tx, &k)}req konverguje k bodu (too, €oo) @
pocdtecni uloha

x/:foo(t7w)a x(too) :Eoo

md jediné uplné teseni Too = Too(t) definované na intervalu J, pak posloupnost funkci
{r}ro, konverguje k funkci xoo stejnomérné na kazdém intervalu [a,b] C J.

Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 80-82.
O

Priklad (Matematické kyvadlo):

Fyzikalnimi tvahami uvedenymi od str. 8 jsme odvodili model pohybu matematického kyvadla
ve tvaru obycejné rovnice druhého fadu (18). Tuto rovnici budeme uvazovat s po¢atecnimi
podminkami

©(0) = o, ¢'(0) =0.

Ulohu o pohybu matematického kyvadla miizeme podle 1.3 piepsat jako poéateéni tilohu pro
systém dvou rovnic prvniho fadu

o' =1,

P = —g sing,  ¢(0) = o, ¥(0) =0.

(2.16)
Tuto pocateéni ulohu neumime vyresit explicitné. Funkci sinus vSak muZeme vyjadrit jako
stejnomérné konvergentni Maclaurinovu fadu

sinp =) (—
1=1
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P
(4

nasledujicimi formulemi

Oznac¢me nyni = < ) Pro k = 1,2,... zavedeme vektorové funkce fr a body (tx,&k)

(G
fe(t,x) = fulp,v) = g & R =0 & = <%0> .
YV e

Funkce fi a body (tx,&x) spliuji predpoklady véty 6 s Q = R3. Uloha

2 = foolt, ),  @(0) = (tag) = oo = <‘f)°> (2.17)
je totozné s tlohou (2.16). Ponévadz vSechny parcidlni derivace
o) 00 O _ 00
Do O ’ oY oY ’
g . g .
o)y _O(50me) g ot), 2(ne)
Ay Do r ’ o o

jsou ohranic¢ené, je podle poznamky 3 tloha (2.17) jednoznaéné feSitelnd. To znamend, Ze
feseni tlohy (2.16) je stejnomérnou limitou feseni tloh

¢ =1,
k 2i—1 (2.18)
r__9 it1_¥ _ _
=—= -1 —_ 0) = o, ¥(0) =0.
Na obrézku 2.2 je prvni slozka feSeni (vychylka kyvadla ¢) nékolika téchto tloh; nahofe pro
pocatecni hodnotu g = 2—1077, dole pro g = %71. Vidime, ze v pfipadé malé pocatecni vychylky
jiz prvni élen posloupnosti dostateéné presné aproximuje feseni tlohy (2.16). V ptipadé velké
pocateéni vychylky, dokonce maximalni mozné, je feseni tillohy (2.16) na uvazovaném intervalu
proménné ¢ dostateéné presné aproximovano tietim ¢lenem posloupnosti feseni uloh (2.18).
Malé kmity matematického kyvadla lze tedy modelovat systémem rovnic

g
SDI = T,Z), TIZ), = _;Qpa

ktery je ekvivalentni s rovnici druhého fadu " + g(p =0. [ |
r

Véta 7 (o spojité zavislosti Feseni na pocateénich podminkach a parametrech). Bud 2 ote-
viend mnozina v R g necht spojitd vektorovd funkce g :  — R™ je takovd, Ze pro
véechna T € R, £ € R", A € R™ spliujici podminku (1,&,X) € Q, md pocdtecni problém

x = g(t,LE,A), $(7—) = ¢

pravé jedno iplné feseni @ = x(t) = x(t;7,€, X). Pak toto feseni, chdpané jako zobrazeni

Rl—i—l—i—n-‘,—m N Rn’

je spojite.
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Obrézek 2.2: ReSeni tiloh (2.18) pro k € {1,2,3} a feseni tilohy (2.16), tj. tlohy (2.18) pro
k = co. Pocateéni podminky jsou g = 557 (nahote) a o = 37 (dole).

Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 82-83.
O

Tato véta ikd, ze zméni-li se malo funkce f v rovnici (1.23) a mélo se zméni pocatecni
podminka (1.24), pak se FeSeni nového — zménéného — problému lisi na koneéném intervalu
malo od FeSeni puvodniho problému.

2.4 Odhady reseni

Definice 10. Regeni 2* = x*(t) tlohy (1.1), (1.3) se nazyva mazimdlni Feseni, jestlize pro
kazdé feseni z = x(t) této tulohy plati x(¢) < z*(t) pro vSechna t, v nichz jsou obé Feseni
definovana.

Reseni z, = z.(t) tlohy (1.1), (1.3) se nazyva minimdlni 7eseni, jestlize pro kazdé Feseni
x = x(t) této tlohy plati z.(t) < x(t) pro vSechna ¢, v nichz jsou obé feseni definovéana.

Priklad

Uvazujme pocatecni tilohu

o =3Va2,  2(0)=0. (2.19)

Pfimym vypoctem ovérime, ze kterdkoliv z funkci



2.4. ODHADY RESENI 51

ar(t)  =(t)

Obrazek 2.3: a) Maximalni a minimalni feSeni pocatecni ulohy (2.19). b) Odhady feSeni
x = z(t) tlohy (2.20) s hodnotami ¢ty = zg = 0.

(t+b)3, t< —b,
z(t) =10, -b<t<a,
( _a)3’ t Z CL,

kde a, b jsou nezaporné konstanty, je jejim Uplnym fesenim. Minimalni a maximalni FeSeni
tlohy (2.19) tedy jsou funkce

3, t<0 0, t<0
mt):{’ ~ x*(t)z{, o

0, t>0, 3, t>0;
feSeni je znazornéno na obrazku 2.3 a). |

Véta 8 (srovnavaci). Necht tg € R, 0 < a < oo, J = [tg,00), G = {(t,xz) € R*"!: t ¢
J, || < a}. Necht ddle f : G — R™ je spojitd funkce a g : J x [0,a) — [0,00) je spojitd
funkce takovd, Ze | f(t,x)| < g (¢, |z|) pro (t,x) € G. Bud ug > |xo| a v* = u*(t) mazimdlni
resent ulohy

u' = g(t,u), u(to) =uog

na intervalu J.
Pak kazdé uplné tesent ulohy (1.23), (1.24) je definovano pro véechna t € J a plati

lz®)] <u(t) prote. .
Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 91. [
Priklad
Najdeme odhad feseni pocateéniho problému

, t+x
2 =

na intervalu [tg, 00).
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Pravou stranu rovnice muzeme chapat jako funkci jedné proménné x s jednim parametrem
t. Standardnimi metodami diferencialniho po¢tu najdeme globalni maximum a minimum této
funkce; konkrétné, pro kazdé ¢t € R plati

t—vVt2+1 - t+x <t+ 2 +1
2 —14+x2 2 ’

t
Odtud plyne ze e

< % (t +Vt2 + 1) . Pocatecni tiloha

22

) _t+VEE+1
2 )

u u(to) = |zo| -
Na pravé strané této rovnice je derivace funkce u, na jeji levé strané je funkce jedné proménné.
Jediné feseni ulohy je tedy dano integralem

1 t+VE2+1
u(t) = |wo| + = [ 2 +tV/12+1 — 13 —t /12 + 1 —l—ln%
4 to+/12+1

a podle srovnavaci véty 8 plati |z(t)| < u(t) pro vSechna ¢ > t.

Reseni tlohy (2.20) pro tg > 0 lze odhadnout i jingm zpfisobem. V takovém piipadé totiz
plati

|t + x| t+ |z
= < <t .

1722 S1gq2 STl

t+x
14 22

Jediné feseni pocatecni tlohy
v =0+t v(to) = |zo|
pro linearni rovnici je podle (1.22) rovno
v(t) = (|zo| +to + 1) —t —1

a podle srovnavaci véty 8 plati

z(t)| < wv(t) pro vsechna t > to > 0.
Poznamenejme jesté, ze nelze tici, ze by néktery z uvedenych odhadd w, v feSeni tlohy
(2.20) byl lepsi nez druhy. Situace je znédzornéna na obrazku 2.3 b). |

Dusledek 5. Necht symboly tog, a, J, G maji stejny vyznam jako ve vété 8. Necht funkce
f: G —= R" je spojita a necht existuje spojita funkce ¢ : J — [0,00) takovd, Ze

[ £t 2)| <o) || pro(t,z) G
Pak pro kazdé xog € R™ takové, Ze
¢
[zol exp/<p(7')d7' < a pro vSechna t € J,
to
jsou uplnd tesent ulohy (1.23), (1.24) definovdna na celém intervalu J a plati

t
l2(t)] < |0l exp / o(r)dr prote J.

to
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Diikaz plyne z véty 8 volbou g(t,u) = ¢(t)u, ug = |xo]-
Jediné tplné (tedy maximélni) feSeni tlohy v’ = @(t)u, u(ty) = up je podle (1.22)

u(t) = uo exp/ap(T)dT.
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Kapitola 3

Linearni rovnice a systémy

3.1 Linearni rovnice
Obycejna linedrni diferencidlni rovnice pruniho Tadu je tvaru
7' = a(t)z + b(t). (3.1)

O funkcich a, b budeme pfedpokladat, ze jsou spojité na intervalu J C R. Pak pro vSechna
to € J, o € R ma rovnice (3.1) s poc¢atecéni podminkou

.%'(to) = X0 (3.2)

jediné feSeni; to plyne z poznamky 3 za vétou 1, nebot

0
= (alt)e +b(t)) = a(t

a funkce a nabyva v okoli bodu ¢y pouze kone¢nych hodnot, nebot je spojita.

Lineéarni rovnice (3.1) se nazyva homogenni, pokud b = 0; v opa¢ném pfipadé se nazyva
nehomogenni.
Homogenni rovnici
7 =a(t)z (3.3)

muzeme formalné prepsat pomoci diferenciala ve tvaru
1
—dz —a(t)dt =0,
T

tj. jako rovnici rovnici se separovanymi proménnymi, viz str. 21. Jeji feSeni s pocatecni pod-
minkou (3.2) je proto implicitné dano rovnosti

T t t
m/% —/a(s)ds =0, tj. ln% = /a(s)ds.

to

Odtud dostaneme FeSeni pocatecni ulohy (3.3), (3.2) ve tvaru
t

J a(s)ds
x(t) = mpe'o . (3.4)
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Jinak feGeno, libovolné feseni homogenni rovnice (3.3) je nasobkem funkce y definované vzta-

hem
t

J a(s)ds
y(t) = e'o . (3.5)

Jesté jinak mtzeme také Tici, Ze mnozina vsech feseni linedrni homogenni rovnice tvoii jedno-
dimenzionalni vektorovy prostor nad polem realnych c¢isel a funkce y je bazi tohoto prostoru.
Toto pozorovani nas opraviiuje funkci y nazvat fundamentdlnim resSenim linedrni homogenni
rovnice (3.3). Tato funkce je feSenim linedrni homogenni rovnice (3.3), je to pfirozend expo-
nencialni funkce s integralem zavislym na horni mezi v exponentu. To znamenad, Ze plati

y'(t) = a(t)y(t), y(t) >0 prokazdé t € J, t # tg a y(tg) = 1. (3.6)

Obratme nyni pozornost k nehomogenni linearni rovnici (3.1). Linearni homogenni rov-
nici (3.3) nazveme pfidruzenou k nehomogenni rovnici (3.1). Jeji feSeni najdeme nasledujici
uvahou.

Nehomogenitu b v rovnici (3.1) mizeme chépat jako néjaky pridany vliv, ktery v kazdém
okamziku ,modifikuje” nebo ,deformuje“ feseni ,neporusené“ pridruzené homogenni rovnice.
Budeme predpokladat, ze tento vliv nehomogenity se k ,¢istému“ Feseni (3.4) pfi¢ita. Trochu
presnéji feceno, feSeni pocatecni tlohy (3.1), (3.2) budeme hledat ve tvaru

z(t) = zoy(t) + (1), (3.7)

kde Z je zatim neznamd funkce definovand na intervalu J.

Pokud
() =0 a F'(t) =alt)Z(t) + b(t), (3.8)

pak funkce = dana rovnosti (3.7) je skutecné feSenim pocate¢ni tlohy (3.1), (3.2); podle (3.6)
totiz plati

o' (t) = woy'(t) + &' () = woa(t)y(t) + a(t)Z(t) + b(t) = a(t)(zoy(t) + Z(t)) + b(t),

z(to) = woy(to) + Z(to) = wo.

Nyni miizeme Fici pfesnéji, ze feSeni nehomogenni rovnice (3.1) s po¢ateéni podminkou (3.2)
hledame ve tvaru souctu reseni pridruzené homogenni rovnice s ptuvodni poc¢ateéni podminkou
(3.2) a feseni & nehomogenni rovnice s nulovou po¢ateéni podminkou. Funkce Z tedy vyjadiuje
y,kumulované vlivy pusobeni nehomogenity b“ od pocatecniho okamziku ty. To napovida, ze

funkce by mohla byt tvaru
¢

() = / w(t, 5)ds, (3.9)

to

kde w je zatim neznama funkce dvou proménnych, kterd je ve druhé proménné integrovatelna.

Proveden4 tivaha je znama jako Duhameliv princip: Reseni nehomogenni rovnice hleddme
jako soucet feseni pfidruzené homogenni rovnice a feseni nehomogenni rovnice s nulovou
pocateéni podminkou. Reseni nehomogenni rovnice potom hleddme ve tvaru integralu od t
do t z funkce zavislé na parametru t.



3.1. LINEARNI ROVNICE o7

O integrované funkci w budeme nyni predpokladat, ze v je prvni proménné diferenco-
vatelnd. Derivovanim integralu na pravé strané rovnosti (3.9) podle parametru ¢ dostaneme

derivaci funkce Z ve tvaru
t

() = w(t,t) + / %w(t, s)ds.

Dosazenim tohoto vyjadfeni do druhé podminky (3.8) dostaneme po snadné tGpravé

to

Tato rovnost je slnéna zejména tehdy, kdyz na obou jejich stranach jsou nuly; k tomu staci,
aby funkce w méla vlastnosti

0

Ew(ta 5) = a(t)w(ta 5)5 ZU(S, 5) = b(S)

pro vSechna s € J. Proménnou s ve funkci w nyni mizeme chapat jako parametr a na
predchozi podminky se divat jako na pocateéni tlohu pro funkei w(-,s). Jedna se pak o
linedrni homogenni rovnici, takze jeji FeSeni je podle (3.4) tvaru

t

w(t,s) = b(s)esf a(a)da.

Toto vyjadieni dosadime do (3.9) a dostaneme funkci Z ve tvaru

to

tato funkce splituje obé podminky (3.8). Dosazenim do rovnosti (3.7) dostaneme feSeni poc¢a-
te¢ni tlohy (3.1), (3.2) vyjadfené formuli

t t

[ a(s)ds J a(o)do
x(t) = xpe' —i—/b(s)es ds. (3.10)

to

Tato funkce byla zkonstruovana tak, aby fesila pocateéni ulohu (3.1), (3.2). Jiz vime, Ze toto
feseni je jediné. (Mimochodem, rovnost (3.10) je totozné s rovnosti (1.22), ktera byla odvozena
pomoci integra¢niho faktoru.) Ovérili jsme tak, ze pro libovolné Feseni rovnice (3.1) skutec¢né
plati rovnost (3.7). To znamend, Ze mnozina FeSeni nehomogenni linedrni rovnice tvoii afinni
prostor, jehoz zaméfeni je (vektorovy) prostor fesSeni pfidruzené homogenni rovnice.

S vyuzitim fundamentélniho feseni y pfidruzené homogenni rovnice daného formuli (3.5)
muizeme Feseni pocateéni tlohy (3.1), (3.2) pro nehomogenni rovnici zapsat v nékterém z kom-
paktnéjsich tvart

o) = zopt) + [ Z30e)s = |0+ [ 255 | )

to to
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nebot )
[a(e)do [ a(o)do— [ a(o)do
0

e "7 d 0 = y(ys)

Daéle zavedeme Cauchyovu funkci c: J x J — R rovnice (3.3) predpisem

fta(a)da
ct,s) = y(t)y(s) ™' = et :

Pak pro kazdé s € J je funkee ¢( -, s) feSenim homogenni rovnice (3.3) s po¢ateéni podminkou
z(s) = 1. Pomoci Cauchyovy funkce muzeme feSeni pocateéni tlohy (3.1), (3.2) zapsat ve

tvaru
t

(1) = zoc(t.to) + / o(t, $)b(s)ds.

to

Jesté poznamenejme, Ze pocateéni hodnota zy v podmince (3.2) byla libovolna, proto
mizeme prvni s¢itanec na pravé strané rovnosti (3.7) povazovat za obecné FeSeni linedrni
homogenni rovnice (3.3). Obecné feSeni linedrni nehomogenni rovnice jsme tedy vyjadfili jako
soucet obecného Feseni pridruzené homogenni rovnice a partikularniho reseni dané rovnice s
nulovou pocateéni podminkou. Tento vysledek 1ze mirné zobecnit:

Tvrzeni 5. Obecné fesSeni nehomogenni linedrni rovnice (3.1) je sou¢tem obecného FeSeni
pridruzené linedrni homogenni rovnice a néjakého partikularniho feseni nehomogenni rovnice.
Linearni rovnice nema singularni ani zvlastni feseni.

Diikaz: Necht 2 = C'y je obecné FeSeni pridruzené homogenni rovnice (3.3); pfitom y je fun-
damentélni FeSeni definované vztahem (3.5). Bud x y néjaké partikularni feSeni nehomogenni
rovnice (3.1). Pak s vyuzitim vztaht (3.6) plati

(211 +on) (1) = 2 (t) + 2y (8) = Ca()y(t) + a(O)zn () + b(t) = alt) (Cy(t) + ex (1) + (D),

takze funkce xp + zn je feSenim rovnice (3.1).
Budte nyni ¢ty € J a 2 € R libovolné. Polozme C = z¢g — xn(tg). Pak

(mH + DUN)(to) = Cy(to) + DUN(tQ) = (x() — wN(to))y(to) + wN(to) = 29,

takze funkce zy + xy spliiuje také pocateéni podminku (3.2).
Zbytek tvrzeni plyne jednoznacnosti feSeni poc¢atecni tlohy pro linedrni rovnici. O

3.1.1 Linearni rovnice s konstantnim koeficientem
Uvazujme linedrni homogenni rovnici (3.3), v niz je funkce a konstantni, a = «a, tedy rovnici
¥ = azx. (3.11)
t t
V tomto piipadé je [a(s)ds = [ads = a(t — to), takze fundamentalni Feseni (3.5) rovnice
to to

(3.11) je
y(t) = et=t0), (3.12)
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Obrazek 3.1: Typicky prubéh linedrni nehomogenni rovnice s konstantnim koeficientem (3.13)
pro ruzné hodnoty koeficient a. Nehomogenita b je znazornéna teckované.

Plati tedy y = 1 pro a = 0; pro a > 0, resp. a < 0 je funkce y ryze rostouci, resp. klesajici, a
plati

oo, a >0,
Jim y(t) =41, a=0,
0, a<0.

Koeficient « tedy urcuje kvalitativni vlastnosti feseni rovnice (3.11): pro « kladné je kazdé
feSeni neohranicené (monotonné roste do oo, nebo monotonné klesa do —o0), pro « zdporné
kazdé Feseni monotonné vymizi (jeho hodnota se pfiblizi libovolné blizko k nule); v meznim
pripadé a = 0 je kazdé feseni konstantni.

Tento vysledek miizeme zformulovat i jinak: Rovnice (3.11) mé vzdy nulové feSeni, tj.
konstantni feseni z = 0. Je-li @ < 0, pak kazdé feSeni rovnice (3.11) se k nulovému feSeni
,priblizuje“ a pokud zacina ,blizko“ nulového, v pribéhu casu ,blizko k nému“ ztstava. Je-li
a = 0, pak kazdé feseni zacinajici ,blizko“ nulového ztstava v pribéhu casu ,blizko“ ného.
Je-li o > 0, pak Teseni rovnice zacinajici ,libovolné blizko* nulového se od ného za dostatecné
dlouhy ¢as vzdali. V pfipadé o < 0 proto fikdme, Ze nulové feSeni rovnice (3.11) je stabilni,
v pfipadé a > 0 fikdme, Ze nulové Feseni je nestabilni a v ptipadé o < 0 mluvime o (globdlné)
asymptoticky stabilnim nulovém feseni. Casto také mluvime o stabilité, asymptotické stabilité
nebo nestabilité linedrni rovnice (3.11).

Reseni pocateéni tlohy pro linedrni nehomogenni rovnici s konstantnim koeficientem
7 = ax + b(t) (3.13)

a poc¢atecni podminkou (3.2) je podle (3.10) ddno formuli

t t
x(t) = xoea(tfto) + /b(s)ea(ts)ds = | zge +/b(8)easds et
to

to

Typicky prubéh feseni rovnice (3.13) je znézornén na Obr. 3.1.
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Pokud je i nehomogenita b konstantni, b = 5 # 0, plati

t t 154 (
/b(s)eo‘(t_s)ds = ﬁe“t/e_wds =«
to to 5(t - t()), o = 0

ealt—to) _ 1) , a#0,

Regeni rovnice
¥ =ar+f (3.14)

s po¢ateéni podminkou (3.2) je pro a # 0 dano nékterym z ekvivalentnich vyjadfeni

2(t) = zgect—t0) 4 2 (eot-0) 1) = <x0 N é) qalt-t) B
Y

« «

a pro a =0 je
x(t) = xo + B(t — to).

Vidime, ze FeSeni x ulohy (3.14), (3.2) ma pro a < 0 vlastnost

lim z(t) = —g

t—o00

a pro o > 0 je FeSeni neohrani¢ené (monotonné diverguje do +00 nebo —oo v zavislosti na
znaménku vyrazu azxg + ).

Exkurs: Kauzalni funkce a konvoluce

Funkce definované na intervalu (—oo, c0) takové, Ze jejich hodnota je pro zadporné hodnoty nezavisle
proménné nulova, se nazyvaji kauzdlni. Tento nazev vyjadifuje predstavu, ze néjaka veli¢ina ,vznikla
z néjaké piiciny“ (latinsky causa) v po¢ateénim ¢ase to = 0.

Podivejme se na feSeni rovnice (3.13) v oboru kauzélnich funkci. To mtizeme povaZovat za FeSeni
dané rovnice na intervalu [0, 00), které je pro zdporné hodnoty argumentu definovdno jako nulové.
Klademe tedy b(t) = 0 pro t < 0. Funkce y definovand vztahem

et >0,
y(t) = { _

je fundamentalnim FeSenim pridruzené homogenni rovnice k rovnici (3.13). ReSeni rovnice (3.13) s po-
¢atecni podminkou z(0) = z¢ je dano formuli

z(t) = 20e®t + [ b(s)e® ) ds = zoy(t) + [ b(s)y(t — s)ds.
/ 1

Posledni ¢len je hodnotou konvoluce funkei b a y v bodé t. Reseni rovnice (3.13) v oboru kauzalnich
funkci tedy muzeme psat ve tvaru

T =xoy +bxy.
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3.1.2 Linearni rovnice s periodickym koeficientem

Necht f je w-periodickéd funkce, tj. funkce definovana na intervalu (—oo, 00), pro niz existuje
konstanta w > 0 takovd, ze f(t + w) = f(t). Pro w-periodické funkce zavedeme oznaceni

F=- / f(s)ds
0

Snadno nahlédneme, Ze

pro libovolnou hodnotu . Veli¢ina f pfedstavuje integralni primér hodnot funkce f pies
interval délky periody.
Bud nyni ¢ libovolné kladné ¢islo a N nejvétsi celé ¢islo takové, ze Nw < t, tj. N = [t/w].

Pak
t—Nw

/ (f(s) = f)ds <wmax {f(t) = f: 0 <t <w} < oo,

0
nebot na levé strané je integral ze spojité (a tedy ohranicené) funkce na koneéném intervalu
délky nejvyse w. Dale plati

t (i+1)w t—Nw
%/f(s) Z / f(s ds+/f( )ds :% Nuwf + / f(s)ds | =
0 w 0
1 t—Nw 1 t—Nw
== (t—(t—Nw))f+ / f(s)ds :f+z / (f(s)— f)ds.
0 0

Limitnim pfechodem t — oo odtud dostaneme

tlggot/f

Hodnota f tedy také vyjadiuje integralni primeér z funkce f pies neomezeny interval.

Uvazujme linedrni homogenni rovnici (3.3) s w-periodickou funkei a. Ozna¢me
j(a(s)f&)ds
p(t) = eo -
Pak funkce ¢ je definovanad na celém intervalu (—oo,00) a je zde spojitd, je nezaporna a
spliiuje podminku ¢(0) = 1. Ponévadz plati

t+w t ttw
/( / —ads+/((s)—a)ds:
0 0 t
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plati také

p(t+w)=e?0 =e = (1),
takze funkce ¢ je w-periodicka.
Rovnici (3.3) uvazujme s poéatecéni podminkou

z(0) = xo. (3.15)

Fundamentalni feseni (3.5) této tlohy je
t t
[ a(s)ds J (a(s)—&) ds+at _
0 0

a obecné feseni tedy je
z(t) = zop(t)e™. (3.16)

Provedené tivahy mtizeme shrnout:

Tvrzeni 6. Reseni rovnice (3.3) s w-periodickou funkei a a s poc¢ate¢ni podminkou (3.15) je
dano formuli (3.16), kde ¢ je kladnd, spojita, w-periodickd funkce takova, ze

¢(t) = (alt) —a)p(t),  ¢(0)=1.

Vyjédreni (3.16) se nazyva Floquetova representace Feseni tlohy (3.3), (3.15) s periodickym
koeficientem a. Mtzeme ji interpretovat jako multiplikativni rozklad feSeni x = x(t) na trend
e a sezénni slozku ().

Jesté si promyslete, Ze nahrazeni obecné podminky (3.2) specidlni podminkou (3.15) ne-
predstavuje pro rovnici (3.3) s periodickym koeficientem a zddnou Gjmu na obecnosti.

3.2 Systémy linearnich rovnic
Systém n obycejnych linedrnich diferencidlnich rovnic prvntho 7ddu je tvaru

.%'/1 = an(t)ml + alg(t).%'z + ... + aln(t)xn + bl(t),
$,2 = agl(t):cl + a22(t)$2 + ... + agn(t)xn + bQ(t),

xh, = ap1 ()1 + ana(t)re + ... + anp(t)zy + bp(t).

Oznacime
an(t) aint) ... am(t) by (t) "
ao o | m@ O | @] [
i) analt) - aun(t) ba(t)

a linearni systém zapiseme ve vektorovém tvaru

' =A(t)x + b(t). (3.17)
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O funkcich ay1,a12,...,01n, 021, .., any & by, bo, ..., b, budeme predpokladat, ze jsou spojité
na intervalu J C R. Pak pro vSechna ty € j a xyp € R"™ ma systém (3.17) s pocatecni
podminkou

$(7f0) = Xy (318)

jediné tplné Teseni definované na intervalu J; to plyne z poznamky 3 za Vétou 1 a z Véty 4,
nebot
0

or; (A(t)z + b(t)), = ai;(t)

a funkce a;; nabyva v okoli kazdého bodu t € J pouze kone¢nych hodnot, protoze je spojita.
Pokud vektorové funkce b na levé strané systému (3.17) je identicky nulova, b = o, systém

(3.17) se nazyva homogenni, v opa¢ném pfipadé nehomogenni.

3.2.1 Struktura feSeni linearniho homogenniho systému

Nejprve se budeme vénovat homogennimu systému
' = A(t)z. (3.19)
Bezprostredné vidime, ze tento systém ma nulové feseni * = o. Déle plati princip superpozice:

e Je-li @ fesSeni systému (3.19) a « je libovolna konstanta, pak také vektorova funkce ax
je fesenim systému (3.19).
e Jsou-li 1 a oy feSenim systému (3.19), pak také jejich soucet je feSeni systému (3.19).
Vskutku,
(az)'(t) = az'(t) = aA(t)z(t) = A(t) (az)(t),
(z1+22) (1) = @) (t) +h(t) = A1 () F A2 (1) = A(t) (21() + 22 (1)) = A(t) (@1 +22) (1)

Jinak fe¢eno, mnozina vsech feseni linedrniho homogenniho systému tvoii vektorovy prostor.
Urc¢ime jeho dimenzi.

Lemma 2. Necht vektorové funkce 1, @, . .., T jsou fesenim systému (3.19). Jsou-li vektory
x1(to), x2(to), ..., xk(to) linedarné nezavislé pro néjaké ty € J, pak jsou linedrné nezdvislé
vektory x1(t), x2(t),. .., xk(t) pro vSechna t € J.

Diikaz: Pripustme, Ze existuje t1 € J takové, ze vektory x1(t1), xa(t1),. .., xk(t1) jsou linedrné
zavislé. Pak existuji konstanty aq, s, ... ag, ne vSechny nulové, Ze

alccl(tl) + OéQCCQ(tl) 4+ -+ akmk(tl) = 0.

Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze oy # 0. Pak

zy(t1) = —aik(w(h) +@o(t1) + -+ 2p_1(t1)).

Podle principu superpozice je vektorova funkce
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FeSenim systému (3.19), pro kterou plati

z(to) = ——x1(to) — —xa(to) — -+ — a]:;la:kl(to) (3.20)
(1) = = Lan(t) = Zaa(tn) =~ Ll a s (w)muln)

Z jednoznacnosti feseni linedrniho systému (3.19) nyni plyne, Ze z = @y, a tedy podle (3.20)

je @k (to) linearni kombinaci vektort x4 (to), x2(to), - - -, x—1(to). To je spor s predpoklddanou
linedrni nezavislosti vektort @i (tg), x2(to), - ..,k (to). O
Lemma 3. Necht vektorové funkce x1,xs, ..., xy jsou resenim systému (3.19). Jsou-li vek-
tory x1(to), x2(to), . .., xk(to) linedrné nezdvislé pro néjaké ty € J, pak jsou vektorové funkce
X1, Xo,...,xy linedrné nezavislé.

Diikaz: Necht aq, s, ..., ap jsou konstanty takové, ze

Y= o1T1 + a1 + -+ T = O.

Z principu superpozice plyne, Ze vektorova funkce z je FeSenim systému (3.19), ktera spliuje
podminku
z(to) = alccl(to) + OéQ(El(to) + -+ ak:ck(to) = 0.

Linearni nezavislost vektort vekz(tg), 21 (to), . . ., xk(to) implikuje rovnosti
(Xl:ag:---:ak:().

To znamena, ze vektorové funkce x1, o, ..., x) jsou linedrné nezavislé. ]

Lemma 4. Necht vektory vy, va,...,v, tvori bazi vektorového prostoru R™ a yi,Ys, ..., Y,

jsou jsou teseni systému (3.19) s pocatecnimi podminkami
y,=v, t=12,...,n

Pak jsou vektorove funkce yq,ys,-..,Y, linedrné nezdvislé a tvori bdzi prostoru resent line-
drniho systému (3.19).

Diikaz: Tvrzeni o nezavislosti funkci y;, ys, y,, plyne bezprostiedné z pfedchoziho lemmatu a
z vlastnosti baze vektorovych prostort.
Necht z je libovolné Feseni systému (3.19). Vektor z(typ) € R™ vyjadiime pomoci baze
V1,V2,...,Up,
z(to) = Brv1 + Pava + - + Bpvn.

Z principu superpozice plyne, ze vektorova funkce n = 1y, + Po2ys + - - - + By, je TeSenim
systému (3.19) spliiujici poéateéni podminku n(tg) = z(tg). Jednoznacnosti feseni systému
(3.19) nyni implikuje 2 =0 = B1y; + fays + - + BuY,,- O

Odvodili jsme tak nasledujici vétu a jsme opravnéni zavést nasledujici definici.

Véta 9. Je-li maticovd funkce A = A(t), A : J — R spojita, pak mnozina vsech Tesent
vektorové rovnice (3.19) tvori n-rozmérny vektorovy prostor.



3.2. SYSTEMY LINEARNICH ROVNIC 65

Pravé skutecnost, ze mnozinou feseni vektorové rovnice (3.19) je vektorovy prostor, ospra-
vedlniuje terminologii. Systém (vektorova rovnice) se nazyva linedrni proto, ze mnozina vsech
jeho Feseni tvori vektorovy (linedrni) prostor, nikoliv pro jeji specidlni tvar.

Definice 11. Libovolna baze prostoru vsech feseni linearni homogenni rovnice (3.19) se na-

zyva fundamentdlni systém feseni rovnice (3.19).

Necht funkce y1 = y1(t),y2 = y2(t),...,Yn = Yn(t) tvori fundamentalni systém Feseni
rovnice (3.19). Obecné FeSeni této rovnice je jejich linedrni kombinace

x =wx(t) = c1y1(l) + cayz(t) + - + cayn(t).

Oznacme y;; = y;(t) = (yj(t))p

yia(t) yi2(t) ... yia(t) .
Y=Y() = <y1(t),yz(t), . ,yn(t)> _ y2,1.(t) yz,?(t) yQ,,?(t) e c:2
yn,i(t) yn,é(t) yn’,;(t) Cn

Matice Y = Y(t) se nazyva fundamentdlni matice reseni systému (3.19). Z linearni nezavislosti
vektorovych funkci y1,y2,...,yn plyne, ze sloupce fundamentalni matice Y jsou linedrné
nezavislé pro kazdé t € J. To znamend, ze matice Y(t) je regularni, det Y(¢) # 0 pro kazdé
teld.

Obecné feseni rovnice (3.19) lze nyni zapsat ve tvaru

x=ux(t) =Y(t)ec. (3.21)

Symbolem ¢g ozna¢me n-tici konstant takovych, ze funkce x = x(t) = Y(t)co je feSenim
pocatecniho problému (3.19), (3.18). Z rovnosti z¢ = Y(t9)co pak plyne, 7ze co = Y(tg) ' xo.
Reseni pocatecni ulohy (3.19), (3.18) tedy mtizeme psat ve tvaru

x(t) = Y(t)Y(to) tao.

Podobné jako v pripadé skalarni rovnice miuzeme zavést maticovou Cauchyovu funkci
C:J x J = R" homogenniho systému (3.19) vztahem

C(t,s) = Y()Y(s) ™"
a FeSeni pocatecni tlohy (3.19), (3.18) psat ve tvaru
$(7f) = C(t,t0)$0.

3.2.2 Linearni nehomogenni systém

Nyni se budeme vénovat nehomogenni vektorové rovnici (3.17). Rovnice (3.19) se stejnou
maticovou funkci A se nazyva homogenni rovnice pfidruZend k nehomogenni rovnici (3.17).
Uvazujme dvé feSeni &1 a o nehomogenni rovnice (3.17). Pak plati

(@1 — @) (t) = @) () — @h(t) = A(t)ma(t) + b(t) — (A(t)m2(t) + b(t)) = A(t) (1 — @2) (1).
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Timto vypoctem jsme odvodili jistou analogii principu superpozice pro nehomogenni rovnice:
Rozdil dvou feSeni nehomogenni vektorové rovnice (3.17) je FeSenim ptidruzené homogenni
rovnice (3.19). Jinak Feceno, feSeni nehomogenni rovnice x je soué¢tem néjakého feSeni gy
homogenni rovnice a feseni &y nehomogenni rovnice, * = &N + xp. Dostavame tak analogii
Tvrzeni 5, které jiz zndme z teorie skalarni linedrni rovnice:

Tvrzeni 7. Obecné feseni nehomogenni vektorové linearni rovnice (3.17) je sou¢tem obecného
feSeni pridruzené linedrni homogenni rovnice a néjakého partikularniho reseni nehomogenni
rovnice.

To spolu s Vétou 9 znamend, Ze mnozina vSech Feseni nehomogenni rovnice (3.17) tvori
afinni prostor, jehoz zamérenim je vektorovy prostor reseni pridruzené homogenni rovnice
(3.19).

Obecné feseni pfidruzené homogenni rovnice je dano rovnosti (3.21). Zbyva tedy najit
aspon jedno Teseni rovnice nehomogenni. To muzeme udélat pomoci Duhamelova principu.
Ukézeme ale jiny zptsob, metodu variace konstant.

Mizeme si predstavit, Ze nehomogenita b néjak ,rusi“, ,deformuje*, nebo ,modifikuje®
prubéh procesu, ktery by se bez ni vyvijel jako feSeni homogenniho systému. Toto ,ruseni®
se ve vysledku projevi tak, ze konstantni vektor ¢ v obecném feSeni (3.21) prestane byt
konstantni, ale bude se v ¢ase ménit. Jinak a trochu pfesnéji feceno, feSeni nehomogenniho
systému (3.17) hleddme ve tvaru «(t) = Y(t)c(t). Toto FeSeni musi spliiovat rovnosti

At)z(t) +b(t) = (t) =Y (t)c(t) + YY) (t) = A{t)Ye(t) + Y () (t) = Alt)x(t) + Y (1) (1),

tedy
b(t) =Y(t)c(t).

Fundamentalni matice Y je regularni na celém definiénim intervalu J, proto z predchozi
rovnice dostaneme

c(t) =Y () 1b(t)

a odtud integraci
¢

c(t) = e(to) + /Y(s)lb(s)ds.

Hledédme jedno Feseni nehomogenni rovnice. Proto klidné mtizeme polozit ¢(tg) = o. Obecné
feseni nehomogenni vektorové rovnice (3.17) je nyni podle Tvrzeni 7 a rovnosti (3.21) dano

formuli
t

x(t) = Y(t)e+ Y(t) /Y(s)—lb(s)ds.

to
Reseni rovnice (3.17) s poc¢ateéni podminkou (3.18) musi spliiovat rovnosti

to

20 = (to) = Y{to) [ V() b(s)ds = Y(to)
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Odtud ¢ = Y(tg) lxg. Reseni pocatecni tlohy (3.17), (3.18) je tedy déno rovnosti
t
x(t) = Y)Y (to) Lty + / Y(t)Y(s)"tb(s)ds,
to

kde Y je fundamentalni matice feSeni pfidruzeného homogenniho systému (3.19). S vyuzitim
Cauchyovy funkce C muzeme tento vysledek zapsat ve tvaru

z(t) = C(t, to)xo + / C(t, s)b(s)ds.

to

Reseni linearniho nehomogenniho systému (3.17) s po¢ateéni podminkou (3.18) je tedy souc-
tem FeSeni pridruzeného homogenniho systému (3.19) se stejnou poé¢ateéni podminkou a FeSeni
nehomogenniho systému s nulovou pocateéni podminkou.

Na zaver jesté ukazeme, Ze rozliSovani linearnich rovnic na homogenni a nehomogenni
vyjadifuje jen rozdilny pohled na tentyz abstraktni objekt. Nehomogenni rovnici lze totiz
povazovat za rovnici homogenni dimenze o jednicku vyssi.

Uvazujme FeSeni & homogenniho systému (3.19) a vektorovou funkci z definovanou vzta-

(1) = <x§t)> .

=) (990 (4941 ()

Navic, 1 je feSenim pocéatecni ulohy 2/ = 0, 2(t9) = 1. Témito vypocty jsme odvodili:

hem

Pak plati

Tvrzeni 8. n-vektorova funkce x = x(t) je feSenim pocéate¢ni ulohy (3.17), (3.18) pro neho-
mogenni linearni rovnici pravé tehdy, kdyz (n + 1)-vektorova funkce

-n0- ()

2 =B(t)z, z(ty) = (ﬁ“) (3.22)

je Tesenim pocatecni tlohy

3.3 Homogenni linearni systém s konstantni matici

Uvazujme vektorovou rovnici
x = Azx. (3.23)

Konstantni maticova funkce A je definovana na celé mnoziné R. To podle vysledku uvedeného
v predchozi sekci na str. 63 znamend, Ze feSeni rovnice (3.23) existuje, je definovano na
intervalu J = (—o00,00) a pro libovolnou poé¢ateéni podminku (3.18) je feseni jediné.
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3.3.1 ,Intuitivni hledani“ obecného reSeni

Linearni homogenni rovnice prvniho fadu s konstantnim koeficientem

/
r = ax

mé obecné feseni C'e®. Toto pozorovani vede k napadu, ze také linedrni homogenni systém
s konstantni matici by mohl mit reseni ve tvaru exponencialy.

Reseni rovnice (3.23) proto budeme hledat ve tvaru z(t) = we, kde w € R je konstantni
vektor a A je zatim neznamé ¢islo. Hodnota A musi spliiovat rovnosti

z'(t) = wie™, Az = Awe,
takze vzhledem k tomu, ze e # 0, musi platit
Aw = \w.

To znamend, ze A\ je vlastni hodnotou matice A a w je prislusny vlastni vektor. Navic z
linearni algebry vime, Ze vlastni vektory prislusné k riznym vlastnim hodnotam jsou linearné
nezavislé. Vektorové funkce y, = y;(t) = eMw;, kde ); je vlastni hodnota matice A a w; je
prislusny vlastni vektor, patii do fundamentalniho systému reSeni.

Piiklad: ReSeni a asymptotické vlastnosti feseni' dvojrozmérného systému

' =ax+by, . (2" [a b\ [z . [z /_ x
Yy = cx+dy, - <y’> N <c d) <y> b- <y> =A y) (3.24)

Charakteristicky polynom matice A je tvaru

a— A\ b
c d—\

':)\2—(a+d)>\+ad—bc:)\2—trA)\+detA

a jeho korena jsou dany rovnostmi

Mg =1 <trA + /(tr A)Z — 4det A) .

Omezime se na pfipad, ze det A £ 0 a rozlisime dva ptipady:

edet A < 0: V tomto pfipadé mé matice A dva rizné redlné nenulové kofeny A\; a A, které
maji opa¢na znaménka. Fundamentalni systém feSeni daného systému tedy tvori vek-
torové funkce dané predpisem

yi(t) = Mhwy,  yy(t) = eMlwy, (3.25)

kde w1 a ws jsou vlastni vektory prislusné k vlastnim hodnotdm A; a Ay. Necht kladn4
vlastni hodnota je A;, zdpornd je A;. Pfi tomto oznaceni plati

Tim [y, (0 = oc, T [g(0] =0, lim ly; (5] =0. tim_[y(0)] = o0
a pro jejich libovolnou linearni kombinaci & = c1y, + c2ys s ¢2 + 2 # 0 plati

Jim Je ()] = lim_J(t)] = oo.

LV &esting ponékud matou dva vyznamy slova ,Fefeni® — jednak funkce, kterd splituje danou vektorovou
rovnici, jednak postup vedouci k nalezeni této funkce. Anglicky by zadani znélo: Solving of the 2-dimensional
system and asymptotical characteristic of the solution.
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edet A >0: V tomto ptripadé muze mit charakteristicky polynom matice A dva rtzné re-
alné nebo komplexni koteny, pripadné jeden realny dvojnasobny koren. Tyto moznosti
rozlisime:

o (trA)?2 > 4det A : Z podminky bezprostiedné plyne, Ze tr A # 0. Charakteristicky
polynom mé dva realné rtizné koreny, které maji stejné znaménko jako vyraz tr A.
Fundamentalni systém feSeni je opét tvofen funkcemi tvaru (3.25). Plati tedy:

A li =i = li = 1l =
A >0 = lim yy(8)] = lim [ys(0)] = oo, lim ()] = lim_|ys(0)] =0,
a tedy také pro kazdé nenulové feSeni  daného systému plati
li = li =0.
Iim [2(t)] = oc., lm_|e()| =0
trA <0 = lim fyy(0)] = lim ()] =0, lim_ |y, (0] = lim_[ys(6)] = o,
a tedy také pro kazdé nenulové feSeni & daného systému plati

Jim [z(t)] =0, lim _Jz(t)] = oco.

o (trA)? < 4det A : Charakteristicky polynom mé dva komplexné sdruzené koteny

Ao =12 <trA +iy/4det A — (tr A)2) ==+ i,

piislusné vlastni vektory jsou také komplexné sdruzené, w; 2 = u % iv. Vektory u
a v jsou linedrné nezavislé. (Kdyby totiz jeden byl nasobkem druhého, tj. kdyby
existovala konstanta ¢ # 0, Ze v = cu, pak by vlastni vektory w; = (1 + ci)u a
w1 = (1 — ci)u byly linedrné zavislé.) Ptislusny fundamentalni systém Feseni nyni
oznacime

0y (t) = Ty + jv) = ™ (cos Bt + isin Bt)(u + iv),

Ny (t) = @ (4 — jv) = e*(cos Bt — isin Bt)(u — iv);

jsou to vektorové komplexni funkce jedné redlné proménné. Z principu superpozice
plyne, ze funkce

Y1 (1) = $(m1(t) + m(£)) = e (ucos Bt — vsin 3t)

Ys(t) = —iL (m,(t) — my(t)) = e (v cos Bt + wsin 3t)
jsou také reSenim daného systému.
Vektory y;(0) = u a y5(0) = v jsou linedrné nezavislé, a proto jsou podle Lemma 3
linedrné nezavislé i funkce y;, y,. Tvofi tedy fundamentalni systém feseni. Funda-
mentalni matice FeSeni daného systému je tedy tvaru

Y() = (u ) ( cos 3t sinﬁt> e, kde a = (a+d), B = \/_bc_ L(q— d)e.

—sin Bt cos ft
cos Bt sinft
—sin Bt cos 5t

2
je periodicka s periodou %, funkce e* je monotonni. Z toho plyne, ze kazd4 slozka

Matice

kazdého nenulového feseni & = <z> systému je tedy oscilatoricka. Déale plati:
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trA >0 = limsupz(t) = limsupy(t) = oo, liminf z(t) = liminf y(t) = —oo,
t—00 t—00 t—o0 t—o0

lim z(t) =0

t——o0

a tedy feseni x osciluje s amplitudou rostouci do nekonecna.
trA =0 = feSeni x je periodické.
trA<0 = lim x(t) = o,

t—00

limsup z(t) = limsup y(¢t) = oo, liminf z(¢) = liminf y(t) = —o0

t——o00 t——o0 t——00 t——00

a tedy feseni @ osciluje s amplitudou klesajici k nule.

o (trA)? =4det A : Podminku lze upravit na tvar (a — d)? = —4bc. V této situaci ma
charakteristicky polynom jeden redlny dvojnasobny kofen \ = %(a + d).
Nyni rozlisime dva piipady:
- b=c=0:V takovém piipadé musi platit a = d. Matice A je tedy tvaru A = al,
A = a je jedina vlastni hodnota a libovolny vektor je vlastnim vektorem (tj.
vlastni hodnota mé algebraickou i geometrickou nésobnost dvé). Fundamen-
talni systém FeSeni muzeme napsat ve tvaru

yy(t) = e <(1)> . Yo(t) = e <(1)> _

« b2 4+ ¢® =0: V takovém piipadé musi platit be < 0. Matice A je tvaru

a b
A= _ 72 , pokud b # 0,
_f(a—d)*
4b
nebo
(a —d)?
A=Y T4 , pokud ¢ # 0.
c d

Budeme se vénovat prvni moznosti (b # 0), tu druhou (b = 0 # ¢) mizeme
resit analogicky.
Vlastni vektor matice A prislusny k vlastni hodnoté A = %(a +d) je

v= (a2

a prvni prvek fundamentalniho systému feseni je y = y(t) = eMw. Uvazujme
nyni ,trochu porusenou“ matici A tak, aby se ,pfilis nelisila“ od matice A a
méla dvé redlny vlastni hodnoty, z nichz jedna je rovna A a prislusi k ni vlastni
vektor w. MiZeme napt. vzit matici

A

a b

Pro tuto matici plati lir% B(e) = A. Jeji druha vlastni hodnota a pfislusny
E—

vlastni vektor jsou

pie)=3(a+d+e=x+e ()= (d_3b+2€>.
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Vidime, ze lim p(e) = A, lim v(e) = w. Podle principu superpozice je vekto-
e—0 e—0

rova funkce

z.(t) = Wl—A(eu(a)t”(E) —eMw) = e; [e‘ft ( do ibJr 28) - <d2_ba>]

FeSenim linearniho homogenniho systému s konstantni matici B(¢). Lze o¢eka-
vat, ze se nebude ,prilis 1isit“ od feSeni ptivodniho systému s ,neporusenou”
matici A. Vskutku, s vyuzitim de ’'Hépitalova pravidla vypocitame

lim z.(t) = lim e 2bte” =
=0 N 50 te®t(d —a) + 2(1 +te)eft ) —

= (ua Zw2) = o ()]

Vysledek oznacime y,(t) a snadno pfimym vypoctem ovéfime, ze tato vekto-
rova funkce je resenim daného systému. Navic, vektory

no= (%)« wo=(3)

jsou linearné nezévislé. To znamend, ze vektorové funkce y,; a y, tvoii funda-
mentalni systém feseni daného systému.

Jesté oznacime y,(0) = (0,2)T = w a mame fundamentalni systém Feseni
daného systému ve tvaru

yi(t) = Mw,  yy(t) = e (tw + ).

V obou pripadech vidime, ze podobné jako v pfedchozim piipadé plati:

rA>0 = lm |y, ()] = lim ()] = oo, lm_Jys()] = lim_[ys()] =0,
a tedy také pro kazdé nenulové feSeni & daného systému plati

Jim [lz(t)] = oo, lim [a(t)] = 0.

A <0 = Jim Jyy()] = Jim Jys()] =0, lim_[y,(8)] = lim_ys(t)] = oo,
a tedy také pro kazdé nenulové feSeni  daného systému plati
lim |z(t)] =0, lim |x(t)|| = cc.
t—o0 t——00

3.3.2 Reseni pocateéniho problému metodou postupnych aproximaci

Reseni rovnice (3.23) s poc¢ateéni podminkou (3.18) budeme hledat jako limitu Picardovy
posloupnosti postupnych aproximaci. Cleny této posloupnosti jsou podle Véty 1 rekurentné
dény formulemi

t t
Tp1(t) = xo + /Axk(s)ds =z + A/sck(s)ds.
to

to
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Postupné dostaneme (symbol | oznacuje jednotkovou matici):
¢ ¢

$1(t) = $0+A/$0d8 = X9+ /dS Axy = (l—{—(f—to)A)ZC(),

t t
xo(t) = x0+A/(I+(s—to)A)xods = xo+ /ds Axy + /(s—to)ds Alxy =

to to to

x3(t) = mo+ A/ (I + (s — to)A + %(s — t0)2A2> zods =

t t t
1

= Zo+ /ds Azo + /(3 —t)ds | A’mo + /5(3 —t9)%ds | Adxzy =

to to to
1 1
= X9+ (t — to)Axo + §(t — to)zAon + 2—3(t — t0)3A3;1;O —
1 1
— <| + (¢ —to)A+ i (t = to)?A?% + 5(ze - t0)3A3> x.

Odtud jiz lze uhodnout, Ze obecny ¢len posloupnosti postupnych aproximaci je

t—t0)? t—to)k
xk(t): <|+(t_t0)A+%A2+...+%Ak> o,

Ovéfime to uplnou indukei: Pro &£ = 0 mame

$0(7f) = <(t_0%)OAO> o — |ZCO = X

a z platnosti formule pro k plyne

t
_ 2 _ k
) :xo+A/ (|+(s_t0)A+MA2+---+ MA’“) zods =

2! k!
to

t t 1 t
= xo + /dS Axg + /(S—to)ds A2$0+---—|— E/(S—to)kds Ak+1x0:

to tO ‘tO

1 1

= (14 (t —t0)A+ =(t — t0)°A% + = (t — to)>A3 + - - t — to)FTIARTL .
(14 (= A+ 50— PR+ 50 = 00°A° oo it 1) o

Pokud bychom A povazovali za konstantu a | za jednicku (tj. pron = 1), je vyraz v zavorce
k-tym Caste¢nym souctem Taylorovy fady funkce eA(*=%0) Regeni tlohy

' =Az, z(ty) =z (3.26)
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muzeme proto formalné zapsat ve tvaru
a(t) = M), (3.27)

A(t—to)

Matice e je dana nekonecnou fadou

> k
A(t—to) _ (t - tO) k
e 0/ = ,; X A",
=0

Lze ukazat, Ze tato fada konverguje pro kazdé ¢t € R a tato konvergence je stejnomérna.
7Z linearni algebry vime, Ze matici A mizeme vyjadrit ve tvaru

A=wWlw,

kde W je regularni ¢tvercova matice fadu n a J je Jordaniv kanonicky tvar matice. Pfitom
sloupce matice W jsou (zobecnéné) vlastni vektory matice A piislusné k vlastnim hodnotam
v jednotlivych blocich Jordanovy matice J. Plati tedy

AF = (W Lw) = wolww T ww e ww W = W lgRw,

Formuli (3.27) vyjadiujici feSeni tlohy (3.26) nyni mtzeme pfepsat do tvaru

_ Alt—to),. — (t—t0)" 1 et [ E=t0)F Y
x(t) =e zo=Y o WW @ =W > oW, (3.28)
k=0 ’ k=0 )

Priklad: Najdeme feSeni pocatecni ulohy pro tfidimensionalni linearni systém obycejnych
diferencialnich rovnic

1'/: 31’ +y +Z7
y/: -,
2 =2z -, QE(O) = To, y(O) = Yo, Z(O) = 20

x 3 1 1 1 10 1 1 1
z=|y|, A=|-1 0 o], J=|01 1}, W=[|-1 -1 0 |,
z -2 -1 0 0 0 1 -1 0 -1
takze
-1 -1 -1 1 k 3k(k—1)
wWl=(1 0o 1], JF=1[01 k
1 1 0 0 0 1
Dale plati
> tk t G tk > tk_l t G tk 1 1,2 > tk_z 1,2t
k=0 k=0 k=1 k=0 k=2
COZ znamena
o< 4k o g (1 k gk(k—1) 1t 42
—JF=N"_10 1 k =01 ¢ |
k! k!
k=0 k=0 0 0 1 0 0 1
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Nyni vypocitame soucin

-1 -1 -1\ /1 t i 1 1 1
1 0 1 0 t -1 -1 0 | =
1 1 0 00 1 -1 0 -1
1,2
11—t —1—t-14 L1 1
=11 t 1+ 2t2 -1 -1 0 |=
1 14t t+ 3t? b0
1+2t+ 12 ¢ t+ 312
_ 1,2 1,2
=| —t-3 1-t 1t
1,2 1,2
—2t— 32—t 1-t—1t
a feseni dané tlohy dostaneme ve tvaru
w(t) = [ (1420 + 52) mo + tyo + (1 + 312) 20,
y(t)= {— (t + %t2) xo+ (1 —1t)yo — %tzzo] el
()= {— (2t—|— %tQ) xo — tyo + (1 —t— %tz) zo]et. -
Podivejme se nyni podrobnéji na ¢len
[e.e]
(t —to)*
ZTJ (3.29)

k=0

ve vyjadreni (3.28) feseni tlohy (3.28). Jordaniv kanonicky tvar J je blokové diagonalni matice

Jy O ... O

O J ... O
J= . . . . )

O O ... Jm

blok J; je ¢tvercovd matice fadu n;; pritom ni + ng + - -+ + n,,, = n. Jednotlivé bloky jsou
tvaru

A0 0 0 Al 0

0 X0 0 0 A1 0
=10 0 A 0 nebo Ji=10 0 A 0],

0 0 0 A 00 0 ... A

kde A je vlastni ¢islo matice A. Je-li blok J; diagondlni, tj. je prvniho z uvedenych tvari,
fekneme, ze vlastni ¢islo A je jednoduchého typu.
Pro libovolné prirozené ¢islo k plati

LW o ... o
sl LY ... 0

O 0O ... J,f
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Odtud vidime, ze také matice (3.29) je blokové diagonalni, bloku J; odpovida blok

= (t—to)*
> o

k=0
Je-li blok J; diagonalni, pak
A0 0 0
0 Mo 0
JE=10 0 A 0 | =AM,
0 0 0 AF

kde | je jednotkova matice stejného fadu jako matice J;. P¥islusné bloky v sou¢tu (3.29) jsou

o0 k
(t—10)" \ &y _ At—to)
> M =e .
k=0
V pripadé, ze vlastni ¢islo A matice A neni jednoduchého typu, tak vyjadiime odpovidajici
Jordantiv blok ve tvaru

A1 0 ... O 1 00 0 010 ... 0
0O A1 ... 0 010 ... 0 001 ... 0
L EEE S EPY RS I A PR Y
0 0 0 ... 1 0 00 0 000 ... 1
0 00 A 0 0 0 1 0 00

kde M; je ¢tvercovd matice stejného fadu jako blok J;, kterd ma nad hlavni diagonalou jednicky
a ostatni prvky jsou nulové. Pfislusny blok v souctu (3.29) je tedy tvaru

i%(xww)k.

k=0
Primym vypoctem ovérime, Ze
00 1 0 0 0 01 0
Mi=lo oo ... 1| M=]|2000 L
00 0 0 00 00 0
00 0 ' 0 00 00 0
' 00 00 0
000 1 0 00 0
000 0 0 00 0
J=1 _ J_
’M] - ’M]_
000 0 0 00 0
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a kazda vyssi mocnina matice M; je jiz nulova. Proto

min{j—1,k} min{j—1,k}

k k!
A4+ M;)F = ( > AF=PME = A\ PMP.
( ) pzo p 7 I; p(k = p)!
Dale plati?
j— 1 j—1 Lk
(MM =Y > Pl VS
| I(k — n)! J
e = k! = pl(k —p)!
j-1 j—1 k j—1 i1 k—p \k—
1 t—t t —to)? t—to)kP AP
=t i (k) A = (k-p)

k=j k=j p=0
j—1 o0 k—p\k
t—1 t—1 PARTP
- Ry S
p=0 ) k=j '
celkem
00 k
t—1
> vy -
k=0 ’
e (t—to)pij < (t—to)*~ pAk P (t —to)"PAFP
"L M TG by k=pl
p=0 k=p k=j
Jj—1 Jj—1
:Zt_to M? it_tﬂkp)‘kp_e(t—to))\ (t—t0)"\ v
k= = P! ’
p= P p
Vyraz
! t——to
p=0

je maticovou funkci; jedna se o ¢tvercovou matici stejného fadu jako uvazovany Jordantv
blok J;, ktera ma nad hlavni diagonalou polynomy a jinde ma nuly.

Z provedenych vypoctl plyne, Ze maticova funkce (3.29) je blokové diagonélni, jednotlivé
diagonalni bloky jsou bud exponencidlni funkce (odpovidajici vlastnim ¢éislim jednoduchého
typu), nebo exponencialni funkce ndsobené polynomem (ty odpovidaji vlastnim ¢éisltim, ktera
nejsou jednoduchého typu). Z tohoto pozorovani plyne zavér:

] j=1j-1

2

Ve druhé rovnosti je vyuzit vzorec Z Z Qkp = D D Qep-
k=0 p=0k=p
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Tvrzeni 9. Maji-li vSechny vlastni hodnoty matice A zdporné redlné c¢asti, pak pro kazdé
feseni « systému (3.23) plati tlggo x(t) = o.

Maji-li vSechny vlastni hodnoty matice A nekladné realné ¢asti a nulové vlastni hodnoty
jsou jednoduchého typu, pak kazdé Feseni systému systému (3.23) je ohranicené.

Pokud existuje vlastni hodnota matice A, kterd ma kladnou realnou c¢ast, pak existuje
takové feseni x systému (3.23), Ze tliglo [z(t)] = oo.
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Kapitola 4

Autonomni rovnice a systémy

Autonomni systém oby¢ejnych diferencidlnich rovnic je takova (vektorova) rovnice, kterd ne-
zévisi explicitné na nezavisle proménné, tedy rovnice tvaru

!/
F(z,x') = o.
Omezime se na rovnice roziesené vzhledem k derivaci, tedy na systém rovnic

2 = f(a), (4.1)

kde f = (f1, fo,..., fn) : @ = R", @ C R” je mnozina s neprazdnym vnittkem a bez izo-
lovanych bodt. Systém (4.1) se nazyva autonomni systém obycejnich diferencidlnich rovnic,
defini¢ni obor pravych stran €2 se nazyva stavovy (nebo fdzovy) prostor. V celé kapitole budeme
predpokladat, ze f je spojita funkce takova, Ze poc¢atecni problém (4.1) s podminkou

x(to) = =o (4.2)

mé jediné feSeni pro kazdé to € R, 2% € Q.

Soustava rovnic (4.1) popisuje (modeluje) vyvoj takového systému, jehoZ stav je popsan
stavovym vektorem (prvkem ze stavového prostoru 2) a zména stavu zavisi pouze na aktudl-
nim stavu. Zména stavu nezavisi na zadnych v ¢ase se ménicich vnéjsich (externich) podmin-
kach; z jiného pohledu: modelujeme néjaky izolovany systém. Zakladni vlastnosti takovych
systému je invariance vzhledem k posunuti v Case, tj. nezavisi na tom, v jaké dobé systém
pozorujeme. Presnéji je tato vlastnost zformulovana v nasledujicim:

Tvrzeni 10. Je-li * = z(t) Gplnym feSenim tlohy (4.1), (4.2) definovanym na intervalu
(S,T), pak pro kazdé 7 € R je y = y(t) = «(t + 7) FeSenim rovnice (4.1) s pocateéni
podminkou y(t9 — 7) = xo definovanym na intervalu (S — 7,7 — 7).

d
Diikaz: y'(t) = Ew(t +7) = f(zt+71)) = fly). O

oto tvrzeni ukazuje, Ze bez 1jmy na obecnosti se u autonomnich systému muZzeme omezi
Toto t kazuje, Ze b b t t h syst t
na pocatecnimi problémy s pocatec¢ni podminkou

x(0) =z € Q. (4.3)
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Tvrzeni 11. Necht Q = R", = x(t) je feSeni tlohy (4.1), (4.3) definované na intervalu
(S,T) a necht zobrazeni 7 : (S,7) — R je ddno rovnosti

(t) = / (L+ || £(=(s))]]) ds. (4.4)
0

Pak trajektorie systému (4.1) a systému

d 1

& = 1@’ @ -

prochazejici bodem x( splyvaji. Navic, kazdé tplné feseni systému (4.5) je definovano na
celém intervalu (—oo, 00).

Diikaz: Derivaci rovnosti (4.4) podle proménné ¢ dostaneme

dr

o1t )]

Na pravé strané je kladny vyraz a to znamend, ze funkce 7 je ryze rostouci. Dale plati

dx dx dt B 1

F T e W o EAG)

To znamena, Ze T je jen jind parametrizace trajektorie.
Reseni rovnice (4.5) s poc¢ateéni podminkou (4.3) splituje podle Lemma 1 rovnost

T

1
x(1) =z + 0/ T F an] Hf(:c(s)) H f(a:(s))ds.

Zapisme interval, na némz je toto feSeni definovano, jako (a,w). Pfipustme, Zze w < co. Pak
T

e < il + | LSO < ool + 100l 47 < ol

0 0
To ovsem znamend lim |[jz(7)| < |zo| +w < oo a to je ve sporu s Vétou 5, nebot defini¢ni
TWw—
obor funkce f ma prazdnou hranici.

Stejné ukazeme, ze a = —o0. O

Podle tohoto tvrzeni mtizeme bez ijmy na obecnosti predpokladat, ze kazdé tplné feSeni
autonomniho systému, jehoz stavovy prostor je celd mnozina R"”, je definovano na intervalu
(—00,00). Nebo jinak: takovy systém ma jakysi ,vlastni ¢as“, ktery plyne od —oco do oo, ,od
vécnosti do vécnosti®.

Priklad:

Uplné feseni pocatecni tlohy



81

To

je dano rovnosti x(t) = a je definovano na intervalu

1—m0t

(—o00,1/zg), >0,
J = ¢ (—00,00), x9 =0,
(1/zp,00), zo < 0.

Uplné feseni pocatecni tlohy

je dano rovnosti

221 241 2
2x()—7'+ \/ —{—27’0 —|—<x0+ )
0 Izl 7o %o

pro g # 0 a (1) = 0 pro g = 0 (odvote nebo alespon ovéite tento vysledek). Tyto funkce
jsou definovany na intervalu (—oo, o).
,Vnitini cas“ je v tomto ptipadé dan rovnosti

t

t
2
T(t):xo+/ 14— ds = zo + t + 23 /7:
1— xgs (1 —zps)?
0

0

1—xzot

P / oy, o
= _— _— = .
0 i) O’2 1—1‘0t
1

Vidime, ze pro xog =0 je 7 = t. |

Jesté poznamenejme, ze predpoklad 2 = R™ v Tvrzeni 11 nelze obecné vynechat.

Priklad:
Uplné feseni pocatecni alohy

¥=—, 2(0)=20#0

je funkce z(t) = sgnzo+/t + 22, kterd je definovana na intervalu (—x3, o). Stavovym prosto-
rem je bud interval (0,00) nebo interval (—oo,0).
Korespondujici tiloha
d 1

T g “0=m

ma feseni z(t) = —%+sgn Tor/t + (5'30 + %)2, a to je definovano na intervalu (— (:Uo + %)2 , 00).
|
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Fazovy prostor, trajektorie, stacionarni body

Necht & = x(t) je Gplné Feseni problému (4.1), (4.3) definované na intervalu (S,7); pfitom
plati —oo < S < T < oo. Toto feSeni lze interpretovat budto jako graf zobrazeni x : (S,T) —
2, nebo jako orientovanou kifivku C' = {x(t): S <t < T} ve fazovém prostoru 2 zadanou
parametricky. Tuto kfivku nazyveme trajektorii reseni x.

Ktivku CT = {x(t) : t > 0}, resp. C~ = {z(t) : t < 0}, nazveme pozitivni, resp. negationi,
polotrajektorii systému 4.1.

Priklad:

Pocatec¢ni tiloha pro linedrni systém

/

r =-Yy, y/ =, .%'(0) = Zo, y(O) =Y
ma feSeni z(t) = rcos(t + ), y(t) = rsin(t + ¢), kde
Lo . Yo
r:\/:vg—kyg, CosSY = ————, SsinyY = ————.
Vg + g Vg + g
Ponévadz x(t)? + y(t)? = r2, jsou trajektorie feseni kruznice se stiedem v pocatku. [

Tvrzeni 12. Jsou-li x = x(t), y = y(t) feseni systému (4.1), pak jejich trajektorie budto
splyvaji, nebo nemaji zadny spolec¢ny bod.

Dikaz: Necht x(t1) = y(t2) pro néjaka t1,t2 > 0. Podle Tvrzeni 10 je z = z(t) = x(t+(t1—12))
feSenim rovnice (4.1) s pocateéni podminkou z(t2) = x(t1). Trajektorie feSeni z a x zfejmé

splyvaji. Soucasné ale z je feSenim rovnice (4.1) s pocateéni podminkou z(t2) = y(t2) a
z predpoklddané jednozna¢né Fesitelnosti problému (4.1) s libovolnou pocateéni podminkou
plyne z = y. U

Definice 12. Bod z* € Q2 se nazyva staciondrni bod (rovnovazny bod, ekvilibrium, kriticky
bod, singuldrni bod, degenerovand trajektorie) rovnice (4.1), jestlize f(x*) = 0.
Trajektorie rovnice (4.1) se nazyva cyklus, je-li uzavienou kiivkou.
Trajektorie {x(t) : t € (S,T)} rovnice (4.1) se nazyva homoklinickd, jestlize existuje stacio-
narni bod * € Q takovy, ze lim () = lim «(t) = z*.

t—T— t—S+

Trajektorie {x(t) : t € (S,T)} rovnice (4.1) se nazyva heteroklinickd, jestlize existuji stacio-
narni body x € Q, 3 € Q takové, zZe x] # =3, tErTrE x(t) == a tlirg+x(t) =x3.

Véta 10 (Klasifikace trajektorii). Libovolnd trajektorie teseni autonomniho systému (4.1) je
praveé jednoho z typu:

— staciondrni bod (odpovida konstantnimu TeSenim);

— cyklus (odpovidd nekonstantnimu periodickému Teseni);

— trajektorie, ktera sama sebe neprotind.

Dikaz plyne z Tvrzeni 10 a 12. O

Poznamenejme, v pripadé stacionarniho bodu a cyklu je feseni definované pro kazdé t € R,
tj. S = —o00, T = 0.
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Linearizace autonomniho systému v okoli stacionarniho bodu

Necht z* € Q je stacionarni bod autonomniho systému (4.1). Odchylka od tohoto stacionar-
niho bodu je definovana rovnosti

y(t) = x(t) —x*.

Pak plati y' = @’ —o = f(x). Pokud je zobrazeni f dvakrat spojité diferencovatelné (tj. kazda
jeho slozka ma spojité parcidlni derivace podle vSech proménnych), pak podle Taylorovy véty
plati

y = f(2) = f@@) + F @) (@ ~2*) + 0 (o~ 2"3) = £ @)y + O (Iyl3) .

Ptitom O (||y||§> je zbytek Taylorova polynomu prvniho stupné a derivace f'(x*), nékdy

oznacovand D f(x*) nebo J¢(x*) = J(x*) a nazyvana Jacobiova matice zobrazens f, je matice

8f1 * afl * afl *
8—951(56 ) 8—952(96 ) B—mn(x )
0 0 0
Ly 22y o P
D f(z*) = J(z*) = !
a—xl(ﬁc ) 6—332(96 ) e a—xn(ﬁc )

7 ptredchoziho vypoctu plyne Ze v ,malém® okoli rovnovazného bodu x* se ,mala*“ odchylky
od tohoto stacionarniho feseni vyviji jako feSeni lineaarniho systému s konstantni matici

' = J(z*)x. (4.6)

Systém (4.6) se nazyva linearizace systému (4.1) ve staciondrnim bodé x* nebo variacni
rovnice systému (4.1), matice J(x*) se nékdy nazyva variacni matice systému (4.1).
Linearni systém (3.23) s konstantni matici A je autonomnim systémem. Pokud je det A # 0,
pak je bod o jeho jedinym stacionarnim bodem. Podle Tvrzeni 9 plati: pokud vSechna vlastni
¢isla matice A maji zapornou realnou ¢ast, pak kazda nenulova trajektorie systému (3.23)
sméruje do stacionarniho bodu, maji-li kladnou realnou c¢ast, pak kazdé nenulova trajektorie
systému (3.23) sméfuje ze stacionarniho bodu. Toto pozorovani motivuje néasledujici definici.

Definice 13. Necht * je izolovany stacionarni bod autonomniho systému (4.1). Rekneme, ze
stacionarni bod x* je hyperbolicky, pokud kazdé vlastni ¢islo varia¢ni matice J(x*) = D f(x*)
mé nenulovou realnou ¢ast. Maji-li vSechna vlastni ¢isla matice J(x*) kladnou redlnou ¢ast,
fekneme, Ze hyperbolicky stacionarni * bod je zdroj (source); maji-li vSechna vlastni ¢isla
matice J(x*) zédpornou redlnou ¢ast, fekneme, Ze hyperbolicky stacionarni bod x* je stok

(sink).

4.1 Autonomni rovnice (autonomni systémy na piimce)

Rovnice (4.1) pro n = 1, tj. rovnice

¥ = f(2) (4.7)
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je specidlnim pripadem rovnice se separovanymi proménnymi. Postupem uvedenym na str. 1.1
lze tedy najit jeji feSeni piinejmensim v implicitnim tvaru. Casto ovSem rozbor stavového
prostoru d& nazornéjsi predstavu o pribéhu jejiho feseni.

Stavovym prostorem 2 autonomni rovnice (4.7) je interval nebo sjednoceni intervali.
Trajektorie mutze byt

e Piimka, pokud je stavovym prostorem celd mnozina R a funkce f je stale kladna nebo
stale zaporna.

e Polopiimka bez krajniho bodu, pokud existuje ¢islo a € R takové, ze f(a) = 0 nebo
a ¢ ) nastava néktera z (nevylucujicich se) moznosti

(—00,a) CQ, f(z)#0prox <a, nebo (a,00) <K, f(z)#0proz>a.

e Vnitfek tsecky, pokud existuji ¢isla a, b € R takovd, zZe (a,b) C Q, f(x) # 0 pro z € (a,b)
a
f(a) =0mnebo a & Q2 asoucasné f(b) =0 nebob ¢ Q.

V piipadé a € €2, b € Q) se jedna o heteroklinickou trajektorii.

e Stacionarni bod z* € Q, pokud f(z*) = 0.

Orientaci trajektorie je bezprostiedné vidét z grafu funkce f, viz Obr. 4.1. Je-li trajektorii
pfimka nebo vnitiek polopfimky nebo tusecky, pak je trajektorie orientovand souhlasné s
orientaci osy x, pokud f(x) > 0 ve vSech bodech této piimky nebo vnittku polopfimky nebo
usecky. Takovym trajektoriim odpovidaji rostouci Feseni rovnice (4.7). Pokud je zde f(z) < 0,
pak je trajektorie orientovana proti orientaci osy .

Necht z* je staciondrnim bodem rovnice (4.7) takovym, Ze existuje jeho pravé ryzi okoli
(x*,z* +¢) C Q tak, ze f(x) # 0 pro z € (z*,2* + ¢). Trajektorie odpovidajici feSeni rovnice
(4.7) s pocatetni podminkou z(0) = zg € (z*,2* + ) sméfuji ke stacionarnimu, resp. od
stacionarniho, bodu z*, pokud f(x) < 0, resp. f(x) > 0, na intervalu (z*, 2* 4+ ¢). Analogicky
mizeme vysSetfit smér trajektorii nalevo od stacionarniho bodu.

Necht nyni z* je vnitfni stacionarni bod rovnice (4.7), tj. z* € Q° a f(z*) = 0. Pokud je
funkce f diferencovatelnd a f'(z*) # 0, pak je tento stacionarni bod izolovany, tj. existuje jeho
ryzi okoli, v némz f(x) # 0. Je-li ptitom f/(z*) > 0, resp. f’(z*) < 0, pak vSechny trajektorie
zacinajici v okoli bodu x* sméfuji od stacionarniho, resp. ke stacionarnimu, bodu z*.

Smérovani trajektorii od stacionarniho bodu nebo k nému inspiruje klasifikaci stacionar-
nich bodu:

Obrazek 4.1: Pfiklad pravé strany f(z) autonomni rovnice (4.7) a pfislusného potencidlu
V(z). Stacionarni bod z7 je sedlo, x5 je nestabilni uzel a x% je stabilni uzel.
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Definice 14. Nechf z* je izolovany stacionarni bod rovnice (4.7), tj. f(z*) = 0 a existuje
ryzi okoli O(z*) = (z* —e,2*) U (z*, 2" + ¢) takové, ze f(z) # 0 pro z z O(z*). Equilibrium
** se nazyva

stabilni uzel nebo stok (sink), pokud vSechny trajektorie zacinajici v okoli O(z*) sméfuji
k bodu z*,

nestabilni uzel nebo zdroj (source) pokud vsechny trajektorie za¢inajici v O(x*) smétuji od
bodu x*,

sedlo, pokud existuji dvé trajektorie zacinajici v O(z*), z nichz jedna sméfuje k bodu z* a
druhé od ného (vSechny trajektorie za¢inajici v O(x*) jsou orientovany stejné).

Evidentné plati (viz Obr. 4.1):

Tvrzeni 13. Necht z* je izolovany stacionarni bod rovnice (4.7) a O(z*) je jeho ryzi okoli
zavedené v predchozi definici. Pokud funkce f neméni na O(z*) znaménko, pak je z* sedlo.
Pokud je funkce f na O(z*) ryze rostouci, pak je z* nestabilni uzel, pokud je funkce f na
O(x*) ryze klesajici, pak je z* stabilni uzel.

Je-li funkee f na okoli bodu z* diferencovatelna a f'(z*) > 0, resp f/(z*) < 0, pak je z*
nestabilni, resp stabilni uzel.

Je-1i funkce f na okoli bodu z* dvakrat diferencovatelné a f/'(z*) = 0 # f”(x*), pak je z*

sedlo.

Jinou ,nézornou pomtckou“ pro vysetiovani orientace trajektorii je potencial rovnice:

Definice 15. Diferencovatelnd funkce V' :  — R se nazyva potencidal rovnice (4.7), pokud
—V'(z) = f(x) pro kazdy bod x € Q.

Ponévadz o funkei f na pravé strané rovnice (4.7) pfedpokladame, Ze je spojita, potencial
existuje a je primitivni funkci k funkci — f.

Necht z* je staciondrni bod rovnice. Z predchozich tvah nebo z geometrického nazoru
(viz Obr. 4.1) plyne: pokud je bod z* bodem ostrého lokdlniho minima potencidlu V', pak
vSechny trajektorie zacinajici v ryzim okoli bodu z* sméruji k bodu x*; je-li bod z* bodem
ostrého lokalniho maxima potencialu V', pak vSechny trajektorie zac¢inajici v ryzim okoli bodu
z* sméruji od bodu z*.

4.2 Autonomni systémy v roviné

V tomto oddilu se budeme zabyvat systémem (4.1) pro n = 2, tedy systémem

e f(x,y)
y = g(z,y). (48)

Definice 16. Kiivka zadana implicitné rovnici f(z,y) = 0 (resp. g(x,y) = 0) se nazyva
x-nulklina (resp. y-nulklina) rovnice (4.8).

Prisecik nulklin je stacionarni bod, te¢na k trajektorii v jejim pruseciku s xz-nulklinou
(resp. y-nulklinou) je rovnobéznd s osou y (resp. x).
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Definice 17 (typy stacionarnich bodu v roviné). Staciondrni bod (z*,y*) systému (4.8) se
nazyva

sedlo, jestlize existuje jen konedny pocet trajektorii (x,y) = (x(t),y(t)) takovych, ze

lim (z(t),y(t)) = (z*,y") nebo tiiljloo (z(t),y(t) = (=", y");

t—o00

uzel, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii s (z(0),y(0)) € U
plati
lim (2(t),4(t)) = (=*,y°) nebo _lim_((t),y(t)) = (z",y")

t—o00 ——00

a pro orientovany thel ¢ (t), ktery svira vektor (z(t),y(t)) — (z*,y*) s néjakym pevnym
vektorem existuje vlastni tlim ¥ (t) nebo tlim P(t);
—00 ——00

ohnisko, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, Ze pro kazdou trajektorii s (x(0),y(0)) € U
plati
lim (2(0), (1)) = («*,5") nebo Tim_(a(t),y(1) = (@",y")

t—o0 ——00
a pro orientovany thel ¢(t), ktery svira vektor (ﬂ:(t), y(t)) — (2*,y*) s néjakym pevnym
vektorem plati

tli>I?O ¥(t) = oo nebo tll}?o 1 (t) = —oo nebo tl}r_noow(t) = 00 nebo tl}r_noow(t) = —00

(trajektorie se pfiblizuje ke staciondrnimu bodu (nebo se od ného vzdaluje) po spiréle);
bod rotace, jestlize v jeho libovolném okoli lezi cyklus, obsahujici (z*,y*) ve svém vnitiku;

stred, jestlize existuje jeho ryzi okoli U takové, ze kazda trajektorie s (2(0),y(0)) € U je
cyklem obsahujicim (z*, y*) ve svém vnittku (stfed je specidlnim p¥ipadem bodu rotace).

Poznamenejme, ze stied je specidlnim piipadem bodu rotace.

Ohnisko nebo uzel se nazyva stabilni, resp. nestabilni, pokud pro kazdé feseni systému (4.8)

s pocateéni hodnotou v ryzim okoli U bodu (z*,y*) plati tlim (z(t),y(t)) = (a*,y*), resp.
— 00

Jim((8),y(1) = (2%, y7).

Priklad: typy stacionarniho bodu autonomniho linearniho systému

Systém (3.24) méa v pripadé det A # 0 jako jediny izolovany stacionarni bod pocatek (0,0).
Tento systém je explicitné vyresen na zavér ¢asti 3.3.1. Z vysledkd vidime:

o det A < 0: Trajektorie tohoto systému jsou jednak dvé polopfimky {ie’\ltwl 1t e R},
které odpovidaji kladné vlastni hodnoté A\; a pfislusnému vlastnimu vektoru wi, a
proto jsou orientované smérem od pocatku, jednak dvé polopfimky {ie’\2tw2 1t e R},
které odpovidaji zaporné vlastni hodnoté Ay a prislusnému vlastnimu vektoru ws a jsou
orientovany smeérem k pocatku. Pro ostatni trajektorie {cleAlt'wl + cgeMtwy s t € R}
plati lim Hcle)‘ltwl + cze’\2tw2H = lim Hcle)‘ltwl + CQe’\Qtng = 0.

t—o0 t——00

Stacionarni bod (0,0) je tedy sedlo.
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det A = 1 (tr A)® det A

1
4

stok
ohnlsko

zdroj

N\ % <
Obrazek 4.2: Typy izolovanych stacionarnich bodt dvourozmérného autonomniho linearniho
homogenniho systému (3.24) v zavislosti na hodnotach stopy a determinantu jeho matice.

e detA > 0:

o (tr A)2 > 4det A: Necht vlastni hodnoty jsou oznaceny taky ze |[A1| > || a w1, wo
jsou prislusné vlastni vektory. Neni-li vlastni hodnota A\; dvojnasobna jednodu-
chého typu, pak trajektorie systému jsou dvé poloptimky pq 2 = {:I:e)‘lt'wl te R}
které jsou orientovany smérem od po¢atku (pokud A; > 0) nebo smérem k pocatku
(pokud A\; < 0); ostatni trajektorie jsou orientovany shodné smérem od nebo k po-
¢atku a polopfimky p1 2 jsou jejich polotec¢ny. V opa¢ném piipadé jsou trajektoriemi
vSechny polopfimky vychazejici z pocatku a orientované k nému (pokud A\; < 0)
nebo od ného (pokud A\; > 0). V kazdém piipadé je stacionarni bod (0,0) uzlem,
ktery je stabilni pro A1 < 0 a nestabilni pro A\; > 0. Znaménko vlastni hodnoty je
urceno stopou matice A.

o tr A < 0: Stacionarni bod (0,0) je stabilni uzel.
o tr A > 0: Stacionarni bod (0,0) je nestabilni uzel.

o (tr A) ? < 4det A: Vlastni hodnoty jsou komplexné sdruzené \; o — =+ 3i a trajektorie
jsou

{eo‘t((cl cos Bt + co sin ft)u + (1 cos ft — ¢y sin Bt)v) i te IR{} ,

kde u,wv jsou linearné nezavislé vektory. Trajektorie jsou tedy logaritmické spi-
raly (pokud « # 0) nebo elipsy (pokud « = 0). Spiraly jsou orientovany smérem
k pocatku pro (o < 0) nebo od ného (pro o > 0); spirély i elipsy jsou oriento-
vany v kladném symyslu, pokud koeficient ¢ systému (3.24) je kladny, v zdporném
smyslu, pokud ¢ < 0.
o tr A < 0: Stacionarni bod (0,0) je stabilni ohnisko.
o tr A = 0: Stacionarni bod (0, 0) je stfed.
o tr A > 0: Stacionarni bod (0,0) je nestabilni ohnisko.

Vysledky provedené analyzy linedrniho dvourozmérného systému (3.24) s konstantni matici
jsou shrnuty graficky na obrazku 4.2. [ |
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det J* <0

sedlo

det J* > 0

(trJ*)? > 4 det J*

(tr J*)? < 4 det J*

trJ* <0

stabilni uzel

stabilni ohnisko

trJ >0

nestabilni uzel

nestabilni ohnisko

Tabulka 4.1: Kvalitativni vlastnosti feSeni systému (4.8) v okoli stacionarniho bodu (z*,y*);
J* = J(x*,y*) je varia¢ni matice tohoto systému ve stacionarnim bodé.

Na zakladé tivah provedenych na str. 83 usuzujeme, ze v okoli izolovaného stacionar-
niho bodu (z*,y*) lezictho uvniti stavového prostoru se trajektorie systému (4.8) ,chovaji
podobné“ jako trajektorie jeho linearizace. Presnéji:

Véta 11. Necht funkce [ a g jsou dvakrdt spojité diferencovatelné a
of of

OR Fi 6

(4.9)
o "
je linearizace systému (4.8) v okoli izolovaného staciondrniho bodu (x*,y*) € Q°. Pak plati:

o Je-li pocdtek uzel, ohnisko nebo sedlo systému (4.9), pak staciondrni bod (x*,y*) sys-
tému (4.8) je stejného typu;

o Je-li pocdtek stred systému (4.9), pak staciondrni bod (z*,y*) systému (4.8) je bod
rotace nebo ohnisko systému (4.8).

Dikaz za ponékud obecnéjsich predpokladi je proveden v monografii P. HARTMAN: Ordinary
Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-Sydney 1964, kap. VIII. U

S pouzitim terminologie zavedené v definici 13 mtizeme ¢ast tohoto tvrzeni preformulovat:
Je-li (z*, y*) hyperbolicky staciondrni bod systému (4.8), pak je stejného typu jako stacionarni
bod (0,0) linearizace tohoto systému ve staciondrnim bodé (z*,y*). S vyuzitim vysledka
predchoziho prikladu muzeme toto tvrzeni vyjadrit formou Tabulky 4.1.

Véta 12 (Dulacovo kritérium). Necht funkce f, g jsou spojité diferencovatelné na 2 a existuji
jednoduse souvisld oteviend mnozina B C € a spojité diferencovatelnd funkce q : B — R tak,
Ze vyraz

Fo) = 5awa) (@) + 5o p)g(a,n)

je pro vechna (x,y) € B nezdaporny nebo je pro vsechna (x,y) € B nekladny, pricemz mnozina
{(z,y) € B: F(z,y) =0} md miru 0. Pak v mnoZiné B neezxistuje cyklus systému (4.8).

Diikaz: Pripustme, Ze existuje cyklus C' C B rovnice (4.8) a necht jeho parametrické vyjadieni
je
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ptitom funkce ¢, ¥ vyjadiuji w-periodické Feseni systému (4.8), tedy

¢'(t) = fe),v(1),  ¥'(t) =g(e(t),e()).

Predpokladejme, ze kiivka C' je orientovana kladné a ma
tvar ovalu, tj. existuji na ni pravé dva body, v nichz je y
te¢na rovnobézné s osou y a pravé dva body, v nichz je
teéna rovnobé&zna s osou x. Oznaéme A mnozinu ohra-
ni¢enou kfivkou C, [a,b] pramét mnoziny A na osu z,
to hodnotu parametru pro niz ¢(tg) = p(to + w) = b, «
nejmensi kladné ¢islo pro néz ¢(tg + o) = a.

Daéle zavedeme funkce m = m(x), resp. M = M(x),
takové, ze jejich graf na intervalu [a, b] splyvé s dolnim, : ‘
resp. hornim, obloukem ktivky C. Pak a b @

m(z) = (™ (@) = (1) pro t € [to + ato +wl,
M(x) = (™ (@) = (1) pro t € [to,to + ol

7 predpokladi véty a obecnych vlastnosti integralu plyne, Ze

// F(z,y) #0. (4.10)
A
Podle Fubiniovy véty nyni plati
I—//2 (z,y)g(z,y)daxdy =
= 8yq yY)9\L, Y Yy =
A
b M(:L“)a b
_ v _ M (x) _
= / 9y 1@ ¥)9(@:y)dy | dv = / la(x, 9)g (@, y)], 2y A =
a m(m) a

b b
:/q(m,M(:ﬂ))g(:ﬂ,M(ﬂ:))dx—/q(:ﬂ,m(ﬂ:))g(ﬂ:,m(:ﬂ))dx.

V integrélech zavedeme substituci z = ¢(t), tedy dz = ¢'(t)dt = f(p(t),¥(t))dt,

to

1= / 2 ((8), (6)) g (0(t), w(0)) £ (0(t), (1)) dt—

to+a
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kde § ®(z,y)ds oznacuje kiivkovy integral z funkce ® pres uzavienou kiivku C. Analogicky
C
ukazeme, Ze

7= [[ spatw sy = §a(e.00) 160, 60)g(o0.60)ds.
A

C

Odtud plyne, ze

// F(z,y) = // <8<q<x’%¥(:ﬂ’y)) + 8<q<x’%f(x’y))> dedy = J+1 =0,
A A

coz je ve sporu s (4.10).
V pripadé, ze by kiivka byla orientovana zaporné, provedeme diikaz stejné s prislusnou
zménou znamének.

Pokud by na kiivce C' existovalo k& > 2 bodi, v nichz je te¢na rovnobézny s osou ,
rozdélili bychom interval [tg,tg +w] na k subintervali [to, to + a1], [to + a1,t0 + a1 + 2], ...,
[to + w — ag, to + w] takovych, Zze na kazdém z nich oblouk kfivky C' splyne s grafem néjaké
funkce proménné x. O

Dusledek 6 (Bendixsonovo kritérium). Necht funkce f, g jsou spojité diferencovatelné na
a existuje jednodusSe souvisld oteviend mnozina B C § tak, Ze vyraz

of (z,y) . dg(z,y)
ox dy

je pro vSechna (x,y) € B nezdporny nebo je pro vsechna (x,y) € B nekladny, pricemz mno-
Zina, na niz je tento vyraz nulovy mda miru 0. Pak v mnoziné B neexistuje cyklus systému

(4.8).

Priklad: Jednoduchy model producent-konzument

V tomto modelu si pod pojmem ,producent® miizeme piedstavit populaci, kterd vyuziva
néjaky neomezeny zdroj', napf. zelené rostliny, které vyuzivaji sluneéni svétlo a atmosféricky
uhlik. Takovéa populace by rostla s néjakym kladnym rtstovym koeficientem, sr. str. 2—4.

,Konzumentem® budeme rozumét populaci, pro niz producent predstavuje zdroj; muze
jit napiiklad o herbivora ziviciho se piislusnou rostlinou?. Pro populaci konzumenta je kapa-
cita prostfedi (sr. str. 4) urcend velikosti populace producenta. V nejjednodussim pfiblizeni
muzeme tyto veli¢iny povazovat za timérné.

Populace konzumenta spotiebovéava, a tim nici, jedince z populace producenta; jinak fe-
¢eno, zvétsuje tmrtnost producentti. Budeme opét jednoduse predpokladat, ze toto zvétseni
umrtnosti producentt je tmérné velikosti populace konzument.

Ozna¢me N1 = Ni(7), resp. No = Na(7), velikost populace producenta, resp. konzumenta,
v Case 7. Vyvoj téchto velikosti miizeme na zdkladé uvedenych zjednodusujicich predpokladt

Ve skutec¢nosti zadny zdroj neni neomezeny. Populace navic potfebuje prostor, ktery je kone¢ny. Presnéjsi
by tedy bylo fikat, Ze pro potfeby modelu zanedbavame nebo neuvazujeme vSechna ptirozend omezeni.
2 o . . .
Strucné muzeme mluvit o modelu ,trava-krava“.
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(uzitim analogickych uvah jako na str. 2-4) modelovat systémem dvou autonomnich rovnic

dN-

d—Tl = Nl(’l“l —CLNQ),

(M (4.11)
ar ~ 7? bNy )

Parametry r1, 79, a, b jsou kladné; r je éisty rustovy koeficient populace producenta (relativni
prirtustek velikosti za jednotku ¢asu v pfipadé, ze populace producenta neni konzumovana),
a je koeficient imérnosti mezi imrtnosti producentd zpusobenou konzumenty a velikosti po-
pulace konzumentt (podil producentii zkonzumovanych populaci konzumenti o jednotkové
velikosti za jednotku ¢asu v populaci jednotkové velikosti), ro je maximalni mozny rustovy
koeficient populace konzumenta (relativni prirtstek velikosti populace za jednotku ¢asu v pti-
padé, Ze mé neomezeny piisun poptravy), b je koeficient imeérnosti mezi tzivnosti prostiedi
pro konzumenta a velikosti populace producenta.

Velikosti populaci jsou ¢isla nezaporna. Velikost populace producenta v uvazovaném mo-
delu musi navic byt nenulové, nebot je ve jmenovateli zlomku na pravé strané druhé z rovnic
(4.11). To znamend, Ze stavovy prostor systému (4.11) je mnozina £ = (0,00) x [0, c0).

Velikosti populaci i ¢as vyjadiime v néjakych ,pfirozenych jednotkach®. Méritko zavisle i
nezavisle proménnych (stavovych proménnych i éasu) zménime tak, Ze polozime

b
x:a_Nl, yzﬁNQa t:T’l’T, Q:Q
1 ] ]
Pak je
ab
,  dx dE Lar ab( N)Nl a< )rl (1- )
r=— —=—(r1—a —=—=(rm—a—y)—=z=(1—-y)z
at ~ dr dt g oA T\ Y) ab v
a
d—N.
oW P a0 NaN1 _ann (0 n —w(1-4)
dt dr dt r 2 ° bN1 /) 71 r? a a”rx x/)’
Pouzita substituce tedy transformuje systém (4.11) na jednodussi systém
= (1-y)z,
4.12)
y (
Y=oy <1 = —)
x

s jedinym kladnym bezrozmérnym parametrem p. Stavovym prostorem je opét mnozina ) =
(0,00) x [0,00).

Ponévadz x # 0, ma systém (4.12) jedinou z-nulklinu, polopfimku y = 1, a jedinou y-
nulklinu, polopfimku y = z. V dusledku toho mé jediny stacionarni bod (z*,y*) = (1,1).
Pod poloptimkou y = 1 smétuji trajektorie doprava, nad ni sméiuji doleva. Nad polopiimkou
y = x smétuji trajektorie dold, pod ni nahoru. Fazovy portrét systému (4.12) je zobrazen na
obr. 4.3 vlevo. Z ného je vidét, ze trajektorie mohou obihat v kladném smyslu stacionarni
bod. Neni ovSsem jasné, zda se k nému priblizuji, vzdaluji se od ného nebo tvori uzaviené
kiivky. Z fazového portrétu tedy neni mozné uhodnout pribéh feseni systému (4.12).
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]

AR

1 x

Obrézek 4.3: Vlevo: fazovy portrét systému (4.12). Vpravo: hypotetickd moznost existence
cyklu v pripadé, ze stacionarni bod je ohnisko a stok.

Vysetiime linearizaci systému (4.12). Mame

1—y —x
D f(z) = Y\ 2 y |
e7) e
tedy
=1 = <2 _2)
a déle

trJ*=—-p<0, detJ"=p>0, (trJ*)2 —4det J* = p(p —4).

Odtud vidime, Ze stacionarni bod (1,1) je stok. V piipadé o > 4 je to uzel, v pfipadé o < 4
je to ohnisko.

Tento vysledek ovSsem jesté nevylucuje, ze by ve stavovém prostoru nemohl byt cyklus.
Ten by mohl byt uzavienou kiivkou, na niz se z jejiho vnéjsku trajektorie navijeji a do vnitiku
se z ni trajektorie odvijeji; takovd moznost je naznacena na obr 4.3 vpravo. Existenci cyklu
systému (4.12) vylou¢ime Dulacovym kriteriem (Véta 12). Polozime

1

q(z,y) = -t

0 (1 0 1 y\_ o
F(ac,y)—aﬂ3 (y—1>+8yg<:ﬂ—w2>__:ﬂ2<0

pro vSechna x > 0 a proto neexistuje cyklus systému (4.12) v kladném kvadrantu (0, 00) x

Pak je

(0, 00).
Trajektorie systému (4.12) pro dvé rtizné hodnoty parametru g jsou zobrazeny na obr. 4.4;
vlevo je stacionarni bod (1, 1) ohniskem, vpravo uzlem. [ ]

Véta 13 (Poincaré (1854-1912)-Bendixson (1861-1935)). Jestlize rovnice (4.1) ma trajektorii
Ct = {x(t) : t > 0}, kterd je ohranicend a jeji uzdvér neobsahugje staciondrni body rovnice
(4.1), pak existuje cyklus rovnice (4.1), ktery lezi v C+.
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1 x 1 T

Obrazek 4.4: Trajektorie systému (4.12) se dvéma rtznymi hodnotami parametru p. Vlevo:
0 = 0,5 a stacionarni bod je ohnisko, vpravo: ¢ = 8 a stacionirni bod je uzel.

Diikaz: P. HARTMAN: Ordinary Differential Equations. John Willey&Sons, New York-London-
Sydney 1964, kap. VII. O
4.3 Konzervativni systémy

Nejprve pfipomeneme dva pojmy, jeden z analyzy a druhy z linedrni algebry: Operétor V (na-
bla, gradient) pfifazuje spojité diferencovatelné skalarni funkci F' proménnych x1, za, ..., 2,

T
gpo (98 OF 0PN
ox1 Oxo oxy,

vektorovou funkeci

stejnych proménnych.
Matice A se nazyva antisymetrickd (polosymetrickd, anglicky skew-symmetric), pokud plati
rovnost A = —A”.

Definice 18. Funkce U : Q@ — R se nazyva pruni integrdl (invariant) systému (4.1), je-li
spojité diferencovatelna a v kazdém bodé x € Q pro jeji derivaci vzhledem k systému (4.1)
plati

U(2) = VU(@)" f(2) = }_ 7~(2)fi() = 0.

Rekneme, 7e systém (4.1) je konzervativni, jestlize existuje jeho prvni integral.

Véta 14. Necht U : Q — R je pruni integral systému (4.1) a necht x(-) je reseni systému
(4.1). Pak je funkce U(x(-)) konstantni.

Dikaz:

GU@0) =3 T @0) o) = 3 5 w0 (e 0) =0 g

Prvni integrél tedy vyjadfuje veli¢inu, kterd je na trajektoriich systému (4.1) konstantni,
tj. veli¢inu, ktera se v pritbéhu vyvoje systému zachovava; nazev ,invariant“ je tedy adekvatni.
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Systém je konzervativni, pokud zachovava (konzervuje) veli¢inu U. V aplikacich muze jit napt.
o celkovou energii nebo hmotu a podobné.

Vétu lze preformulovat i takto: trajektorie systému (4.1) jsou vrstevnicemi prvniho inte-
gralu. Znalost prvniho integralu tedy poskytuje informaci o feseni systému (4.1).

Znalost nékolika prvnich integrali umoziuje také zmensit dimenzi systému (4.1). Uva-
zujme systém (4.1) s pocéateéni podminkou (4.3). Necht k je pfirozené ¢islo spliiujici ne-
rovnosti 1 < k < n, Up,Us,..., U jsou prvni integraly systému (4.1) a nechf vektory
VU (x0), VUs(x0), . . ., VUr(x0) jsou linearné nezavislé. Definujme zobrazeni ® =: Q — R*,
® = (9, Ps,...,P;)7 predpisem

Us(z) — Uk (o)

Toto zobrazeni je spojité diferencovatelné. Oznacme

Lo = ((330)1, (330)27 cees (ﬂlo)n))T = (360,17900,27 ce 7900,n)T
Yy = (x17x27"'7xk)T7 z = (I’k+17xk+2,...,$n)T,
Yo = (T01,70.2, -+ T0k) 5 20 = (L0t 1, T0k12s - -+ T0Om) " -
Pak je ®(yo, z0) = 0 a z linearni nezavislosti vektortt VUi (xg), VU (o), . .., VUkr(20) plyne
0 0 0
— , 2 — , 2 e —0 , 2
o 1(Yo0, 20) 9 1(o0, 20) m 1(Yo0, 20)
0 0 0
% 9 A,
det | aur 2(Yo, 20) s 2(¥0, 20) o 2(Y0.2z0) | _
o o 9
— P ,Z — P 2 e — @ ,Z
e k(yO 0) Dy k(yo 0) o k(yo 0)
0 0 0
—U —U U
8561 1(1:0) 8562 1(1:0) 8£Ck 1($0)
0 0 0
— det | 9y 2™ g Ur(®0) o Gpte(@o) | L
0 0 0
a_xlUk(xO) 8—:::2Uk(x0) 8—%Uk($o)

Jsou splnény predpoklady véty o implicitnim zobrazeni (viz napt. Z. DOSLA, O. DoSLY: Di-
ferencidlni pocet funkci vice proménngch. MU, Brno 1999, Véta 8.5). To znamena, Ze existuje
jediné spojité zobrazeni W = (U1, Wy, ..., ;)T : R"F - RF takové, ze ‘I'(\If(zo),zo) = o.
Substituci
1 = Thk+1, 22 = Lk+25 -5 Zn—k — Tn

prejde systém (4.1) na systém

21 =fkr1(P1(21, 22, 2n—k)s Wal21, 22, o s Znek )y oo o Ui(21, 225« - oy Znek)s 215 22, -« s Zn—k)s

2 =frr2(P1(21,29, -y 2n—k), P2(21, 29, o s Zn—k)s - s Ok(21, 29, ooy Zn—k)s 215 225« -+ s Zn—k )5

2l = (W21, 22, Zn—k), Y21, 22, oy Znek)s -, Wi(21, 22, oo, Znek)s 21,22, - -+ s Zn—k)-
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Strucné feceno, slozky x1,x9,. ..,z vypoclitame ze soustavy rovnic
Ul(:vl, To,... ,xn) = U1($071, $072, e ,xom),
Us(z1, w2, .., 2,) =Us(w0,1, %02, - - -, Zo,n),
Up(z1, 22, ..., 7)) =Ur(®0,1, %02, - - - s Ton),
tak, ze je vyjadiime v zavislosti na slozkach xp 1, g 2,...,2y, a pak je dosadime do posled-

nich n — k rovnic systému (4.1). Obecnéji: vyjadiime k neznamych funkei pomoci zbyvajicich
n — k a dosadime je do prislusnych n — k£ z puvodnich diferencidlnich krovnic.

Priklad
Uvazujme dvourozmeérny systém
o' =y —1),
Y =—xy
se stavovym prostorem Q = (0,00) x (0, 00). Prvni integrél tohoto systému lze hledat tak, ze
druhou rovnici vydélime rovnici prvni. Dostaneme

(4.13)

dy Ty y

dr — aly-1) 1-y’

coz je rovnice se separovanymi proménnymi, sr. 1.1. Jeji feSeni je implicitné dano rovnici
T+ 1y — Iny = const.
Funkce U : 2 — R definovana vztahem
U(z,y) =z+y—Iny (4.14)
je prvnim integralem systému (4.13), nebot

Ulr,y) =1 2(y—1)+ (1—§> (~xy)=zy—z—2y+2=0.
Pokud funkce z = x(t), y = y(t) jsou FeSenim systému (4.13) s poc¢ateéni podminkou
2(0) =z, y(0) = yo, (4.15)
pak pro vSechna ¢t > 0 plati
z(t) +y(t) —lny(t) = U(w(t), y(t)) = U(xg,y0) = zo + Yo — Inyo,

tedy
z(t) = y(t) +ny(t) + zo + yo — Inyo. (4.16)

Dosazenim tohoto vyjadfeni funkce x do druhé rovnice systému (4.13) dostaneme

y' = —y <y+lny£ +wo+yo>- (4.17)
0

Druh4 slozka feSeni poc¢ate¢niho problému (4.13), (4.15) je tedy FeSenim (skalarni autonomni)
rovnice (4.17) s poc¢ateéni podminkou y(0) = yo; jeho prvni slozka je pak dédna rovnosti (4.16).
|
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Definice 19. Necht existuje antisymetrickd matice S a spojité diferencovatelna funkce H :
2 — R takova, ze pro vSechna x je f(x) = SVH (x). Pak se systém (4.1) nazyva hamiltonov-
sky, funkce H se nazyva hamiltonidn systému (4.1).

Hamiltonovsky systém je tedy tvaru
x' = SVH(z).
Véta 15. Hamiltonovsky systém je konzervativni, hamiltonidn je jeho invariantem.

Drikaz: Nejprve si vSimnéme, e pro libovolny vektor & € R™ a antisymetrickou matici S fadu
n plati

v!Sy = ('vTS'U)T =v'STy = —vTSw

a tedy v”Sv = 0. Odtud plyne, Ze

VH(x)! f(x) = VH(z)TSVH(z) = 0. 0

Priklad

Systém (4.13) vyjadiime v logaritmickych soufadnicich, tj. zavedeme substituci
E=lnz, n=Iny. (4.18)

Pak je
/ /
§'zx—:y—1:e”—1, n':y—:—x:—eg.
€ Y
Transformace (4.18) prevadi systém (4.13) na systém tvaru
é./ = en - 17
e (4.19)

ktery mizeme vektorové zapsat jako

& [0 1 e
n) \-1 0)\e"—1)"
Matice na pravé strané této rovnice je antisymetrickd. K tomu, aby funkce H = H(&,n) byla

hamiltonidnem systému (4.19) staci, aby spliiovala vztahy

8_H = ef, 8_H —e—1,

o€ on

tj. aby byla kmenovou funkei diferencialu efd¢ + (e — 1) dn. Z¥ejmé staéi volit
H(& ) = e +e —.

Jesté si muzeme povSimnout, ze hamiltonian H systému (4.19) je invariantem (4.14) systému
(4.13) transformovanym substituci (4.18). [
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Definice 20. Existuje-li pfirozené ¢islo k, 1 < k < n a existuji-li zobrazeni
g=1(91,92,-- %) R"F = RF  h=(hy,ha,... hyp): RF 5 RPF

tak, Ze pro vSechna x € (Q je

f(x) = (fl(xl,xg, .. ,xn),fz(xl,xg,...,xn),...,fn(xl,xg,...,xn)) =
= (gl(mk+1,xk+2, . ,xn),gz($k+1,1‘k+2, N ,xn), N ,gk(mk+1,xk+2, N ,I'n),
hl(xlaan cee axk‘)a hQ(fEl,IEQ, .. axk‘)a ey hn—k‘(‘rlaan cee axk‘))a

pak se systém (4.1) nazyva bipartitni.

Pii oznaceni y = (x1,x9,...,2k), 2 = (Tkt1, Tht2, - - -, Tn) lze bipartitni systém zapsat ve
tvaru

y =g(2), z' = h(y).

Neznamé funkce jsou rozliSeny na dvé sady; derivace funkci z prvni sady zavisi pouze na
funkcich z druhé sady a naopak.

Priklad (Newtonovy zakony pohybu)

Uvazujme hmotny bod X o hmotnosti m, ktery mé v ¢ase ¢ soufadnice x = z(t), y = y(t),
z = z(t) a na néjz pusobi sila F = (F,, F, F,), kterd muze zaviset na poloze bodu X.
Polohu bodu X lze zapsat jako vektor x = (x,y,z)T. Ozna¢me po fadé v = (vx,vy,vz)T,
a = (az,ay,a)’, p= (pz,py, p-)" rychlost, zrychleni a hybnost bodu X.

Zakon setrvacnosti iika, ze pokud je hmotny bod v klidu nebo vykonavd rovnomérny
pfimocary pohyb, pak jeho hybnost (,mnozstvi pohybu®) je konstantni a tmérnd rychlosti s
koeficientem timérnosti m, tj. p = mw. Ze zakona setrvac¢nosti tak dostéavame

1 1
' =v=—p adile a=2"=—p/ tj. p =ma.
m m

Sila ptisobi zrychleni hmotného bodu; definujeme ji jako imérnou tomuto zrychleni opét s
koeficientem tmérnosti m, tj. F' = ma. Prvni dva Newtonovy pohybové zakony tedy muzeme
vyjadrit ve tvaru bipartitniho systému

1
— ' = F(x). 4.20
Z mp7 p (z) ( )

Necht nejprve neptisobi zadna sila, F' = o. Pak funkce

U(z,p) = U(2,y, 2, Pz, Py Pz) = Do + Py + Dz
je prvnim integralem systému
' =—p, p=o. (4.21)
Vskutku

Pe Py P T
VU(x’y’Zap1'7py7pz): (0?0’0?151?1)T’ f(x’yazap1'7py7pz): ( x? y’ Z’O,an) 9
m o m m



98 KAPITOLA 4. AUTONOMNI ROVNICE A SYSTEMY

takze VUT f = 0. Analogicky se lze presvédcit, ze kazdé z funkei

Ur(x,p) = pzy  Ua(®,p) =py, Us(x,p) =p., Us=\/p2+p3+p?

je prvnim integralem systému (4.21); uvedené prvni integraly Uy, resp. Uy, Us, Us, vyjadiuji
zakon zachovani hybnosti, resp. jejich slozek.

Uvazujme nyni centralni silu ptisobici v poc¢atku, tj. silu, kterd bod X pritahuje k pocatku
nebo ho od néj odpuzuje. O velikosti sily budeme predpokladat, ze je primo tmérnd hmot-
nosti bodu X a nepfimo Gmérna druhé mocniné vzdélenosti bodu X od pocatku (takovou
pritazlivou silou je naptiklad sila gravitacni). Plati tedy

Fy(,y,2) = - Fy(,y,2) - -
v ) — ¢ T,Y,2) =cC
z\ T, Y, x2+y2+22\/m7 y\ T, Y, 1‘2+y2+22\/m7
m . cm
F Tr,Yy,z)==¢cC ) tj. F(x) = T 3%
(2,9, 2) 22+ y? + 22\ /22 £ o2 + 22 j. F(x) ||
kde || nyni oznacuje euklidovskou velikost (normu) vektoru. Je-li konstanta timérnosti ¢

kladnd, jedna se o pfitazlivou silu, je-li zapornd, jedna se o silu odpudivou. Systém (4.20) je

nyni tvaru
, cm

, 1
T mp7 = ”w”3$ (4.22)
V souradnicich ho lze rozepsat

, 1 , cm
Tr = Ep:l:a Pr= (1E2 + y2 + Z2)3/2‘T7

, 1 , cm
y=",pPy Py= (22 + 2 + 22)3/2 Y

, 1 , cm
z :Epz’ p.= (m2+y2+22)3/2z.

Fézovy prostor tohoto systému je mnozina Q = {(z,p) € R*?: || > 0}. Pro funkci H :
2 — R definovanou predpisem

_ ||P||2 cm cm

1
H =—+—0 tj. H = —(p2 +p2 + p?
(@.p) = G g B @9 20Pes Py p2) = 5 (0 + 0y p2) + 22 +y? + 22

plati
OH cme OH cmy OH cmz
or (22 + 92 +22)3/27  dy o (22 +y2 4+ 22)3/27 02 o (22 + 2 + 22)3/2°

Opy m’ a—py_m’ op,  m’
(4.23)
Tedy VHT f = 0 a funkce H je prvnim integralem systému (4.22). Vyraz
1 5 9. 9 1 2 /2 2 12 2 12 1 2 2. 2 1 2 1 9
%(Pxﬂﬂy*'l?z) = %( " +my T+ m7) = gm(ﬁﬂl +y' " +2"7) = §mH$,H = §m||’v||
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vyjadiuje kinetickou energii hmotného bodu X, vyraz

cm cm

Va2 +y? + 22 [l

vyjadiuje jeho energii potencidlni. Prvni integral je tedy celkovou mechanickou energii hmot-
ného bodu X, ktera se zachovava.
Z vyjadteni (4.23) vidime, Ze systém (4.22) lze také zapsat ve tvaru

0
a—xH(x, Y, 2, Dy Pys Dz)

0
——H (2,9, 2, pz, Py, =)
Y 0 0 0 0 10 éH
z _ 0 0 0 0 0 1 82 (x7y7z7p$7py7pz)
p:|  |-1 0 0O 0 0 0 9
Dy 0 -1 0 000 a—mH(:c,y,z,pm,py’pz)
Pz 0 0 -1 0 0 O P
—H
gy 10220 Py )
H(wayazap$7pyapz)

Op:

nebo strucné

5) = (5 §)rmen

kde O, resp. E, je nulové, resp. jednotkovd, matice. Odtud vidime, Ze prvni integral H je
soucasné hamiltonidnem systému (4.22). Ozna¢ime-li nyni

T T
Vo— (220 g (2 2 2
oz’ 0y’ 0z Opx Opy Op.

mizeme systém (4.22) také zapsat jako hamiltonovsky systém

' =VpH(z,p), p' =-V.H(z,p). n

4.4 Stabilita

Definice 21 (Persidskij (1903-1970)). Necht &g = xo(t) je FeSeni systému (4.1) definované na
intervalu [0, c0). Regeni xg se nazyvéa stejnomérné stabilni, jestlize ke kazdému e > 0 existuje
0 > 0 tak, ze pro kazdé ty > 0 vSechna feSeni © = x(t) systému (4.1) spliiujici podminku
[z (to) — xo(to)| < I existuji pro vSechna t > to a spliluji pro né nerovnost |z (t) — xo(t)| < €.
Neni-li FeSeni g = @ (t) systému (4.1) stejnomérné stabilni, nazyva se nestabilni.

Definice 22 (Ljapunov (1857-1918)). Necht xg = x¢(t) je FeSeni systému (4.1) definované
na intervalu [0, 00). ReSeni &g se nazyva stejnomérné asymptoticky stabilni, je-li stejnomérné
stabilni a existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdé t; > 0 a vSechna FeSeni & = x(t) systému (4.1)
spliiujici podminku || (t1) — xo(t1)| < 0 plati tli>I?O x(t) — xo(t)]| = 0.
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Ze struktury prostoru feseni linedrniho homogenniho systému s konstantnimi koeficienty
(sr. 3.3) plynou nasledujici tii véty.

Véta 16. Bud A konstantni matice. Jestlize véechny korveny jeji charakteristické rovnice
det(A — AE) = 0 (vlastni ¢isla matice A) magji nekladnou redlnou éast a ty s nulovou redlnou
éasti jsou jednoduché, pak teseni g = xo(t) = o linedrniho autonomniho systému

z' = Az (4.24)
je stejnomerne stabilni.

Véta 17. Jestlize alespon jedno vlastni c¢islo matice A md kladnou redlnou cdst, pak tesent
xo = xo(t) = o linedrniho autonomniho systému (4.24) je nestabilni.

Véta 18. Reseni g = xo(t) = o linedrniho autonomniho systému (4.24) je stejnomérné
asymptoticky stabilni prave tehdy, kdyz kazdé vlastni cislo matice A md zapornou redlnou
cast.

Uvazujme nyni perturbovany linedrnt systém s konstantnimi koeficienty
' =Az +g(x). (4.25)
Véta 19. Bud'Y = Y(t) fundamentdini matice Tesent systému (4.24). Jestlize existuji kon-
stanty K >0 a v < % takové, Ze

/HY ‘ds < K prot>0 (4.26)

a |g@)|| < vzl pro x € Q, pak Teseni xg = xo(t) = 0 systému (4.25) je stejnomérné
asymptoticky stabilni.

Diikaz: J. KaLas, M. RAB: Obycéejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 130-131. [J

Pozndmka 4. Podminka (4.26) zarud¢i stejnomérnou asymptotickou stabilitu nulového feSeni
systému (4.24). Véta tikd, Ze je-li perturbace g v jistém smyslu dostateéné mald, zistava
zachovana stejnomérna asymptotickd stabilita nulového feSeni rovnice (4.25).

7Z hlediska aplikaci je dilezité vySettovani stejnomérné asymptotické stability konstantnich
feSeni (staciondrnich bodii) rovnice (4.1).

Je-li funkce f dvakrat spojité diferencovatelnd a f(x*) = o, pak podle Taylorovy véty
pro funkce vice proménnych plati

f(@) = Al — x") + 71 (e, 27),

0
kde A = (a;;) = < 09?( )) a 11 je prislusny Tayloriv zbytek. VySetfovani stejnomérné

asymptotické stability konstantnich feSeni rovnice (4.1) lze transformaci y = x — & prevést
na vysetfovani stejnomérné asymptotické stability nulového feSeni rovnice

y = Ay+g(y),

kde g(y) = r1(y + *, x*) a tu vySettit podle véty 19.
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Véta 20. Bud x* staciondrni bod systému (4.1) a necht zobrazeni f je spojité diferencova-
telné.

Maji-li vsechna vlastni c¢isla variacni matice D f(x*) = J(x*) zdporné redlné casti, pak
konstantni fesent x(t) = x* systému (4.1) je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Pokud existuje vlastni ¢islo variacni matice D f(x*) = J(x*) s kladnou redlnou édsti, pak
je konstantni vesent x(t) = x* systému (4.1) nestabilni.

Diikaz: J. KaLas, M. RAB: Obycéejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 2001, str. 137-138. [J

Prvni tvrzeni véty 20 rika, Ze stok je asymptoticky stabilni, sr. def. 13.

Pojmy ,stabilni“ a ,nestabilni* se objevily jiz v Definicich 14 a 17. Porovnanim s Defini-
cemi 21 a 22 vidime, ze byly pouzity korektné. Déle porovnanim Vét 20 a 11 vidime, ze pojmy
,Stabilni“ a ,nestabilni“ pouzité v Tabulce 4.1 odpovidaji terminologii zavedené v této casti
textu.

4.4.1 Pifima Ljapunovova metoda

V této &sti budeme symbolem ¢(t;@0) = (¢1(t;@o), - - ., on(t;®o)) oznacovat feseni poca-
teéni ulohy (4.1), (4.2).

Definice 23. Bud & € 2 a G okoli bodu & ve fdzovém prostoru 2. Spojita funkce V : G — R
se nazyva ljapunovskd funkce systému (4.1) v bodé &, jestlize

(i) V(&) =0a V(x) >0 pro kazdé € G\ {&}.

(ii) Pro kazdé n € G je slozena funkce Vop(-;n) (tj. V(¢(t;n)) chdpeme jako funkei jedné
realné proménné t) nerostouci pro vSechna ¢ > 0.

Véta 21. Existuje-li ljapunovskd funkce systému (4.1) v bodé x*, pak x* je staciondrnim
bodem systému (4.1) a konstantni veseni x(t) = x* tohoto systému je stejnomérné stabilni.
Pokud navic podminku (i) z definice 23 lze nahradit silnéjsi podminkou

(i7" ) Pro kazdé m € G je sloZend funkce V o p(-;m) klesajici pro vSechna t > 0,
pak je konstantni veseni x(t) = x* systému (4.1) stejnomérné asymptoticky stabilni.

Diikaz: Pokud by existovalo 7 > 0 takové, ze (7;x*) # @*, pak by V(p(r;2*)) > 0 =
V(cp(O; ac*)) a funkce V(cp( . ac*)) by nebyla nerostouci. Bod x* je tedy stacionarnim bodem
systému (4.1).

Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze * = o. V opac¢ném piipadé bychom totiz
mohli systém (4.1) substituci y = & — x* transformovat na systém y’ = f(y + x*), pro ktery
je o stacionarnim bodem.

Bud e > 0 libovolné ¢islo takové, ze {x € R" : |z| < e} C G a oznatme

v = min {V(z) : ] =<}
Pak v > 0 a V(x) > v pro kazdé x takové, 7Ze |x| = e. Ze spojitosti funkce V' plyne, ze

existuje 6 > 0 takové, ze |V (x) — 0| = V(x) < y pro vSechna x takova, ze |z| < 0. Zfejmé je
0 <e.
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Bud déle & € Q takové, Ze [|€] < §. Pak V(¢(0;€)) < v a ponévadz funkce V (¢(-;€)) je

nerostouci, plati
V(p(t;€)) <~ pro viechna ¢ > 0 z definiénfho oboru funkce ¢(-;&). (4.27)

Kdyby nyni existovalo ¢; > 0 takové, ze |p(t1,€)| > €, pak by ze spojitosti funkce |¢(-;€)|
a z Bolzanovy véty plynula existence tg € (0,t1) takového, ze |p(to;€)|| = € a platilo by
V(p(to;€)) > 7, coz by byl spor s (4.27).

Pro vSechna t > 0 z defini¢niho oboru funkce ¢(-;&) tedy plati ||(t;€)|| < €. Odtud
navic podle dusledku 3 véty 5 plyne, ze ¢(-;&) je definovana pro vSechna ¢ > 0. Tvrzeni
o stejnomérné stabilité je tedy dokazano.

V pfipadé, ze & = x*, plati: ¢(t;€) = p(t;x*) = ™ pro kazdé t > 0, takze tlg?o p(t;€) =
T*.

Necht & # x* = o a funkce V (¢(-;£)) je klesajici. Ponévadz funkce V (¢(-;€)) je mono-
tonni, existuje

tlgélo V(et;€) =aeR (4.28)
a z nezapornosti funkce V' plyne a > 0. Pfipustme « > 0. Z toho, Ze

lim V(z)=V(z*) =0,

r—a™*

plyne existence to > 0 a 5 > 0 takovych, Ze |p(t;€)| > B pro vSechna t > t3. Pro vSechna
t >ty je tedy

B <ot 8] <e.
Polozme v(z) = V( (1;2)) — V(4(0;2)). Funkce v je podle véty 7 spojitd na kompaktni
mnoziné {z € R": § < |z|| < e} a je zde zdporna. Podle Weierstrassovych vét existuje

A =max{v(z): < |z| <e};
je A <0 aprok € N plati

V(p(ts +k:€) =V(p(ta + k; €) —V(p(ta +k—1;€)) +V (cp(tz—l-k—l £)) =
=v(ep (t2+l<:—1 §)) +V(plta+k—16) =

n= ZU(<P(t2 +i—1;8)) + V(p(tz€)) <A+ V(p(t2;8)).
=1

Ponévadz hm kA = —o0, je také hm V( (ta + k,&)) = —00, coz je spor s (4.28). Tento

k—00

spor dokazuje, ze o = 0. Ze spoptostl funkce V, z faktu (t;€) # «* prot > 0 a £ # x*,
z podminky (i) v definici 23 a ze vztahu (4.28) nyni plyne tlirn p(t;€) = x*. Tim je dokdzano
— 00

i tvrzeni o stejnomérné asymptotické stabilité. O

Dusledek 7. Bud'V : G — R diferencovatelnd funkce, kterd spliuje podminku (i) z defi-
nice 23 a necht pro kazdé x € G plati

Vie)= 8‘8/23) fi(z) < 0. (4.29)

i=1
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Funkce V' je ljapunovskou funkci systému (4.1) v bodé x* a tedy konstantni reSeni x(t) = x*

tohoto systemu je stejnomerné stabilni.

Jestlize pro kazdé € G\ {x*} plati V(x*) < 0, pak funkce V spliuje podminku (ii*)
z véty 21 a tedy konstantni teseni x(t) = x* tohoto systému je stejnomérné asymptoticky
stabilnd.

Dikaz: Pro kazdé n € G a kazdé t > 0 je ¢ = p(t,m) € G a podle véty o derivaci slozené
funkce plati

;tV( (tm)) =, g—;(w(t;n))w =2 gﬂ‘; (e(t;m) fi(e(t:m) =

_Z 63:2 fZ = (ac)

Odtud a ze znamych vét o vysSetfovani pribéhu funkce jedné proménné pomoci derivace
plynou obé tvrzeni. O

Je-li U diferencovatelna funkce definovana na G C €2, pak vyraz U(ar:) definovany vztahem

se nazyva derivace funkce U vzhledem k systému (4.1).

Priklad

Uvazujme Verhulstovu logistickou rovnici

¥ =rx <1 - %) . (4.30)

Kladné stacionarni feseni této rovnice je z = K. Polozme G = (0,00) a

V(z) = —(z — K)%

2r
Pak V(K) =0, V(z) > 0 pro z # K a dale

V(z) = <%2—Kr(x—f()2> rT (1— £) = 52(36—[()7%[{_3: = —x(z—K)?<0

pro kazdé x > 0, x # K. Funkce V je tedy ljapunovskou funkci rovnice (4.30) a jeji stacionarni
feSeni x = K je stejnomérné asymptoticky stabilni.
Polozme nyni
K
W(z) = ngK

K

Pak W(K) = 0. Pro x > K je horni mez integralu vét$i nez dolni a integrujeme kladnou
funkci; pro = € (0, K) naopak je horni mez integralu mensi nez dolni a integrujeme zapornou
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funkci. Integral je tedy pro jakékoliv z # K kladny, takze W (z) > 0 pro z € G ~ {K}. Déle
pro tato z plati
. x— K x r
W(z) = (1——):—— _K2<0
@=2"Tr(1- L) =LKy <
pro kazdé x > 0, pficemz rovnost nastane pouze pro x = K. Funkce W je tedy také ljapu-

novskou funkeci Verhulstovy logistické rovnice (4.30).

Piiklad pfedevsim ukazuje, ze ljapunovskych funkei rovnice (a tim spiSe systému) mtize
byt vice. Pokud v8ak Verhulstovu rovnici chdpeme jako model ristu populace (sr. str. 4), pak
ma druha z uvedenych ljapunovskych funkci i jistou interpretaci.

Integrovany vyraz vyjadiuje relativni odchylku velikosti populace od kapacity prosttedi (t;.
od rovnovazné velikosti) vzhledem k velikosti populace. To lze chépat jako jakousi ,silu“ nebo
,napéti“, které na populaci dané velikosti ptisobi. Tuto ,silu® jsme integrovali podle velikosti
populace na intervalu od rovnovahy do jisté hodnoty velikosti populace, coz vyjadiuje ,,néco
jako praci“, kterou je potfeba vykonat na vychyleni velikosti populace z rovnovazné hodnoty.
Jinak feceno, vyraz W (x) vyjadiuje jakousi ,potencidlni energii populace® o velikosti .

Tuto ,fyzikalni metaforu® lze jesté vylepsit. Populace se musi nachézet na néjakém tzemi.
Jeho rozlohu oznac¢ime S; vyjadfujeme ji v jednotkach, které jsou druhou mocninou jednotky
délky (m?). Za velikost populace budeme povazovat jeji celkovou biomasu na uvazovaném
uzemi; vyjadiujeme ji v jednotkdch hmotnosti (kg). Pro populaci velikosti = zavedeme jeji
,potencidlni energii“ vyrazem

B(z) = r2SW ().

Ristovy koeficient r je vyjadien v jednotkach, které jsou prevracenou hodnotou jednotky ¢asu
(s71) a veli¢ina W je vyjadiena ve stejnych jednotkach, jako velikost populace (kg). Veli¢ina
E zavedend piedchozi rovnosti je tedy vyjadiena v jednotkach kgm?s—2, tj. v joulech. Jesté
poznamenejme, ze integraci muzeme funkci £ vyjadrit ve tvaru

x
E(z) =128 [x—K(l ln—)].
(x) #in
Funkce E nabyva svého minima v hodnoté K, tj. v hodnoté, ke které se priblizuje velikost
populace. Vysledek lze nyni zformulovat: populace se vyviji tak, aby minimalizovala svou
potencialni energii. |
Dusledek 8. Bud'V : G — R diferencovatelnd funkce, kterd spliuje podminku (i) z defi-

nice 28 a necht pro kaZdé x € G plati nerovnost (4.29). Jestlize existuje diferencovatelnd
funkce F': G — R takovd, Ze

A:{a:: V(;c)zO}z{ac:F(;c)zO}

a pro kazdé x € A~ {x*} plati

B =Y 20 pay 20 (431)

pak funkce V' spliiuje podminku (it*) z véty 21 a tedy konstantni teseni x(t) = x* systému
(4.1) je stejnomérné asymptoticky stabilni.
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Dikaz: Mnozina A je (n — 1)-rozmérnda diferencovatelné varieta (nadplocha) a vektor

v(z) = <3F($) OF (x) 3F($)>T

Oxry = Oxg 7 Oz,

je normalovym vektorem k této varieté v bodé x € A.

Necht nyni bod € A~ {x*} je libovolny. Vektor f(x) je tetnym vektorem k trajektorii
systému (4.1) v bodé x. Z nerovnosti (4.31) nyni plyne, ze vektory v(x) a f(x) nejsou kolmé,
tedy ze vektor f(x) neni te¢nym vektorem k varieté A v bodé x. Jinak Feceno, trajektorie
varietu A v bodé x protind pod néjakym nenulovym thlem, pfechdzi z jedné jeji strany na
druhou. Jestlize tedy existuje né&jaké t; > 0 takové, Ze (t1;m) = x, pak existuje ¢ > 0 takové,
e p(ti+7im) € Aa(ti—7im) € A tj. V(e(ts +75m)) <0a V(p(ts —73m)) <0, pro
viechna 7 € (0,¢). Funkce Vo(-;n) je tedy v bodé ¢, klesajici. Ponévadz bod € A~ {z*}
byl libovolny, je tato funkce klesajici v kazdém ¢ > 0. U

Prikladem na pouziti tohoto tvrzeni je vySetiovani stability kladného stacionarniho feSeni
v modelu trofického fetézce, viz 5.5.

4.5 Podmnoziny stavového prostoru

Definice 24. Neprazdna podmnozina A fazového prostoru 2 systému (4.1) se nazyva

pozitivné invariantni (invariantni vpred, forward invariant), pokud pro libovolné feseni (- )
systému (4.1) s poc¢atecni hodnotou x(0) € A plati, ze x(t) € A pro vSechna t > 0;

negativné invariantni (invariantni vzad, backward invariant), jestlize pro kazdé Feseni x(-)
systému (4.1) s po¢atecéni hodnotou x(0) € A plati, ze x(t) € A pro vSechna t < 0;

imvarianini, je-li soucasné pozitivné i negativné invariantni.
Pozndmka 5. Povsimnéme si jeSté dvou vlastnosti invariantnich mnozin:

1. Jsou-li mnoziny A, B € Q pozitivné (resp. negativné) invariantni, pak také mnoziny
AN B a AU B jsou pozitivné (resp. negativné) invariantni.

2. Libovolné trajektorie C' systému (4.1) je invariantni mnoZinou tohoto systému.

Definice 25. Necht A, B C Q, B # () a ¢ je n&jaka metrika na Q ekvivalentni s euklidovskou.
Rekneme, 7Ze

mnozina A atrahuje (pFitahuje) mnoZinu B (mnozina A je atraktorem mnoZiny B), jestlize
pro kazdé feSeni systému (4.1) s pocateéni hodnotou x(0) € B plati, ze

Jim o(2(t), A) = 0;

mnozina A je (globdlni) atraktor, jestlize A pfitahuje ;

mnozina A absorbuje mnoZinu B, jestlize A je pozitivné invariantni a ke kazdému TfeSeni x
systému (4.1) s po¢atecéni hodnotou x(0) € B existuje T > 0 takové, ze x(T') € A;

mnozina A je globdlné absorbujici, jestlize absorbuje mnozinu €.
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Pozndamka 6. Necht x(-) je FeSenim systému (4.1) s poc¢atecni podminkou x(0) = xg € Q.
Pokud mnozina A je w-limitni mnozZinou feSeni «( - ), pak je pozitivné invariantnim atraktorem
mnoziny {xo}.

Pozndamka 7. Trajektorii C systému (4.1) nazveme limitni trajektorii, jestlize existuje mnozina
B C Q takova, ze BN (Q\ C) # 0 a C atrahuje mnozinu B. Je-li C navic cyklem, nazveme
ho limitnim cyklem.

Pozndamka 8. Bud i € {1,2,...,n}. Jestlize existuji kladné konstanty K, ¢ takové, Ze pro
kazdy bod ® = (21, z2,...,z,) € Q spliujici podminku |z;| > K plati

(sgnz;) fi(x) < —dlwil,
pak mnozina A; = {x = (x1,292,...,2,) € Q: |z;] < K} je globalné absorbujici mnozinou
systému (4.1).
Drikaz: Nejprve ukdzeme, ze kazdé trajektorie protind mnozinu A;. Pripustme, Ze existuje
FeSeni () = (w1(-),22(+),...,2n(+)) systému (4.1) takové, ze pro vSechna ¢ > 0 je |z;(t)| >
K. Polozme u(t) = |z;(t)|. Pak pro vSechna ¢t > 0 je

(1) = Slaa(t)] = (smn ) i (w(t)) < ~dles(t)] = —du(r)

neboli
u'(t)

u(t)

Integraci této nerovnosti v mezich od 0 po ¢ dostaneme Inu(t) — Inu(0) < —t, tj.

< =4

0 < [a(t)] = u(t) < u(0)e™" = |2;(0)]e™""

pro libovolné ¢t > 0. Odtud plyne, Ze tlim |z;(t)| = 0, coz je ve sporu s predpokladem |x;(t)| >
— 00

K > 0.

Mnozina A; mé neprazdny prunik s libovolnou trajektorii, je tedy neprazdna. Ukazeme, Ze je

navic pozitivné invariantni. P¥ipustme, Ze existuje feSeni

z(-) = (21(-),22(+),. ()

systému (4.1) s poc¢atecni hodnotou x(0) € A; takové, ze pro jisté t1 > 0 je x(t1) € A;, tj.
|zi(t1)| > K. Polozme
MZ{tER: 0§t<t1,’1‘i(t)‘ SK}

Pak 0 € M, takze M je neprazdna shora ohrani¢end mnozina redlnych ¢isel. Existuje tedy
T = sup M. Ze spojitosti funkce z;( ) a z vlastnosti suprema plyne, ze T < t1, z;(T) = K a
funkce z;(-) je v bodé T rostouci. Avsak

Sleol| = (saur) i (@(D) < ~dlai(1)] = 0K <0,

t=T

coz je spor s faktem, ze funkce z;(-) je v T rostouci. O

Definice 26. Systém (4.1) se nazyva dissipativni, jestlize existuje ohranicenad globalné ab-
sorbujici mnozina.
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7 definice bezprostfedné plyne:
Pozndamka 9. Je-li systém (4.1) dissipativni, pak kazdé jeho FeSeni je ohranicené.
V aplikacich budou uzitecné nasledujici vlastnosti dissipativnich systémii:

Pozndmka 10. Jestlize existuji kladné konstanty K, ¢ takové, Ze pro vSechna i € {1,2,...,n}
a v8echna x € () takovd, ze ||x| > K plati

(sgn ;) fi(x) < 0,
pak je systém (4.1) dissipativni a globalné absorbujici je mnozina A = {x € Q: ||z|| < K}.

Diikaz: Nejprve ukézeme, ze kazda trajektorie protind mnozinu A. Pripustme, Ze existuje
feSeni x(-) systému (4.1) takové, ze x(t) ¢ A pro vSechna t > 0. Pak |z(t)| > K pro vSechna
t > 0, a tedy pro libovolné ¢t > 0 plati

d n d n n n
3 Izl = > w0 = > (senai(®)ai(t) = Y (sgnai(t)) fi(2(1)) <D _(=0) = —ns.
i—1 i=1 i=1 i=1
- K
Integraci této nerovnosti dostaneme |z (t)| < |x(0)| — ndt, takze pro t > Jz(0)] = K je

|z(t)] < K, coz je spor. Kazd4 trajektorie mé tedy s mnozinou A neprazdny prf’mikT,L coz také
znamena, ze mnozina A je neprazdna.
Ukazeme, ze mnoZina A je navic pozitivné invariantni. Necht x(-) je feSenim systému (4.1)
s poc¢ateéni podminkou x(0) € A. Pfipustme, Ze existuje ¢; > 0, pro néz x(t1) ¢ A. Pak
z(t1)| > K. Polozme

M={teR:0<t<ty,|xl))<K}.

Pak 0 € M, takze M je neprazdnd shora ohrani¢end mnozina realnych ¢isel. Existuje tedy
T = sup M. Ze spojitosti funkce | (- )| a z vlastnosti suprema plyne, ze |x(T)| = K a funkce
[x(-)| je v bodé T rostouci. Avsak

n n

= (senai(T)2i(T) = > (senz:(T)) fi(x(T)) < —né <0,

d
= 2 (0)]
=T =1 i=1

coz je spor s tim, ze funkce |x(-)| je v bodé T rostouci. Pro vSechna ¢ > 0 je tedy « € A a

mnozina A je invariantni. O
Pozndmka 11. Necht ke kazdému i € {1,2,...,n} existuji kladné konstanty K, J; takové, ze
pro vSechna & = (z1,29,...,x,) € Q z nerovnosti |z;| > K; plyne nerovnost

(sgnzi) fi(x) < —biai.
Pak je systém (4.1) dissipativni s globalné absorbujici mnozZinou
A={x = (x1,22,...,2,) € Q: 11| < K1, |22] < Ko, ..., |z, < K,}.

Diikaz: Polozme A; = {x € Q: |z;| < K;}. Pak kazdd z mnozin A; je podle poznamky 8
globalné absorbujici mnozinou a A = A; N AN ---N A,. Podle pozndmky 5 je mnozina A
pozitivné invariantni. UkaZeme, zZe je také globalné absorbujici.

Bud «(t) libovolné feseni systému (4.1). Podle poznamky 8 existuje t; > 0 takové, ze |z (t1)]| <
K pro vSechna t > t;. Déle existuje to > t; takové, ze pro vSechna t > ts je |xa(t2)| < Ko atd.
Nakonec existuje t,, > t,_1 takové, ze |z,(t)| < K, pro vSechna t > t,. Takze pro vSechna
t >ty je |x1(t)] < Ki,|za(t)] < Ko, ..., |z, (t)] < Ky, tj. x(t) € A. O
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Kapitola 5

Lotkovy-Volterrovy systémy

n
T = x; bz‘—zaz‘j%’ ) i=12...,n (5.1)
j=1

Tyto systémy modeluji vyvoj spoleCenstva (Casové zmény velikosti jednotlivych populaci,
z nichz se spoleGenstvo sklada). Neznamé funkce a parametry interpretujeme nasledovné:

x; = x(t) ... velikost i-té populace
b; ...rastovy koeficient izolované i-té populace (vnitini koeficient ristu i-té populace)

b; > 0 ...i-t4 populace je sobésta¢na (producent)

b; <0 ...i-t4 populace zavisi na jinych populacich (konzument)
a;; - .. koeficient vnitrodruhovych vztahi i-té populace

ai; > 0 ...v i-té populaci se projevuje vnitrodruhové konkurence

ai; < 0 ...v 1-té populaci se projevuje vnitrodruhové kooperace
a;j . ..koeficient vlivu j-té populace na i-tou

min {a;j,a;} >0 ...i-t4 a j-t4 populace jsou ve vztahu konkurence
max {a;j,aj} <0 ...i-td a j-t4 populace jsou ve vztahu mutualismu (symbiézy)

a;j <0 < aj; ...j-ta populace je koristi (hostitelem) i-té populace;
i-t4 populace je predatorem (parazitem) j-té populace

a;; > 0 ...j-t4 populace je amenzalistou i-té populace

a;; <0 ...j-ta4 populace je komenzalistou i-té populace

Fazovy prostor systému (5.1) je n-rozmérny uzavieny kladny orthant

RY = {(z1,22,...,2) €R": 21 > 0,20 >0,...,2, > 0} .

111
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5.1 Vztah Lotkovych-Volterrovych systémii a Verhulstovy lo-
gistické rovnice

Logistickou rovnici
/
(1 _~’U> ,
T =rx <

v niZ jsou oba parametry r (vnitini koeficient rustu) a K (kapacita prostfedi pro modelo-
vanou populaci) kladné, lze povazovat za jednorozmérny Lotktuv-Volterruv systém s by = r
a a;; = r/K, tedy za model sobésta¢né populace s vnitrodruhovou konkurenci (tak byla
Verhulstova rovnice sestavena). Také plati K = by /aj1; odtud lze usoudit, Ze pro sobéstac-
nou populaci s vnitrodruhovou konkurenci predstavuje podil vnitiniho koeficientu rastu a
koeficientu vnitrodruhové konkurence kapacitu prostiedi neovlivnénou ostatnimi populacemi
spolecenstva.
Jinou interpretaci logistické rovnice lze ziskat nasledujici ivahou: Oznacme

- _ K-z
V=T KT TR
Ponévadz y' = —2' /K, dostaneme
¥ = ray
;T (5.2)
y - K y'

Jednd se o dvojrozmérny Lotktv-Volterrtiv systém s parametry

r
by =b2=0, aj1=ax=0, a2=7r a= e

Proménnou y lze interpretovat jako relativni dostupnost zdroji pro modelovanou populaci
vzhledem k celkové kapacité prostiedi K. Velikost populace a relativni dostupnost zdroju jsou
tedy ve vztahu predace, obé tyto ,slozky spolecenstva®“ nejsou ani producenty ani konzumenty
a neprojevuje se u nich zadny vnitrodruhovy vztah.

Poznamenejme, Ze systém (5.2) nema izolované stacionarni body.

Systém (5.2) lze také piepsat ve vektorovém tvaru

() =5 (o D) ()5 (o F)miermn

T 0 =
S =S(x,y) = % <_xy Oy>

je antisymetrickd. To znamenad, Ze systém (5.2) je hamiltonovsky a funkce H(z,y) = = + Ky
je jeho hamiltonidnem (sr. definici 19 a vétu 15). Invariantem systému (5.2) je soucet veli-
kosti populace a (absolutni) dostupnosti zdrojt. Tento invariant je podle definiéniho vztahu
promeénné y také roven

Matice

T
Ky=o+K(1- %) =K
r+RKy=x+ K

coz je kapacita prostiedi z Verhulstovy logistické rovnice. Tyto vysledky jsou matematicky
trivialni, umoznuji ale alternativni interpretaci kapacity prostredi a tim snad i lepsi vhled do
problematiky populac¢ni ekologie.
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5.2 Obecné vlastnosti Lotkovych-Volterrovych systémnii

Zavedeme oznadeni

by aip - Qip
b = 5 A - )
by, apl -+ Odnn
matice A se nazyva matice interakci spolecenstva. Pro libovolny vektor v = (vy,va,. .., v,)7
polozime
v 0 - 0 0
0 vy --- 0 0
diagv =+ .1
0 0 -+ w1 O
o 0 --- 0 o,

a vektory ze standardni orthonormalni baze n-rozmérného vektorového prostoru oznacime e;,

51j

‘ 5o 0. i
ed=1" , kde 0;; = {1’ Z 7 je Kroneckertiv symbol.
. y =17

Onj
Systém (5.1) lze zapsat jako vektorovou rovnici
' = diagz (b — Ax). (5.3)

Je-li matice A regularni, existuje nejvyse jeden stacionarni bod z* = A~!b systému (5.1)
takovy, Ze vSechny jeho slozky jsou kladné. Takovy stacionarni bod budeme nazyvat vnitini.
Pokud vnitini stacionarni bod existuje, lze tuto skutec¢nost interpretovat jako moznou ko-
existenci vSech populaci spolecenstva, pricemz koexistujici populace maji dynamicky stalé
velikosti dané slozkami vektoru a*.

Parciélni derivace pravé strany rovnice (5.3) podle j-té proménné je
idia x (b—Ax) = idia x| (b—Ax) + diagx i(b—Aa:) =
axj & N axj & & axj N
= diage’ (b — Az) + diagz (—A - €’)
a pro vnitini staciondrni bod a* plati b — Az* = O. Proto varia¢ni matice systému (5.1) ve
vnitinim stacionarnim bodé x* je
J(x*) = —diagx™ - A.
Odtud a z 20 plyne:

Véta 22. Bud x* staciondrni bod systému (5.1), jehoz vsechny slozky jsou nenulové. Magi-li
véechna vlastni ¢isla matice diag x* - A kladnou redlnou cast, pak konstantni feSeni x(t) = x*
systému (5.1) je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Pokud existuje vlastni cislo matice diagax™ - A které md zdpornou redlnou cdst, pak je
konstantni teseni x(t) = x* systému (5.1) nestabilni.
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Pozndmka 12. Pro ¢tvercovou matici M polozme SM = % (M + MT). Matice SM je zfejmé
symetricka.
Pro kazdy n-rozmérny vektor v a ¢tvercovou matici M fadu n plati

v"Mv = v SMw.
Diikaz: Ponévadz v Mo je é&slo, tj. ¢tvercova matice Fadu 1, plati
T
v My = ('UTM'U) = v M.

Odtud plyne

1 1
v Mo = 207 <§(M + M) — §MT> v =2vT SMv — vIMTv = 20T SMv — v Mo
a tato rovnost je jiz ekvivalentni s dokazovanym vztahem. O

Véta 23. Bud x* = (21, 2%,...,2}) = A~1b vnitini staciondrni bod systému (5.1). Jestlize

existuje konstantni vektor ¢ = (c1,ca,...,cn)? se vsemi slozkami kladnymi a existuje okoli U
bodu x* takové, Ze pro vsechna x € U je vyraz

(x — x*)" S(diagcA) (z — x*) (5.4)

nezaporny, pak funkce

n Li «
V(z) =V(zy,z2,...,2,) = ch/ 3 _gx’ d¢
=1 g
je ljapunovskou funkci systému (5.1), tj. konstantni feSeni x(t) = x* systému (5.1) je stejno-
merné stabilng.
Pokud je vyraz (5.4) pro vSechna & € U \ {x*} kladny, pak je toto teseni stejnomérné
asymptoticky stabilni.

Dikaz: Funkce V' je definovana pro vSechna x1 > 0,29 > 0,...,x, > 0. Plati

V(z*) = ici / %dg = 0.
i=1 :’32(

Pro kazdé z; > 0 je

——d{ >0,
I

nebot integrovana funkce je kladna pro x; > x} (tj. v pfipadé, ze horni mez integralu je vétsi,
nez dolni mez) a zaporna pro z; < x} (horni mez integralu mensi nez dolni mez). Rovnost
nastane pravé tehdy, kdyz x; = ;. Odtud plyne, zZe pro & # x* a takové, ze vSechny jeho
slozky jsou kladné, plati V(x) > 0.

Dale podle véty o derivaci integralu jako funkce horni meze plati

oV (x) o Ti x}

1
8-%'1' ZT; ’
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a ponévadz b = Ax™*, plati dale
n
bi = Z aijx;,
j=1
takze derivace funkce V' vzhledem k systému (5.1) je
k n

’ _ e I . e | — A * ¥ o | —
V(x) = g Ci———"i b; — g aijz; | = g ¢i (x; — ) E aijTy — E aijz; | =
i=1 v j=1 j=1 j=1

i=1

= _ZZ(% —x7) ciag; (ﬂUj — x;‘) =—(x— a:*)T (diag cA) (x — x*) =

i=1 j=1
= —(z —x")" S(diagcA) (xz —z*)

(posledni rovnost plyne z poznamky 12). Véta nyni plyne z véty 21 a jejiho disledku 7. O

Dusledek 9. Necht systém (5.1) md vnitini staciondrni bod «* = (x7,25,...,x}).
Jestlize existuje konstantni vektor ¢ = (c1,ca,...,cn)! se viemi sloZkami kladngmi takovy,
Ze matice
S (diag cA) (5.5)

je pozitivné semidefinitni, pak konstantni teseni x(t) = x* systému (5.1) je stejnomérné
stabilnd.

Pokud je matice (5.5) pozitivné definitni, pak konstantni feseni x(t) = x* systému (5.1)
je stejnomeérnée asymptoticky stabilni.

Pozndmka 13. Necht jsou splnény predpoklady Véty 23. Ljapunovska funkce systému (5.1)

je tvaru
Viz) = iz —2f (1 -In=

1=1 v

a jeji derivace vzhledem k systému (5.1) je rovna

V(z) = —(x — z*)TS(diag cA)(x — x*).

5.3 Kolobéh dusiku v planktonu

Uvazujme proces schématicky znazornény na obrazku 5.1: Ve fytoplanktonu probiha foto-
syntéza a pri ni se dusik z okolniho prostredi vaze v jeho burikach; fytoplankton slouzi jako
potrava pro zooplankton, takze dusik ze zkonzumovaného fytoplanktonu se stava soucasti zoo-
planktonu. Plankton v disledku svého metabolismu dusik opét vylucuje do okolniho prostiedi
a také pii rozkladu mrtvého planktonu se dusik uvolnuje. Dusik z prostiedi neni odebiran ani
neni néjakym zptsobem do ného pridavan. Dusiku vyludovaného planktonem je tim vice,
¢im je vice planktonu, dusiku vdzaného ve fytoplanktonu pfibyva tim vice, ¢im je vice vol-
ného dusiku a fytoplanktonu; dusiku vézaného v zooplanktonu piibyva tim vice, ¢im vice
je fytoplanktonu pozieného zooplanktonem a toho je tim vice, ¢im vice je fytoplanktonu i
zooplanktonu. Oznacme po fadé N, P a Z mnozstvi dusiku v prostfedi, vazaného ve fyto-
planktonu a vézaného v zooplanktonu. VSechny tyto veli¢iny se méni s ¢asem, tj. N = N(t),
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N c P d Z
dusik v prostiedi fytoplankton zooplankton

] a b

Obréazek 5.1: Schéma kolob&éhu dusiku

P = P(t) a Z = Z(t). Celkové mnozstvi dusiku v systému je rovno V = N + P 4 Z. Kolob¢h
dusiku lze nejjednoduseji modelovat systémem rovnic

N’ =aP +bZ — cNP,
P' = ¢cNP —dPZ —aP,
7' = dPZ — bZ;

vSechny parametry a, b, ¢, d jsou kladné.

Nejprve si vSimnéme, ze V' = N’ + P’ + Z' = 0, coZ znamen4, ze celkové mnozstvi dusiku
V je konstantni. Proto lze mnozstvi dusiku v prostfedi vyjadfit jako N(t) =V — P(t) — Z(t)
a dosadit do druhé a tfeti rovnice systému. Dostaneme

P = (Ve—a)P —cP*—(c+d)PZ=P(Vc—a—cP—(c+d)Z),

7' = —bZ +dPZ = Z(-b+dP). (56)

Jednd se tedy o Lotkav-Volterriuv systém s vektorem rtastovych koeficient a matici interakci

b:<Vc_;a> ) AZ(; —(co+d)>.

To je systém typu dravec-kotist; dravcem je zooplankton, kotisti fytoplankton. Varia¢ni matice
systému (5.6) v obecném bodé je

_(Ve—a—2cP —(c+d)Z —(c+d)P
J(P’Z)_< az —b+dP )’

Systém (5.6) mé vzdy trividlni stacionarni bod

()

vyjadiujici neptitomnost planktonu. Varia¢ni matice v trividlnim stacionarnim bodé, jeji stopa
a determinant jsou

J(s0) = (VCO— a —0b> . tr (J(So)) =c <V — %) —b, det (J(so)) = —bc <V — %) ,

Pokud pro mnozstvi dusiku plati
a
V>—, (5.7)
c

pak det (J(so)) < 0 a podle Véty 11 spolu s Tabulkou 4.1 to znamena, ze trividlni stacionarni
bod sg je sedlo. Pokud naopak

a
V<=,
C
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2
pak det (J(sg)) > 0, tr (J(sp)) < —b<0a <tr (J(so))) —4det (J(s0)) = (Ve—a+b)? >0,
coz znamena, ze Sg je stabilni uzel.
Je-li splnéna nerovnost (5.7), pak ma systém (5.6) dalsi stacionarni bod

v
S1 = cl,
0

vyjadrujici dynamicky stalé mnozstvi fytoplanktonu bez pfitomnosti zooplanktonu. Varia¢ni
matice systému (5.7) ve staciondrnim bodé s; je

J )_(fW—@ 4wwuv—9>
1) = 0 d(v-2)-p )
jejl stopa a determinant jsou
U@@ﬂﬁz<V—%—g>—4y—%» @uxm»:—m<V—9<V—%—g>

Pokud navic mnozstvi dusiku spliiuje podminku

b

d7

pak det (J(s1)) < 0 a stacionarni bod je sedlo. Je-li naopak

b
d’

V>%+ (5.8)
V<l
C

pak det (J(s1)) <0, tr (J(s1)) <O a

Or@@ﬂn2—4&m0@ﬁ):[do/—%—g>+c(V—%ﬂ220

coz znamena, ze stacionarni bod je stabilni uzel.
Vnitini stacionarni bod systému (5.6) je

b

()-rwtale 0 )05) ey

c+d c d
Vidime, ze P* > 0 a pokud je splnéna podminka (5.8), pak také Z* > 0; v takovém ptipadé

je tedy moznd koexistence fyto- i zooplanktonu. Déale plati

0

= (v-2-b) (a 777)-

P 2% = —

O alo
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Je-li splnéna podminka (5.8), pak

2

tr (J(P*, 2%)) = —Ci y (V - % - 2) <0, det(J(P*,2%)) = be (V - % - 2) >0,

coZ znamena, ze realna ¢ast vlastnich ¢isel varia¢ni matice J(P*, Z*) je zdporné, a tedy vnitini
stacionédrni feseni (P*, Z*) systému (5.6) je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Povsimnéme si, ze kladné stacionarni hodnota P* nezavisi na celkovém mnozstvi dusiku
V. Pokud se tedy zvétsi prisun zivin, nemé z toho uzitek fytoplankton, ale jeho predator
zooplankton.

7 dosud provedenych tivah a vypoctt lze ucinit zavér, ze prezivani planktonu je zavislé na
celkovém mnozstvi dusiku v prostredi:

a
(1) V< - plankton nepreziva,

c

b
(ii) % <V % + p preziva pouze fytoplankton,
.o a b . . o
(iil)) -+ p <V fyto- i zooplankton dlouhodobé koexistuji.
c

Povsimnéme si, ze podminku (iii) lze splnit pouze v pfipadé

b
V> E, (59)

b _a b
v opacném pripadé by totiz mélo byt V — p > — > 0 a soucasné V — p <0.
c

Vysledky 1ze ovSem interpretovat i jinak. Pfedpokladejme, ze plati podminka (5.9) a pfi-
slusné nerovnosti i zavéry z nich plynouci piepiSeme do tvaru:

(1) c < % plankton nepreziva,
(i) G ety O fytoplankt
ii — < ¢ < =+ ———— Dpreziva pouze fytoplankton
v VvV vwd-vb P botze WP ’
b
(iii) % + m <c fyto- i zooplankton dlouhodobé koexistuji.

Koeficient ¢ vyjadiuje, s jakou intenzitou je dusik z prostredi vazan do biomasy fytoplanktonu.
Tato vazba vznika procesem fotosyntézy, jejiz intenzita roste s mnozstvim slunecniho svétla
a to se méni s ro¢nim obdobim. P¥i stdlém mnozstvi dusiku se s rostoucim mnozstvim svétla
nejprve objevi fytoplankton, poté i zooplankton; v zimé se plankton nevyskytuje, na jare se
nejprve objevi fytoplankton a poté s prodluzujicim se dnem i zooplankton.

5.4 Dissipativita konkurenc¢nich systému

Uvazujme spolecenstvo n sobéstaénych populaci, z nichz kazda projevuje vnitrodruhovou
konkurenci a kazdé z populaci je amenzalistou jiné nebo ji neovliviiuje (zejména tedy kazdé
dvé populace mohou byt ve vztahu konkurence). Vyvoj takového spolecenstva lze modelovat
systémem (5.1) s kladnymi parametry b;,a;, ¢ = 1,2,...,n a s nezdpornymi parametry a;;
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pro i # j. S vyuzitim poznamky 11 ukdzeme, ze takovy systém je dissipativni, tedy ze vSechny
slozky jeho feSeni jsou ohranicené:

Necht e >0 ai€ {1,2,...,n} jsou libovolna. Polozme
b;
K, =—+¢, 0; = €ag;.
Qi

Pak K; >0, §; > 0 a pro vSechna z; > Kj, j € {1,2,...,n} plati

n
b
zi | b= Y gy | < @b — anwi) < wiby — 0 K;) = wiag <—Z - Kz) =
j:1 2
= zia;(K; — € — K;) = —ewiai = —6;%,

takze predpoklady poznamky 11 jsou splnény.
Ponévadz kladné konstanta e je libovolné mald, pro kazdé feseni

z() = (z1(),22(),. - 2n())

systému (5.1) s b; > 0,a;; > 0,a;; >0, 4,j =1,2,...,n existuje T > 0 takové, ze pro vSechna
t>1T je
by by b,
r1(t) < —, 2o(t) < —, ..., zp(t) < —.
®) ain ®) a2 () Ann,

V dlouhém casovém horizontu populace neprekracuji velikost danou kapacitou prostiedi pro
populace izolované.

5.5 Troficky retézec

Troficky fetézec je takové spolecenstvo, v némz je prvni druh producentem a kazdy jiny
druh je nesobéstaénym specializovanym predatorem pravé jednoho dalsiho druhu. Oznacime
x1 velikost populace producenta, xy velikost populace jeho predatora, xs velikost populace,
ktera je predatorem populace o velikosti xo, atd. Kazda z populaci na nékteré trofické trovni
nemusi byt tvofena jednim biologickym druhem, mize jit o spolecenstvo organismd majicich
stejny zptsob obzivy. Troficky retéz o n trovnich Ize tedy modelovat systémem

/
vy =x1(r —ar) — p1r120
/
Ty = —doxo + QT1T2 — PaTars
/
zy, = —dgTg + QeTr-1Tk — PETkTh+1 (5.10)
/
LTp_1 = _dnflxnfl + Gn—1Tn—2Tp—1 — Pn—1Tpn—1Tn
/
Ty = —dpop + dnTn—1Tn,

parametry r, do,ds, ... ,dn, G2,G3, - . ., Gn, P1, P2, - - - , Pn—1 jsou kladné, parametr a je nezaporny
(producent miize, ale nemusi projevovat vnitrodruhovou konkurenci).
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Existence vnitifniho stacionarniho bodu

Hledejme nyni podminky, které zaruci existenci takového stacionarniho bodu x*. Jeho sou-
fadnice splnuji n-rozmérny systém algebraickych rovnic

ar] +p1xs =1,

QT — PrTpyq = dg, k=2,3,...,n—1. (5.11)
nxy 1 = dy.

,Prostfedni“ rovnice tohoto systému lze prepsat ve tvaru rekurentnich formuli
Th_q = o (prw}yr +di) mebo aj = o (e —dp), k=2,3,....n—1. (5.12)
Ponévadz vsechny koeficienty pi, qi, di jsou kladné, plyne z tohoto vyjadreni:

(i) je-li zy, > 0 pro n&jaké Iy € {2,3,...,n},

(3+ (—1)50)};

N —

pak je x; > 0 pro vSechna ¢ € {EO,EO — 2,0y —4,...,

(ii) je-li 7, < 0 pro né&jaké ¢; € {1,3,...,n — 2},

1
pak je z; < 0 pro vSechna ¢ € {El +2,04+4,....,n— 3 (1 - (—1)£1+”>}.

Podle posledni rovnice systému (5.11) je

Z prvni rekurentni formule (5.12) postupné vyjadiime

1 Pn—2 dn dn72
Ty g = Pn—2Ty 1+ dn-2) = — + ,
ns qn—2 ( " nl " ) dn—2 4n qn—2
1 _4Pp_od 4 dp_ dp_
x;f{): (pnf4$273+dn74) :pn 4 Pn 2_n_|_pn 4 Un—-2 + n 4’
dn—4 dn—4 n—2 4n dn—4 dn—2 dn—4
atd. Celkem dostaneme
L dpo j n
Th_(a041) = Z "_2" pn_QJA, pro ¢ =0,1,..., {5] -1, (5.13)
i—0 qn—2i j=it1 qn—2j
k—1
kde [£] oznacuje celou ¢ast z ¢isla £ a klademe [] a; =1 pro libovolné pfirozené k a kazdou
j=k

posloupnost {ozj};?io.l Pfimym vypocétem se lze presvédéit, ze (5.13) je skuteéné Fesenim
druhé az n-té rovnice systému (5.11).

k k—1
!Uveden4 konvence je pfirozenym rozsifenim rovnosti [| a; = ar [] «j, ktera plati pro libovolné k > m,
j=m j=m

také pro k = m.
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Necht nejprve je n sudé. V tomto piipadé lze rovnost (5.13) prepsat na tvar

5k 5k 3 i—1
% * dp—2; Pn—2j do; b2j n
- - S TR, k=122
Th 1 =2 ” = = = e, —.
2k—1 n—(2(——k)+1) . . 7 e 79
2 =0 qn—2; =it qn—2j i—k q2i =k q2;

7 tohoto vyjadieni je vidét, ze vSechny soufadnice stacionadrniho bodu a* s lichymi indexy
jsou kladné. Pro jeho prvni soufadnici plati

ot :i@h@ (5.14)

i=1 q2i j=1 q2j
Z prvni rovnice systému (5.11) nyni dostaneme
r—ax]
vy =T
p1
a ze druhé rekurentni formule (5.12)
1 q3r—axy ds
5= (quay — dy) = BT B
b3 p3 D1 p3
1 g5 gsr—axry gsds ds
vy = o (e — dy) = LRI D&
ps Psp3  P1 PspP3 D5
atd. Obecné
e Bl k-l n
x5, = 1 Q2%+1 _ Z 2%+1 CI2]‘+1, =12, 3
p1 5 Pl I Pivl D0 P2l

Soufadnice z7 je vyjadfena formuli (5.14). Tedy plati

n_q n_q n_q
2 2 2
P axy Q2041 Z daiy1 Pj+1
n T 422 T - -
2 . .
pro oy Paer ST P2ikl 2 P2+l
51 I i
o H q20+1 r—axry Z 2i+1 H b2j+1 }
1—1 P2e+1 b1 i—1 P2l i 2541
31 5 i—1 5-1 i—1
1 7 @201 < doi T P2 d2it1 2j+1
= I (e I - o 2 T
b1 5 P2et1 iy q2 j=1 q2;j iy q2i+1 i=1 q2;+1

Nutnou a dostatecnou podminkou pro to, aby vSechny soutadnice stacionarniho bodu x* byly
kladné, je tedy podle tvrzeni (i) a (ii) nerovnost

n
2

= oo T 22y dai T P2
r>p Y 11 +ay ST[ (5.15)

i1 i1 0 2541 o1 1255 125
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Necht nyni je n liché. V tomto pfipadé lze rovnost (5.13) piepsat na tvar

n—1 nfl
Pn—2j d2it1 p2g+1
Th =1 n —
2k ni(z(Tik)le) Z; dn—2i qu dn— 27 Z q2i+-1 1;[ q2j+1
-1
k=12, "
2

7 ného je vidét, ze vSechny souradnice stacionarniho bodu x* se sudymi indexy jsou kladné.
Zejména jeho druhé souradnice je
i—1
doii1 - )
2i+1 P23+1. (5.16)
Q2i+1 55 92j+1

Je-li a # 0, dostaneme z prvni rovnice systému (5.11)

*

* T —P1%y

ry = ——,
a

ze druhé rekurentni formule (5.12) nyni mizeme postupné vyjadrit

1 Gr —pi1xy do
ah = — (g} —dy) = ———2 — =,
D2 b2 a P2
1 Qs 27 — P17y qady  dy
vh= (g - dy) = BRIZPT DB 4
P4 P4 P2 a bPap2 P4
atd. Obecné dostaneme
k—1 —1 k—1
« T — P13 q2i da; ©i 19 n+1
Sy | T S - RS
i=1 D2 i—1 P2 j=it1 D2

Odtud s vyuzitim (5.16) vyjadiime

n—1

2

2
* ok _ r —plﬂT; q2¢ d22 Q2] o
Ty = 'IQ”_H_l - a I | § : | | -

1 P2e b2 j=it1 p2j
n—1 n-1 .
1 ¥ g2 2\ dait1 — D2j+1 d21 p2j
BB T IS | R
a —1 b2 - q2i+1 =1 q2j+1 Q2z X Q2j

Pro liché n a a # 0 tedy dostavame jako nutnou a dostateénou podminku pro to, aby vSechny
soutradnice stacionarniho bodu x* byly kladné, nerovnost

d . nT_l d . i1 .
> p1 Z 21+1 p2]+1 +a Z 2 Zﬁ. (5.17)
q2i +1 . Q2]+1 - q2i j=1 q2;

Pokud je n liché a a = 0, dostaneme z prvni rovnice systému (5.11) rovnost

”
x5 =—.

b1
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Soucasné vSak musi platit rovnost (5.16), takze soustava rovnic (5.11) mé feSeni (a to neko-
neéné mnoho Feseni; stacionarni bod neni v takovém ptipadé izolovany) pouze tehdy, kdyz

d22+1 Pz‘
2 : P2j+1
r=Dp .
Q2z+1 X QQ3+1

Pravdépodobnost, Ze tato rovnost bude splnéna pro systém (5.10) modelujici realné spolecen-
stvo, je vSak nulova.

o s vy w

Povsimnéme si jesté, ze nerovnosti (5.15) a (5.17) lze zapsat jednotné ve tvaru

i—1

d d
r>pr Z A2i4-1 P2j+1 +a Z 22 ng (5.18)
i 22i+1 = 1 425+1 Q2z .

Zavér: Je-li a > 0 (zdkladni zdroj je omezeny, v populaci producenta je vnitropopulaéni
konkurence), pak vnitini stacionarni bod systému (5.10) existuje (je moznd koexistence vsech
populaci tvoricich troficky fetézec) pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka (5.18) (vnitini
koeficient rtistu producenta je dostateéné velky).

Je-li a = 0 (zdkladni zdroj je neomezeny), pak vnitini staciondrni bod systému (5.10)
existuje pouze pro sudé n (je mozna koexistence pouze sudého poctu trofickych trovni);
vnitini staciondrni bod v takovém ptipadé existuje pravé tehdy, kdyz je splnéna podminka

1

r > py Z d21+1 p2j+1
q21+1 . QQ3+1

Stabilita vnit¥fniho stacionarniho bodu

Matice interakci a vektor ristovych koeficientd jsou

a P1 o --- 0 0 0 r
-2 0 py - 0 0 0 —dy
0 —q3 0 0 0 0 —ds3
A= ) ) , b=
0 0 0 —(dn—1 0 Pn—1 _dnfl
0 0 0 0 —Qn 0 —d,
Polozme
b1 pip2 pP1p2 - Pn—2 pip2 - Pn—1
aa=1c=— =", ..., Ch 1 =——, Ch = ———m.

9 n 9 mn
q2 4243 4293 - - - 4n—1 4243 - - dn
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Pak je
a P1 0 0 0 0
N 0 0 0
q2
0o &Pz 0 0 0
diagcA = _CD ,
0 0 0 _P1pP2- - Pn—2 0 P1p2 - Pn—1
q243 - 4n—2 4243 - - qdn-1
0 0 0o ... 0 _Pip2- - Pn-1 0
4293 - - qn-1
takze

o O
o O O
o O O
o O O
o O O
o O O

S (diagcA) =

o O
o O
o O
o O
o O
o O

z ¢ehoz plyne
(x — x*)T S(diagcA) (z — x*) = a(z; — 21)? > 0.
Pokud existuje vnitini stacionarni bod x* uvazovaného systému, pak je prislusné konstantni
FeSeni stejnomeérné stabilni.
Podle Poznamky 13 je derivace ljapunovské V funkce vzhledem k systému (5.1) rovna

Vix) = —a(z; — z3)°.

Je-li a = 0 (zdroje pro primarniho producenta, tj. pro populaci na nejnizsi trofické trovni,
jsou neomezené), pak je V(x) = 0 pro viechna x z fazového prostoru systému (5.1).

Necht a > 0. Stejnomérnou asymptotickou stabilitu stacionarniho feseni x(t) = * v tomto
ptipadé ukédzeme podle Disledku 8 Véty 21. Mame

M:{a:: V(m):O}:{az:xl—x’{zo}.

Polozime-li F'(x) = x; — z7, je
1, i=1,
0, jinak,

OF (z)
(9::3@-

takze pro @ € M plati
F(x) = 2} (r — ax?) — piaies = o5 (r — ax} — praso).
Pfipomenime, Ze pro prvni dvé soufadnice vnitiniho stacionarniho bodu * podle (5.11) plati
r—azr] —p1ry = 0.

Celkem tak dostavame, 7e F'(x) # 0 pro € M ~ {x*}, co’ znamena, 7e stacionarni bod x*
je stejnomérné asymptoticky stabilni.

Tento vysledek muzeme preformulovat tak, Ze vnitrodruhova konkurence na nejnizsi tro-
fické irovni (omezeni zdroji) stabilizuje spolecenstvo.
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5.6 SpolecCenstvo se dvéma trofickymi trovnémi

Uvazujme spolecenstvo tvorené dvéma skupinami druhi — producenty (kofisti) a konzumenty
(predatory). Mezi druhy uvnitf jednotlivych trofickych trovni nejsou zadné interakce a konzu-
menti nemohou bez producentii prezit. Je-li takové spolecenstvo tvoireno n druhy producenti
a m druhy konzument, lze jeho vyvoj popsat systémem Lotkovych-Volterrovych rovnic tvaru

m
d=ai(ri- L), i=12..n
k=1 (5.19)

n

x; oznacuje velikost i-tého druhu producentt, y; velikost j-tého druhu konzumenti, parametry

Tiy $j, @ij, bj; jsou kladné. Systém (5.19) miizeme pii zavedeni vektortt & = (21,22, ..., 2,)7,
_ T _ T _ T :
y= 1,92, Yn) ,r=(r1,r2,...,m)", $ =(81,82,...,58m)" , a matic
all a2 ... A1m, b11 blg . bln
as1 a2 ... A2m, b21 bgg . bgn
A = (aij) 1<i<n = | . . s B=1(bji)icjcm =
1<j3m : : o 1<i<n
an1 Aap2 ... Anm, bml me e bmn

zapsat vektoroveé
' =diagx (r — Ay),
y' =diagy (—s + Bx),

() - ()G &G

kde O oznacuje nulovou matici.

nebo ve tvaru

Priklad: klasicky Lotkuv-Volterruv systém dravec-korist

Uvazujme spoleGenstvo jednoho producenta a jednoho konzumenta (jednoho dravce a jeho
kofisti). V takovém piipadé je n = m = 1 a systém (5.19) je tvaru

' =z(r — ay),

Yy =y(—s+ bx). (5.20)

Tento systém ma vnitini stacionarni bod

- (30,

Systém (5.20) mizeme piepsat na tvar

~

=r —ay, —Ilnx=r—ay,
neboli

SH N

=—5+ bz, —Iny=—s+0bx.
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P1i oznaceni u = Inz, v = Iny dostaneme
/I __ (
u'=r—ae’,
v = —s+ bel,

coz je systém bipartitni. Bezprostfedné vidime, Ze tento systém muZeme psat ve tvaru

u'=— (rv—ae),

ov

nebo vektorové

<u>/ = (_01 (1)> V (su— be" +rv — aev) . (5.21)

v

Systém (5.20) je tedy ekvivalentni s hamiltonovskym systémem (5.21). Jeho hamiltonian
(invariant) v ptvodnich proménnych je

H(:U,y):Slnx—bx—i—rlny—ay:b(%lnx—x)—|—a(£lny—y) =

=b <(plna: —x)+ %(qlny —y)) .

Transformace systému (5.19) na systém bipartitni

Stavové proménné z;, y; transformujeme na nové, které oznacime u;, v; a definujeme rov-
nostmi
wi =Inz;, wv; =Iny;, i=1,2,...,n, j=1,2,...,m. (5.22)

Pak

~

T m m n
w,="L=r; — Zaikyk =1 — Zaikev’“, v = —s;+ ijke“k.
- J
k=1 k=1 k=1

N

i
Zavedeme oznaceni
e = (e",e", ..., e"), e’ = (e",e”,...,e"m).
Systém (5.19) se transformuje na tvar
u =1 — Ae?, v' = —s+ Be%; (5.23)

derivace prvni sady proménnych zavisi pouze na druhé sadé, derivace druhé sady proménnych
zavisi pouze na prvni sadé. Systém (5.19) lze tedy substituci (5.22) transformovat na systém
bipartitni.

Invariant systému (5.19)

Hodnota a;; vyjadiuje mnozstvi i-tého druhu kofisti, kterou za jednotku ¢asu zni¢i predatori
j-tého druhu za ptredpokladu, ze populace i-tého druhu kotisti i j-tého druhu predatora mély
jednotkovou velikost. Struc¢néji, a;; je specifickd tmrtnost i-tého druhu kofisti zptisobend
populaci j-tého druhu predatora o jednotkové velikosti. Hodnota bj; je specifickd porodnost
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j-tého druhu predétora po konzumaci jednotkového mnozstvi populace i-tého druhu kofisti.
Pomér bj;/a;; 1ze tedy chapat jako efektivitu, s jakou se ibytek i-tého druhu kofisti pfeménuje
do rtstu populace j-tého druhu predatora. Pfedpoklddejme nyni, ze kazdy druh predétora

vyuziva vSechny druhy koristi stejné efektivné, tj. Ze ke kazdému j = 1,2,...,m existuje
konstanta c; > 0 takova, Ze
bji . . .
—— =¢; pro vSechny indexy ¢ =1,2,...,n.
Qi
Jinak Feceno, necht existuje vektor ¢ = (c1,ca, ... 7cm)T pro néjz plati
BT = A diage, neboli B = diagcAT. (5.24)

Predpokladejme déle, ze existuje vnitini stacionarni bod systému (5.19), tj. Ze existuji vektory
p= (p1,p2,--,on)", @ = (q1,q2,...,qm)" se viemi slozkami kladnymi, takové ze Aq = r,
Bp = s, tj.

m n
r,:Zaiqu proi=1,2,...,n, sj:ijkpk proj=1,2,...,m. (5.25)
k=1 k=1

Poznamenejme, ze v pripadé m # n nemusi byt néktery z vektori p, q urcen jednoznacné.
Pak vnitini stacionarni bod neni izolovany.
Definujme nyn{ funkci H : R’"™ — R predpisem
n m 1
H =H = Inx; —x; —(¢giIny; —y;).
(may) (1’1,.7]2, sy Tns Y1, Y2, 7yn) Z(pl nw; xz) +ZC] (qj nyj y])
=1 7j=1
Pokud x, y jsou feSenim systému (5.19), kterd maji vSechny slozky v kazdém case kladné,
pak plati

n / m 1 y/' n x/ m 1 y
_ i / 2T o Za — _ Y
QH(w,y)—Z@—i—xz)f ;<qu‘ y]>—Z(pz )+ D v, =
i=1 j=1" J i=1 j=1"7 J
n m m 1 n
= (pz - xz) ("“z - Zazkyk> + Z a <_5J + Z b]kxk> (QJ - y]) =
i=1 k=1 j=1 k=1
n m m m 1 n n
SNCER] DTS YA IS 3R A (D SRR S bjm) (15— 1) =
i—1 k=1 =1 j=1 k=1 k=1
n m
=3 (pi — wi)ain(ax — yk) — Z Z Pr— k)2 (g5 — ;) =0,
i=1 k=1 k=1j=1

nebof b;./c; = ay;. Jinak feCeno, funkce H je na trajektoriich systému (5.19) konstantni, je
invariantem (prvnim integrélem) tohoto systému.

Transformace systému (5.19) na hamiltonovsky

Opét pouzijeme transformaci (5.22) a s vyuzitim vztahi (5.25) vyjadiime transformovany
systém (5.23) jako u’ = A(q —e?), v/ = —B(p — e*). Podminka (5.24) nyni umoziiuje prepsat
tento systém ve tvaru

u = A(q —eY), v = —(A-diage)? (p — e¥). (5.26)
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Invariant H systému (5.19) vyjadiime také v proménnych u a v,

n

m
1
H _ ) i (v — ).
(u,v) § (piu; — e )"’;1 Cj(QJUJ ")

=1
Plati
OH . OH 1 . . .
a—ui(uav):pi_ema 8—W(u’v):c_j(qJ_ev])’ 221’25""naJ:1,25""m'
o 9 o \" o 9 o \"
P omatent Vy = (——, —— .. -2 ) wvo= (2, L 2 ) tedy]
i oznaceni V,, <3u1’ 9y’ ’f‘)un> v (81)1 om avm> edy je

VuH(uv)=p—c*  VoH(uv) = (diage) " (g — "),
takze systém (5.26) je tvaru

u' = A diage V,H (u,v), v' = —(A diagc)” Vo, H(u,v),

u\’ B O Adiagce)\ (VyH(u,v)

v)  \—(Adiage)” 0 VoH(u,v) )’
symbol O oznacuje nulovou matici. Pokud tedy plati (5.24) a existuje vnitini stacionarni bod
systému (5.19), 1ze tento systém transformovat na systém hamiltonovsky.

neboli

Modely spolecenstev tvorenych producenty a jejich konzumenty, které maji vnitini stacio-
ndrni bod a splriugi podminku (5.24), magji v populacni ekologii podobny vyznam jako Newto-
novy zdkony v mechanice (srov. 4.3).

5.7 Grossbergovy systémy (zobecnéné Lotkovy-Volterrovy)

Vlivy populaci tvoticich spoleenstvo na rist jednotlivych populaci nemusi byt tvaru piimé
umérnosti. Proto mize byt realistictéjsi misto systému (5.1) uvazovat systém

.%'; = gz(xl) bi — Zaijfj(xj) s 7= 1, 2, ey n. (5.27)

j=1
Funkee f;, gi, i = 1,2,...,n jsou definovany a spojité na intervalu [0, c0) a spliuji podminky:
e (Vi)g;(0) = 0 ... je-li velikost i-té populace nulova (tj. i-td4 populace ve spoleGenstvu

neni), pak nulovou zistane; uvazujeme tedy izolovana spolecenstva, kde nedochézi k imi-
graci novych druhi.

o (Vi)(V€ > 0)g;(§) > 0 ...skutecnost, zda je i-t4 populace sobéstaéna nebo ne, nezavisi
na jeji velikosti; neuvazujeme tedy napr. Alleeho efekt.

e (V4)fj(0) =0 ...neni-li j-t4 populace ve spoleCenstvu pfitomna, nijak neovliviiuje rtst
ostatnich populaci.
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e (Vj)f; je rostouci . ..s rostouci velikosti populace roste i jeji vliv na rust populaci ostat-
nich.

Systém (5.27) lze zapsat vektoroveé:
' =G(z)(b—Af(x)),

kde
G(z) = G(z1, 22,...,2,) = diag (gl(xl),gz(xg), ... ,gn(xn)),

F@) = (fi(ar), fo@a)seeo, fulan)) "

Ponévadz vSechny slozky zobrazeni f : R™ — R™ jsou rostouci (tedy prosté) funkce, je
toto zobrazeni prosté a existuje k nému zobrazeni inverzni f~' = (f; L fa Lo Y, Jeli
matice interakci spolecenstva A regularni, existuje nejvyse jeden vnitini stacionarni bod

2" = (&}, 33, .., 75) = £ (A1)
systému (5.27), tj. takovy bod, ze 7 > 0,23 > 0,...,2} > 0, ktery lze opét interpretovat
jako dynamicky stalé velikosti vSech populaci koexistujicich ve spolecenstvu.

Analogicky jako v diikazu véty 23 ovéfime, Ze pokud existuje okoli U vnitiniho stacionar-
niho bodu x* a existuje konstantni vektor ¢ = (cy,ca,...,c,)" se viemi slozkami kladnymi,
pro néz je vyraz

(f(z) — f(2)" S(diagcA) (f(z) — f(z*))

nezaporny pro kazdé x € U, pak je funkce
V(e) =V (z1,29,...,2,) = ch/—fl(g) — fl(xl)d&
~ 9i(¢)

Jjapunovskou funkci systému (5.27) ve staciondrnim bodé z*. Odtud je vidét, ze tvrzeni
dusledku 9 plati také pro systém (5.27).
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Kapitola 6

Model populace produkujici
skodlivé odpady

Ozna¢me N = N(t) velikost néjaké populace v Case t. Specifickd mira ristu nebo ristovy
koeficient p této populace je definovan jako relativni zména velikosti populace, tj.

N/
b= N
Vyvoj populace je tedy modelovan diferencidlni rovnici

N’ =pN. (6.1)

V piipadé konstantniho riistového koeficientu dostaneme klasicky Malthustiv! model riistu
populace N (t) = NpePt, kde Ng = N(0) je po¢atecni velikost populace. V ném je exponencialni
rist (pro p > 0) nebo ubytek (pro p < 0) velikosti populace nerealisticky.

Model (6.1) se pfiblizi realité, pokud specifickou miru rastu p nebudeme povazovat za
nezavislou konstantu populace, ale za veli¢inu zavislou na jeji velikosti, tedy p = p(N), nebo
obecnéji na néjakych ,projevech” jeji velikosti, tj. p = p(]:(N)), kde F je néjaky funkcional,
tedy zobrazeni z mnoziny funkci do mnoziny redlnych ¢isel.

V tomto oddilu budeme uvazovat populaci, kterda produkuje odpady svého metabolismu,
které jsou toxické, nebo pirinejmensim zmensuji schopnost piezivani populace. Tyto odpady se
v prostfedi hromadi, ale také rozkladaji, mizi nebo preménuji v néco, co populaci neomezuje.
Budeme tedy ptredpokladat:

1. V ¢&istém prostiedi (bez uvazovanych odpadi) je specifickd mira ristu rovna néjaké
konstanté r (vnitrnimu koeficientu ristu, intrinsic growth rate).

2. V kazdém okamziku populace produkuje odpad, jehoz mnozstvi je tmérné velikosti
populace. Mnozstvi odpadu vyprodukovaného v ¢ase t oznacime P,(t); plati pro ného
P,(t) = e¢N(t), kde ¢ je néjaka kladna konstanta.

3. Odpad se rozklada konstantni relativni rychlosti § > 0, tj. ozna¢ime-li P(¢) mnozstvi
odpadu v Case t a neuvazujeme jeho produkci, plati

P'(t) = =6P(t). (6.2)

'Spravnéji malthusovsky, Thomas Robert Malthus (1766-1834) model v takovém tvaru nikdy nepublikoval.

131
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4. Specifickd mira rastu populace klesa s rostoucim mnozstvim odpadu. Budeme uvazovat
nejjednodussi moznost, ze tato zavislost je linearni.

5. Existuje jista velikost populace K > 0, pii které je populace se svym prostfedim v
dynamické rovnovaze, jeji velikost se v ¢ase neméni. Konstanta K predstavuje kapacitu
prostredi (uzivnost) pro uvazovanou populaci.

Uvazujme na chvili idealizovanou situaci, ze pouze v ¢ase s vzniklo mnozstvi P,(s) odpadu
a zadny dalsi odpad neni do prostredi dodavan. Mnozstvi odpadu v ¢ase t > s tedy bude podle
predpokladi 2. a 3. feSenim rovnice (6.2) s pocateéni podminkou P(s) = Ppy(s) = cN(s), tj.
P(t) = ¢N(s)e~9(=3)_ V realné situaci se viak odpad v prostfedi kumuluje, v ¢ase t ho tedy
bude mnozstvi, které ztistalo ze vSech odpadti vzniklych az do okamziku ¢, tj. mnozstvi odpadu
zavislé na celé predchozi historii velikosti populace bude

Predpoklad 4. 1ze nyni prepsat ve tvaru
p=p(F(N)) = a—BF(N),

kde 3 > 0. Z predpokladu 1. plyne, Ze p(0) = r, tj. @ = r. Pro funkci N = N(t) = K podle
predpokladu 5. nyni plati

S§=—00 6

¢

0= p(]:(N)) =r — ﬁ]—‘(N) =r— ﬁC / Kef(g(tfs)ds —
— 0

Odtud dostaneme, ze 3c = % a specifickd mira riistu populace je

t
0
p=r|1l-— X / N(s)e 9¢=9)ds
Model (6.1) je tedy nyni ve tvaru integrodiferencialni? rovnice
t
/ 0 —8(t—s)
N'(t)=rN(t) | 1— ® N(s)e ds | . (6.3)

Zavedeme nové neznamé funkce x a y novou nezavisle proménnou 7 nasledujicimi vztahy:

T=rt, x(r)=—72N <—> . y(r) = % ] N(s)e_‘s(?_s)ds.

o0

2 , .. . s . . .. . 4
V této rovnici vystupuje neznamé funkce N za znakem integralu i jako derivované.
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dr rkK r r2K r K
= %%x(ﬂ 1-— %_/ N(s)e_‘s(%_s)ds = x(T)(l — y(T)),
y'(1) = dZ(/i(:) = %% / N(S)ef‘s(gfs)ds =
:% %N <;) 75(£7£) —g / N(S)ef‘;(l*s)ds =
= % (7) - 6% / N(s)e E=ds = a(r) — Ly(r)

Rovnice (6.3) se tedy transformuje na dvourozmérny autonomni systém

z' = z(1—y),
5 (6.4)

Yy =z—-y.
r
Nejprve si vSimnéme, ze uzavieny prvni kvadrant Ri = {(x,y) eER% x>0,y > O} je po-
zitivné invariantni mnozinou tohoto systému. Uzaviend poloptimka {(0,y) : y > 0} je totiz
pozitivné invariantni mnozinou (z(t) = 0, y(t) = yoe /" je feSenim systému (6.4) pro kazdé
yo > 0), pro FeSeni s pocateéni podminkou x(0) = zg > 0, y(0) = 0 plati 2/(0) > 0, ¥'(0) > 0
a tedy prislusna trajektorie smétfuje dovniti prvniho kvadrantu.

)
Systém (6.4) mé stacionarni body(0,0) a (z*,y*) = <—, 1) a jeho varia¢ni matice je
r

l—-y -2z
J(z,y) = < . _é)

Tedy J(0,0) = (1 5), det J(0,0) = —= > 0, takZe stacionarni bod (0,0) je sedlo. Dale
—= r
,

)

0o -2 5 5

J($*7y*) - 7(; ) det‘](x*7y*) - ; > 0, tI'J(.%'*7y*) = —; < 0’

1 =

r

(1 J(a*,")) — 4det Ja*,y") = (5 — 4r),



134 KAPITOLA 6. MODEL POPULACE PRODUKUJICI SKODLIVE ODPADY

y‘ yu
41

1 - A 1 -

t,

a) b)

Obrazek 6.1: Fazovy portrét systému (6.4) a jeho trajektorie s pocatecni podminkou 0 <
z(0) < 1, y(0) = 0. a) § > 4r, b) 6 < 4r. Oba obrazky maji stejné méritko na ose x.

N b N 4
K [ g S e i
0 " 0 "
a) b)
Obréazek 6.2: Priibéh feseni tlohy (6.3), (6.5). a) § = 4r, b) § = ir.

takze v pfipadé § > 4r je vnitini staciondrni bod (z*,y*) stabilni uzel, v opa¢ném pfipadé
se jedna o stabilni ohnisko. Fazové portréty systému systému (6.4) v obou piipadech jsou
znazornény na obr. 6.1.

S vyuzitim Dulacova kriteria (véta 12) vylou¢ime existenci cyklu v prvnim kvadrantu.

1
Polozime ¢(z,y) = —. Pak
T
01 01 o J
XA YRR S
T y T rT

pro v8echna z > 0. Uvnitf prvniho kvadrantu tedy neexistuje cyklus systému (6.4).
Uvazujme nyni situaci, Ze na pocatku (v ¢ase t = 0) se dostane malé populace do nového
prostfedi. K rovnici (6.3) pfiddme tedy poc¢atecni podminky

N(0) = Ny, N(t)=0prot<0. (6.5)

Pocateéni podminky pro systém (6.4) v tomto ptipadé budou

0
o
z(0) = r—KNO’ y(0) = e / N(s)e‘ssds = 0;
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Trajektorie systému (6.4) s témito po¢atecnimi podminkami jsou také zobrazeny na obr. 6.1.
Z provedené analyzy systému (6.4) plyne, Ze pro feseni N pocétecni tlohy (6.3), (6.5) plati
K
lim N(t) = ——z*

t—o00 1)

]
|

8

I

=

funkce N konverguje k hodnoté K v piipadé § > 4r monotonné, viz obr. 6.2 a), v opacném
pripadé s tlumenymi oscilacemi, viz obr. 6.2 b).
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Kapitola 7

Chemicka kinetika

7.1 Zakladni reakce enzymi

Uvazujme reakci néjakého substratu S a enzymu FE, které spolu vytvofi nestabilni komplex
SE, z kterého dale vznikne néjaky produkt P a volny enzym.! Schematicky tuto reakci mi-
zeme zapsat takto

k
S+E§SE SEBpiE
1

nebo strucné

S+E 2 SESPAE.
-1
Dvojita sipka = vyjadfuje, ze reakce je vratna, jednoducha Sipka — vyjadiuje, Ze reakce
miize probihat jen jednim smérem. Kladné parametry ki, k_1, ko oznacuji reakéni rychlost.
Zhruba feceno, za jednotku ¢asu vznikne z jednotkového mnozstvi substratu S za pritomnosti
jednotkového mnozstvi enzymu F mnozstvi k; komplexu SE a podobné. Presné budou reakéni
rychlosti zavedeny dale.

Oznacme s = s(t)... koncentrace substratu S v case t,
e =e(t)... koncentrace enzymu E v ¢ase t,
c=c(t) koncentrace komplexu SE v case t,
p = p(t)... koncentrace produktu P v case t.

Michaelis a Menten? navrhli jako model vjvoje koncentraci v ¢ase nasledujici systém &tyt
obycejnych nelinearnich diferencialnich rovnic

d

d_j =—kise+k_qc,

% = —kyse + (ki,1 + kﬁg)c,

‘ (7.1)
(&

E =kyse — (ki,1 + k‘Q)C,

dp

Ly,

at "¢

Misto o enzymu bychom mohli mluvit o katalyzatoru, substrat by predstavoval vychozi latku a produkt
vyslednou.
2L. MicHAELIS, M. I. MENTEN. Die Kinetik der Invertinwirkung. Biochem. Z. 49, 333-369, 1913
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Tento model vyjadiuje, ze zmény koncentraci povazujeme za pfimo tmérné koncentracim,
reakéni rychlosti k jsou prislusné koeficienty imérnosti. Budeme predpokladat, Ze na pocatku
je koncentrace substratu rovna sy a koncentrace enzymu je rovna ey, komplex SFE ani produkt
P nejsou na pocatku pfitomny. Spolu se systémem (7.1) tedy uvazujeme pocateéni podminky

s(0) = sp, e(0)=ep, ¢(0)=0, p(0)=0. (7.2)

Nejprve si vS§imnéme, ze veli¢ina p se nevyskytuje v prvnich tfech rovnicich systému (7.1).
Koncentrace s, e a ¢ jsou tedy feSenim prvnich t¥i rovnic z (7.1), koncentraci produktu mtzeme
vyjadrit ze ¢tvrté rovnice integraci

p() = ks / o(o)do. (7.3)
0

Mnozstvi enzymu F se v pritbéhu reakce neméni a enzym se vyskytuje jednak jako volny a
jednak jako vazany v komplexu SE. To vzhledem k pocateéni podmince (7.2) znamend, ze
by mélo platit e(t) + ¢(t) = eg pro vSechna t > 0. Model (7.1) je skute¢né v tomto smyslu

adekvatni, nebot

d de dec
E(e"‘c)—a 5_07 (€+C)(O)—€0-

Veli¢ina e+c je prvnim integralem systému (7.1) a proto koncentraci enzymu muzeme vyjadrit
jako
e(t) =eg — c(t) (7.4)

a dosadit do prvni a tfeti rovnice systému (7.1). Dostaneme

d d
d—j = —kiegs + (k‘ls + k‘,l)c, d—; = kiegs — (k:ls +k_1+ kﬁg)C. (75)

Casovy pribéh koncentraci substratu S a komplexu SFE je tedy feSenim systému dvou oby-
¢ejnych autonomnich nelinedrnich diferencialnich rovnic (7.5) s po¢ateéni podminkou

s(0) = sp, ¢(0) =0, (7.6)

prubéh koncentraci volného enzymu E a produktu P je déna vyrazy (7.4) a (7.3).
Zménime méritko tak, aby vSechny veli¢iny byly bezrozmérné, tj. zavedeme substituci

S
T = k1eot, r=—, y=—; (7.7)
S0 €0

veli¢ina = vyjadiuje koncentraci substratu a veli¢ina y koncentraci komplexu SE v jednot-
kach poc¢ateéni koncentrace substratu a enzymu. Casové jednotka je urcena rychlosti reakce
substratu a enzymu. Plati

dx d /s dt 1 1 s c s k_q1 c
—=—(Z)==—(-k kis+k 1)) —=——4—— 4+ —— =
dr de <SO> dr SO( 1607 +( 18+ 1)0) /{?160 S0 + €0 So + Sokl €0

k_1
=-z+ v+ — )y
/{?180



7.1. ZAKLADNI REAKCE ENZYMU 139

dy d /e dt 1 1 s s c k_1+ ko c
dr dt <60> dr €0 ( 1c08 ( 18+ 1+ 2)0) k‘leo €0 €0 €0 k‘leo €0
_ S0 S0 k_1+ ko
N €0 €0 klso
P1i oznaceni
k_1+ ko ko €0
K=—= A= — = — 7.8
kl S0 ’ /{?1 S0 ’ c S0 ( )
se systém (7.5) substituci (7.7) transformuje na systém
dz dy 1
= K=\ < =Z(x- K 7.9
e Oy = zl@— @+ K)y) (7.9)
s poc¢atecnimi podminkami
z(0) =1, y(0)=0. (7.10)

Poznamenejme, ze parametry K, A a ¢ jsou kladné a K > .
Ulohu (7.9), (7.10) nelze Fesit explicitné. Proto ji budeme analyzovat ve fazovém prostoru.
Nulklinu proménné x muzeme vyjadrit jako graf funkce

X

- v y
plz) =~ K ()
) dr . , , . as
Derivace 3, e proy > ¢(z) kladnd, pro y < ¢(z) zaporna. Situace -
T >
je znazornéna na obrazku: z
Yy
! ()
Podobné vyjadiime y-nulklinu jako graf funkce i(x) = e a vy- t
x
Setfime znaménka derivaci: T

Ponévadz ¢(0) = ¢(0) = 0 a p(x) > ¢(x) pro vSechna x > 0, vypada fazovy portrét sys-
tému (7.9) tak, jak je zndzornéno na obr. 7.1 Vidime, Ze systém (7.9) ma jediny stacio-
nérni bod (0,0) a ze mnozina M = {(z,y) € R?: 0 <2 < 1,0 <y < (1)} je jeho pozitivné
invariantni mnozinou (na tsecce {(z,0) : 0 <z < 1} sméfuji trajektorie nahoru, na tsecce
{(z, (1)) : 0 <z <1} dold, na tseéce {(0,y): 0 <v < (1)} sméfuji trajektorie doprava
a na tusecce {(1,y): 0 <wv < (1)} doleva). Varia¢ni matice systému (7.9) v obecném bodé
(z,y) je
y—1 x4+ K-\
J.y) =14 1 )
-(1-y) ——(@+K)

takze ve stacionarnim bodé (0, 0) plati

-1 K-\

K+e¢
1 x| trJ(0,0) = — .

9 9

A
<0, detJ(0,0) == >0,
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Y T
QLY [ ple) = 4+ K —\
o) = —

(e . >

0 1 T

Obrazek 7.1: Fazovy portrét systému (7.9) a jeho trajektorie s pocatecnim bodem (7.9) a

hodnotou parametru ¢ = :1{_(1)'

= (K + )2 —4Xe) =

K 24\ 1
(trJ(O,O))2—4detJ(0,0):< “) - ==

£

1 1
= < (K2 +2Ke+e® — e+ 2 = \?) = 5 (K = N +2Ke + (A —¢)?) >0,
9 9

nebot K > \. Staciondrni bod (0,0) je podle Véty 11 stabilni uzel (coz bylo vidét z fazového
portrétu i bez vypoctl). Pro feseni tlohy (7.9), (7.10) tedy plati

TILHSO z(7) =0, Tl;rr;o y(1) =0.
Vysledkem reakce je vycerpani veskerého substratu S, nebude volny ani vazany s enzymem
v komplexu SE. Z trajektorie Feseni tlohy (7.9), (7.10), ktera je rovnéz zobrazena na obr. 7.1,

je také vidét, ze slozka x feSeni této tlohy k nule monotonné klesa. Slozka y nejdrive roste, v
jistém case 79 dosahne svého maxima

o .%'(T()) K
Ymax = L0+ K 2(r0) + K

a pak monotonné klesa k nule.

Nyni muzeme kvalitativné popsat feSeni puvodni ulohy (7.1), (7.2), viz obr. 7.2. Kon-
centrace s substratu S monotonné klesd k nule. Koncentrace ¢ komplexu SE roste ke své
maximalni hodnoté, kterd je mensi nez byla poc¢atecni koncentrace ey enzymu F, a pak mo-
notonné klesd k nule. Koncentrace e volného enzymu F nejprve klesa, v okamziku tg, kdy je
koncentrace komplexu SE maximalni, dosdhne svého minima a pak monotonné roste k poc¢a-
te¢ni hodnoté ey. Koncentrace p produktu P roste z nulové hodnoty, rist se nejprve zrychluje
(funkce je konvexni), od okamziku ¢y se zacne zpomalovat (funkce je konkéavni).

7.2 Priblizné reseni transformované ulohy

Charakteristickym rysem reakci enzymu se substratem je to, ze koncentrace enzymu je vyrazné
mensi, nez koncentrace substratu, eg < sg. To vzhledem k (7.8) znamena, ze

0<exl,

parametr ¢ je ,skoro nula“. Také muzeme Fici, Ze prava strana druhé rovnice systému (7.9) je
»,Skoro nekonecno“, nebo ze prava strana prvni rovnice tohoto systému je zanedbatelné maléd
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A
50
\
\
A}
€0 N
RS RS
) e ---------------------
L SRR LT LL L
~o 5
-~
SS
.
~
------- p’ - ~~~-~s~
S S T T s e ——— . T =—
K C Tt T
K4 T T e L
0 to :

Obrazek 7.2: Pribéh feseni ulohy (7.1), (7.2)

ve srovnani s pravou stranou druhé rovnice. Veli¢ina = se méni ,nesrovnatelné pomaleji“, nez
veli¢ina y, takze veli¢ina z je vzhledem k y ,skoro konstantni“. Z téchto divodd budeme x
ve druhé z rovnic systému (7.9) povazovat za konstantni parametr a tuto rovnici vyfesime.
Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi, takze jeji feseni splnujici druhou podminku
z dvojice (7.10), tj. podminku y(0) = 0, dostaneme ve tvaru

X z+ K
_ 1— e T) _ 7.11
yr)= (1 (7.11)
Plati pro né
= lim y(7) = 3:
Yo T—00 T+ K

»Rychle se ménici“ proménna veli¢ina (funkce) y se tedy ,velice rychle* ustéli na hodnoté
yo. OvSsem hodnota x se také méni, i kdyz ,pomalu“. Tato zména je popsana prvni rovnici
systému (7.9). V ni miZeme proménou y povazovat za parametr rovny ustdlené hodnoté yq.
S vyuzitim pocateéni podminky (7.10) tak dostaneme pocateéni tlohu

dx x x

E:—x—k(az—{—K—)\)

x—{—K: r+ K’

z(0) = 1.

Reseni této tlohy, které je ,trochu jiné“ nez feseni piivodni ulohy (7.9), (7.10) a proto ho
oznaCime symbolem xg, je implicitné dano rovnosti

zo(T) + Klnzo(1) =1 — AT (7.12)

Takto definovanou funkci xzy mizeme povazovat za prvni slozku pfiblizného feseni tlohy (7.9),
(7.10). Jeji druhou slozku vyjadiime jako

.%'0(7')

m; (7.13)

yo(7) =

tato funkce vSak nespliiuje druhou z poéatecnich podminek (7.10).
Funkce xo(-), yo(-) definované vztahy (7.12) a (7.13) se nazyva pseudo- nebo quasi-
staciondrni aproximace teSeni ulohy (7.9), (7.10). V mnoha aplikacich je tato aproximace
dostateéné presna. Na obrazku 7.3 je trajektorie feseni alohy (7.9), (7.10) s hodnotou para-

metru ¢ = 1—10; vidime, Ze trajektorie feSeni s ,malou” hodnotou parametru ¢ skutec¢né od
x

jistého bodu témér splyva s y-nulklinou, tj. s funkci y = .
x+ K




142 KAPITOLA 7. CHEMICKA KINETIKA

yu
y = p(z)
oz
y_m+K

& >

0 1 x

Obrazek 7.3: Nulkliny systému (7.9) a jeho trajektorie s poc¢ateéni podminkou (7.10) a hod-
notou parametru & =

el=

Reseni tlohy (7.9), (7.10) si tedy lze predstavit tak, ze v ,kratickém ¢asovém intervalu® od
zaCatku reakce se veli¢ina z (relativni mnozstvi substratu) ,nesta¢i zménit“, takze mé stale
poc¢ate¢ni hodnotu 1. V tomto ,kratickém ¢ase“ veli¢ina y (relativni mnozstvi komplexu SE
vzhledem k mnozstvi enzymu) rychle dosdhne své quasi-staciondrni hodnoty. Tento ,rychly
narust“ je popsan rovnosti (7.11) do niz je dosazeno = = 1, quasi-staciondrni hodnota je tedy
1/(1 + K). Déle se veli¢iny x a y vyvijeji tak, jak je popsdno rovnostmi (7.12) a (7.13).

Jesté muzeme specifikovat délku zminéného ,kratického casového intervalu® pro dosazeni
quasi-stacionarniho stavu. Predpokladejme, Ze jsme schopni mérit koncentrace s relativni
presnosti 7. Pak ¢as d, za néjz veli¢ina y naroste do quasi-stacionarni hodnoty 1/(1 + K) je
priblizné dana pribliznou rovnici

1+ K

tedy

1
~ In —. 7.14
1+Kn’y ( )

Popsanou aproximaci feseni lze ziskat i jinym zptsobem méné se odvolavajicim na intuici:
feseni ulohy (7.9), (7.10) budeme hledat ve tvaru Taylorovych fad v proménné e. Predpokla-
dejme tedy, Ze Feseni ulohy (7.9), (7.10) je tvaru

.%'(T) = Zanxn(T), y(T) = Z gnyn(T)'
n=0 n=0

Za predpokladu, ze tyto fady, chapané jako fady funkci proménné 7, konverguji stejnomérné
(k tomu pfi e < 1 staéi, aby vSechny funkce xo( - ), yo(-) byly ohranic¢ené stejnou konstantou),
plati

dx > ndzy,  dxg > ndzy, dy > nAYUn . dy > n dYn—1
i om0 —n =7 _ —Jn ti. e—2 = —Jn—2
dr Z:OE dr dr + Z:lg dr’ dr Z;)E dr’ IS qr Za dr

n= n= n= n=1
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a soucasné

j—iz—x—k(m—i-l(—)\)y:_zgxn (Zewn VK A)Zeyn B
:—stn( (K — )\Zsyn +Z<leyn ,) —
n=0
:Z<_x"+(K_)\)y"+Z$iyn—i> o

n=0 =0
(e e] n
= —xo + (zo + K — A)yo + Z (—xn + (K — Nyn + Z xzynl> e”,
n=1 1=0

[e.9]

d n
€d—:7u_:$— CC‘|‘K :Z<xn_Kyn_szynl>€n:
n=0 =0
o0 n
(@0 + Ko+ > ( Ky, - zy> i

n=1 =0

Porovnanim koeficienti u stejnych mocnin ¢ ziskdme nekonecény systém rovnic

dx
d—TO:—.%'o—l—(m'()—l—K—)\)yo, 0:x0—(xo+K)y0,
dx d
=+ (K — XN)y1 + zoy1 + z190, el =x1 — Ky1 — 2oy1 — T1Y0,
dr dr
7 prvni dvojice rovnic dostaneme
__ xo(7) _
yo(7) = ————— x2o(1) + Klnzo(r) = C — AT,

.%'0(7' ) + K ’
tedy quasi-stacionarni aproximaci feseni (7.12), (7.13). V tomto pfipadé vSak tato aproximace

zévisi na jedné integra¢ni konstanté C' a ta zavisi na pocateCnich podminkéch. Pocatecni
podminky (7.10) lze zapsat ve tvaru

o0 o0
1= "e"2,(0),  0=> &"yn(0)

takze z véty o jednoznacnosti Taylorovych fad plyne
zo(0) =1, wo(0) =0, z,(0)=y,(0)=0pron=1,2,...

Prvni z téchto podminek lze splnit volbou C' = 1 stejné jako v (7.12), ale druhou z nich splnit
nelze. Odtud plyne, Ze alespon jedna ze slozek x, y FeSeni tulohy (7.9), (7.10) nemuze byt
analytickou funkci parametru e.



144 KAPITOLA 7. CHEMICKA KINETIKA

Aby bylo mozné splnit poc¢ateéni podminky, je tfeba v pravém okoli bodu 7 = 0 hledat
feseni ulohy (7.9), (7.10) jinym zptsobem. Zavedeme novou nezavisle proménnou

T

o= (7.15)
Pro e — 0 je 0 — oo, takZe zménou ¢asového méritka (7.15) ,natdhneme malé okoli“ [0, )
na ,velice dlouhou dobu“. Substituci (7.15) se tloha (7.9), (7.10) transformuje na tlohu

dX dY
— =—eX+e(X+K-)N)Y, e
o

= X — (X + K)Y, (7.16)
X0)=1, Y(0)=0. (7.17)

Kvalitativni analyza tlohy (7.16), (7.10) d4 stejné vysledky jako v 7.1.
Reseni tlohy (7.16), (7.17) budeme opét hledat ve tvaru Taylorovych fad v proménné e,
tj. ve tvaru

X(0) =) "Xu(0), Y(o)=) £"V,(0).
n=0 n=0

Pak je
[e.e] [e.e]

dX  dXo Zgnan dy dvp ZgndYn

do  do — do’ do  do —

a soucasné

o) n—1
dX
T E <_Xn—1 + (K =AY, 1+ E XiYn—i—1> ",
n=1 =0

dY o n
- =Xo- (Xo + K)Y, + nzl (Xn —KY, — ;XZYN_Z) ",

Z pocateénich podminek (7.17) dostaneme
Xo(0) =1, Yy(0)=0, Xn(0) =Y,(0) =0pron=1,2,...

Nulté aproximace Xy, Yy feSeni tllohy (7.16), (7.10) jsou FeSenim pocatecni ulohy

dXx, dy;
=20, =% = Xy — (X0 + K)Y, Xo(0) =1, Y5(0) =0,
do do
takze .
_ - - _ —(K+1)o
Xolo) =1 Yolo) = g (1 e ) .

Vratime se k ptivodni nezévisle proménné 7 = €0 a dostaneme novou aproximaci reseni tlohy
(7.9), (7.10) ve tvaru

Xo(r) =1, Yo(r)= —— (1 — e ) ; (7.18)

tyto funkce spliuji poc¢ateéni podminky (7.10).
Reseni tlohy (7.9), (7.10) lze v okoli bodu 7 = 0, tj. na intervalu [0,§) pro vhodné malé
kladné ¢islo 0, aproximovat funkcemi (7.18). Tato ¢ast FeSeni tlohy se nazyva singuldrni nebo
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0 T

Obrézek 7.4: Reseni tlohy (7.9), (7.10) s parametrem ¢ = 0.2. Plna ¢ara — presné FeSeni,
carkovana ¢ara — vnéjsi feSeni, teckovana ¢ara — vnitini feseni.

cast TfeSeni ulohy se nazyva nesinguldrni nebo vnéjsi resent.

No obr. 7.4 je znézornéno pfiblizné a presné feseni ulohy (7.9), (7.10) s parametrem
e = 0.2; vidime, ze jiz v tomto pripadé je pfiblizné feseni dosti blizké presnému. Navic, prvni
slozka TeSeni, tj. funkce x, je i v pravém okoli nuly presnéji aproximovana vnéjsim fesenim
nez vitfnim.

Jesté odhadneme parametr  — casovy okamzik, od néhoz vnéjsi feseni 1épe nez vnitini
aproximuje druhou slozku feseni tlohy (7.9), (7.10). Je to takova hodnota nezéavisle proménné,
v niz maji funkce yy a Yy stejnou hodnotu, yo(d) = Yp(6). Takové ¢islo § existuje podle
Bolzanovy véty, nebot

! >0, lim (yo(0) — Yo(d)) = — !

0.
1+ K Pt K11~

Y0(0) — Yo(0) =

Muzeme tedy fesit soustavu rovnic

1 _ K+l o § -
EIT(Lﬂ : >_§+Aﬂ E+KIng=1- ).

Vyjadrit feSeni explicitné pomoci elementarnich funkei nelze, proto feseni odhadneme. Oznac-
me na chvili F(§) =&+ KIn& — 1+ AJ. Pak je

K
F1)=X>0, lim F(£)=-00<0, F({)=1+—pro&>0.
=0+ 13

To znamend, ze feseni druhé z rovnic, tj. rovnice F'(§) = 0, lezi v intervalu (0,1) a funkce F’
je na tomto intervalu rostouci. Odtud déle plyne, Ze existuje konstanta £ € (0,1) takova, ze

pro feseni £ druhé z rovnic plati
0<E<exl.

7 prvni rovnice nyni dostaneme

£ £+ K £ E+ K
0<6= 1 < 1 -
K+1 K1-¢  K+1 K1-2&

Tato nerovnost vyjadiuje, Ze hodnota § je mald stejného tadu, jako ¢, tj. 6 = O(e). Tento
odhad souhlasi s vyjadfeni. (7.14).
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Reseni ptivodni tlohy (7.5), (7.6) miZeme nyni zapsat ve tvaru

S(t) = So%‘o(k)leot) + O <z—0> R
0

k1soeo . co 0
1— (k1so+k—1+ka)t +0 <—> , 0<t< @) <—> s
kiso+ k—1 + k2 ( ‘ ) 50 -

k1sozo(k1eot) <€0> (60)
+0—, t>0(—);
kisoxo(kieot) + k_1 + k2 50 - 50

ptitom funkce zo(-) je implicitné déna rovnici (7.12).

e(t) =




Kapitola 8

Makroekonomické modely

8.1 Harroduv-Domaruv model ekonomického rustu

Zakladni ekonomickou veli¢inou je produkce. Produkovat mtize subjekt, ktery vlastni kapital.

Kapitalem jsou nejen penize, ale predevsim budovy, stroje, zafizeni a podobné. Kapital vznika

a obnovuje se investicemi. Budeme tedy uvazovat tii ekonomické ukazatele, tj. tii casové

zavislé proménné — produkci Y = Y (¢), kapital K = K(t) a investice I = I(t). Kdekoliv je

vyvijena jakakoliv ekonomicka aktivita, tam je néjaka produkce; proto je veli¢ina Y kladné.

A jak jiz bylo feCeno, z toho, Ze je produkce plyne, Ze byl kapitél; tedy i veli¢ina K je kladna.
Prvni model dynamiky produkce sestavime na zakladé tii postulati:

HD1 Kapital vznika investicemi a mizi amortizaci.
HD2 Do tvorby kapitalu je investovan staly podil produktu.
HD3 Relativni pririistek kapitalu se projevuje relativnim piirtistkem produkce.

Oznac¢me ¢ podil kapitalu, ktery se za jednotku ¢asu znehodnoti amortizaci, s cas, za ktery
se z investované ¢astky stane kapitdl. Typicky je x = 1, nebot investice z jednoho obdobi jsou
v nasledujicim obdobi jiz kapitalem. S témito symboly upfesnime postulat HD1 jako rovnost

K(t+ At) = K(t) + %I(t)At — SK(t)A(t),

neboli K+ A K@) 1
t+ At) — K(t
=—1I(t) — 0K (1).
- I(t) - 5K (1)
Budeme déle predpokladat, Ze ¢as plyne spojité a velicina K je diferencovatelna. Pak muzeme
limitnim pfechodem At — 0 vyjadfit postulat HD1 ve tvaru diferencialni rovnice

1
K' = -1 - /K. (8.1)
K
Predpoklad HD2 je vyjadien rovnosti
I=(1-5)Y, (8.2)

kde s € (0,1). Parametr s vyjadfuje podil produkce, ktery neni investovan, tedy je spotte-
bovan nebo uspofen. Z nerovnosti s < 1 a kladnosti veli¢iny Y plyne, ze také veli¢ina I je

kladna.

147
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Predpoklad HD3 formélné zapiSseme jako rovnost
K Y
K Y’
7 této rovnosti plyne

0 K'Y KY-KY'Y K\'Y
K Y — vy?2 K \Y/) K

Ponévadz veliciny K a Y jsou kladné, plyne odtud, ze (g) = 0 a tedy existuje konstanta
r eR, ze

K

v =" (8.4)
neboli

K =rY. (8.5)

Naopak, z této rovnosti plyne K’ = rY” a vydélenim této rovnosti rovnosti (8.5) dostaneme
rovnost (8.3). Pfedpoklad HD3 lze tedy ekvivalentné vyjadrit rovnosti (8.3) nebo (8.5).
Z rovnosti (8.3), (8.1), (8.2) a (8.5) nyni dostaneme
Y 11 (1-s)Y 1-s

1
Y k K K K KT

_5’

tedy
Y' 1-s
Y ok
relativni rychlost rustu produkce je za predpoklada HD1, HD2 a HD3 konstantni. Ozna¢me
ji g a z rovnice (8.6) dostaneme

— 0 = const, (8.6)

Y(t) = Yoegt,

kde Yy = Y'(0) je pocateéni produkce. Znaménko konstanty g uréuje, zda produkce roste nebo
klesd. Konstanta r je podle (8.4) pomérem produkece a kapitélu, vyjadiuje tedy kapitdlovou
ndrocnost jednotky produkce. Zavér analyzy modelu nyni muzeme preformulovat:

1—
je-li r < —58 pak produkce roste,
K
- 1-s .
je-li r = —5 pak produkce stagnuje,
K

1-—
je-li r > —5 pak produkce klesa.

Nebo strucné: je-li kapitadlova narocnost jednotky produkce prilis velké, pak produkce nemiize
rist.

8.2 Solowuv-Swanuv neoklasicky model rustu

Budeme uvazovat uzavienou ekonomiku, tj. takovou, Ze jedinymi produkénimi faktory jsou
kapital a préace, nikoliv zahrani¢ni obchod. Kromé (agregéatni) produkce Y = Y'(¢), kapitalu
K = K(t) ainvestic I = I(t) do modelu zahrneme i praci L = L(t). Praci pro potfeby modelu
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stotoznime s vytvarenou hodnotou!, méfime ji tedy ve stejnych jednotkach (penézich) jako
veli¢iny Y, K, nebo I. Prace vzdy vytvari hodnotu, proto je veli¢ina L kladna.

Budeme piedpokladat, ze kapital a investice spliiuji postulaty HD1 a HD2, tedy rovnosti
(8.1) a (8.2). Déle budeme postulovat:

SS1 Relativni rist (zména) prace je konstantni, odpovida pfirozenému pfirustku (nebo ubyt-
ku) obyvatelstva.

SS2 Jedinymi produkénimi faktory jsou kapital a prace.
Postulat SS1 lze zapsat jako rovnost

L/

=N (8.7)

kde A € R je néjaka konstanta. Postulat SS2 zapiSeme rovnosti
Y = f(K,L). (8.8)

Funkce f se nazyva (agregdtni) produkcni funkce. Ponévadz vSechny tii veliciny K, L, Y
povazujeme za kladné, je
f:(0,00) x(0,00) = (0, 00).

Aby funkce f vystihovala ekonomickou realitu, budeme predpokladat, Ze vyhovuje tfem pri-
rozenym pozadavkim

pfl Mald zména produkéniho faktoru vyvolda malou zménu produkce, pritom zvétseni vyrob-
niho faktoru nevede ke zmenseni produkce.

pf2 Produkce neni zavisla na tom, v jakych (penéznich) jednotkéch vyjadifujeme produkei a
produkéni faktory.

pf3 Plati zdkon klesajicich vynosu: dodateéna jednotka produkéniho faktoru nevytvori vétsi
produkt, nez jednotka predchazejici a mezni produkt pfi neomezeném ristu produkéniho
faktoru klesa k nule.

Postulat pfl rika, ze produkéni funkce je spojita a neklesajici v kazdé své proménné. Zmeéna
jednotky je totéz, co vynasobeni proménné néjakou kladnou konstantou. Postulat pf2 tedy
pozaduje, aby pro kazdé « > 0 platilo

flaK,aK) =aY = af (K, L), (8.9)

tj. produkéni funkce je homogenni prvniho fadu. Oznaéme na chvili jednotku kapitalu AK.
Zakon klesajicich vynost pro kapital nyni mtizeme zapsat ve tvaru

f(K,L)— f(K—-AK,L)> f(K+AK,L) — f(K,L) —— 0

K—oo

pro libovolnou hodnotu L. Uvedenou nerovnost muzeme také prepsat ve tvaru

FK,L) > ~f(K — AK, L) + %f(K +AK, L)

DO |

1 . - < PP
Poznamenejme, ze hodnota obecné neni totéz, co produkce.
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Analogicky vyjadiime zdkon klesajicich vynosi pro préaci. Obecné preformulujeme (zesilime!)
postulat pf3 vyrokem: pro kazdé v € (0,1) a vSechny K, Ko, L1, Ly > 0 plati

fvEr+ (1 =) K2, 7Ly + (1 = 7)L2) = 7 f (K1, L1) + (1 = ) f (K2, L2), (8.10)
tj. funkce f je konkévni, a

Jim (f(K+K1,L) — f(K,L)) =0= lim (f(K,L+ L) — f(K1,L)). (8.11)

L—oco

Nyni zavedeme novou veli¢inu k, nazvanou mira vybavenosti prace kapitalem, vztahem

k= T (8.12)

S vyuzitim rovnosti (8.1), (8.7), (8.2), (8.8) a (8.9) postupné dostaneme

W_L(KY_LKL-KL K LU _11 , \ 1-sY o
k K\L) K L2 K L kK -k K -
1-sf(K,L) 1—sL K 1—sf(k,1)
pr— _— pr— _— —1 —_ pr— _— .
- e (0 + ) - Kf<L’> (0+X) - p 6+ N)

Timto zptsobem dostavame zdkladni dynamickou rovnici neoklasického modelu

1—s
K

K o= —(6+ Nk + —— f(k,1). (8.13)

Funkei f(+,1) : (0,00) — (0, 00) nazyvame produkcni funkce v intenzivnim tvaru. Je to spojita
neklesajici konkévni funkce, pro kterou podle (8.11) plati

lim (f(k+ki,1) — f(k,1)) =0

k—o0

pro kazdé k; > 0. Z monotonie a nezédpornosti funkce f(-,1) plyne existence limity
li k,1) = fo > 0.
Jm f(k, 1) = fo =

Fazovym prostorem jednorozmérné autonomni rovnice (8.13) je interval (0,00). Stacio-
narni bod k* této rovnice splituje rovnnost

K(6+ \E* = (1 — s)f(k*,1). (8.14)

Izolovany stacionarni bod rovnice (8.13) v jejim fazovém prostoru existuje pravé tehdy, kdyz
0+ A > 0, tj. piipadny ubytek obyvatelstva (prace) je pomalejsi, nez amortizace kapitalu, a
soucasné existuje € > 0 takové, ze

54+ A
f(k,1)>/<;1+

k 8.15
e (815)
pro k € (0,¢), viz obr. 8.1. V takovém ptipadé je prava strana rovnice (8.13) kladné pro
k < k* a zaporna pro k > k*. To znamend, Ze za takové situace pro kazdé feSeni k = k(t)

rovnice (8.13) plati
lim k(t) = k%,

t—o00
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k(6 4+ Nk (8 + Nk (1—s)f(k,1)
(1—s)f(k,1)
(L—s)f(k,1) > ;
S ) 5 k(6 + AR
a) b) c)

Obrézek 8.1: Reseni rovnice (8.14) pro stacionarni bod k* zdkladni dynamické rovnice neokla-
sického modelu (8.13). Na vodorovné ose je soucasné fazovy portrét rovnice (8.13). a) 6+ > 0
a je splnéna podminka (8.15). b) Neni splnéna podminka (8.15). ¢) Neplati § + X > 0.

vybavenost prace kapitalem se ustali na konstantni hodnoté k£* > 0.
Podle (8.9) plati rovnost

Y

P = £ (1) = LA D) = T

Odtud plyne, ze pro kapitdlovou naro¢nost produkce r = r(t) plati

Y YL [k
K LK  k

Ze spojitosti funkce f(-,1) nyni plyne, Ze existuje limita

= tllrgor(t) - tlggo % - tlggo f(]z?((i); 1) N f(]:*, 1)’ (8.16)

tj. kapitalovd naro¢nost produkce se ustali na jisté hodnoté. Porovnanim se vztahem (8.4),
ktery je ekvivalentni s postulatem HD3 vidime, Ze Harrodtv-Domartv model je limitnim
pripadem modelu Solowova-Swanova. Harrodtv-Domartv model popisuje rovnovaznou eko-
nomiku, v niz produkce roste stejné rychle jako kapital.

Pokud ¢ + A > 0, ale neni splnéna podminka (8.15), pak je prava strana rovnice (8.13)
zépornd; kazdé jeji feSeni tedy konverguje k nule. Pokud § + A < 0, pak je prava strana
rovnice (8.13) kladné a kazdé jeji feseni diverguje do nekone¢na. V obou takovych pfipadech
ekonomika spéje ke kolapsu — vymizi kapital nebo préace (tj. veskeré obyvatelstvo bude neza-
méstnané). V realné ekonomice tedy ubytek obyvatelstva nemuze byt rychlejsi nez amortizace
kapitalu a mezni produkt malého kapitalu musi byt dostatecné velky.

8.2.1 Specialni produkéni funkce
Leontiefova produkéni funkce

f(K,L) =min{aK,bL},

kde a, b jsou kladné konstanty, vyjadiuje predpoklad, Ze kapital a prace maji na produktu
pevny podil. V pfipadé, ze a K < bL, tj. je nedostatek kapitalu, k produkci ptispiva veskery
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kapital, ale cast prace je neproduktivni. V pripadé, ze aK > bL, tj. je nedostatek pracovni
sily, zustava cast kapitalu ladem. Pouze v nepravdépodobném pripadé a K = bL je veskery
kapital i prace produktivni.

Produkéni funkce v intenzivnim tvaru je

P f(k,1)
f(k,1) = min{ak, b}.

Kladny izolovany stacionarni bod rovnice (8.13) s Leontiefovou
produkéni funkcei existuje pouze tehdy, kdyz je splnéna podminka
(8.15), v tomto ptipadé konkrétné kdyz

0+ A
1—3s’
tj. podil kapitalu na produkci je dostatecné velky, kapital je dostatecné efektivné vyuzivan.
Za takové situace je f(k*,1) = b, takze podle (8.14) je
K(t) (1—s)b

00 L(t) k(O + )

a

a>kK

*

Odtud a z pfedchozi nerovnosti dostaneme

lim aK(t) _ a(l —s)
t—oo BL(t)  K(J+ N)

> 1,

coz znamena, ze ve stabilizované ekonomice je b < aK a tedy v ni zlistava nevyuzity kapital.
Naopak, pokud by platila opacna nerovnost

O+ A
1—5s’

a <k

ekonomika by konvergovala k nulové vybavenosti prace kapitalem a v dtisledku toho k nulové
produkci. Ani jeden ze scénaiu samoziejmé nepiedstavuje zadouci stav.

Dvakrat diferencovatelna produkéni funkce

Produkéni funkce f = f(K, L) je podle pfl neklesajici a podle (8.10) konkavni v obou svych
proménnych. U dvakrat diferencovatelné produkéni funkce tyto pozadavky ponékud zesilime
— budeme predpokladat, ze funkce f je v obou svych proménnych rostouci a ryze konkavni,
tj. ze pro vSechna kladnd K, L splinuje nerovnosti

of 0% f of o*f
8—K(K’L> > 0, W(K’L) <0, 8_L(K’L) > 0, W(K’L) < 0. (8.17)
Zakon klesajicich vynost ve tvaru
. of 0 e Of
dim pr D) =0= lim (K. L) (8.18)

doplnime predpokladem: pokud se v ekonomice objevi novy produkéni faktor, pak jeho mezni
vynos je obrovsky; presnéji feceno, budeme predpokladat, Ze plati

I(ILI%+ a—K(K, L)=00= Lhrél —(K,L). (8.19)
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Podminky (8.18) a (8.19) se nazyvaji Inadovy. Produkéni funkce, kterd ma vlastnosti (8.9),
(8.17), (8.18) a (8.19) se nazyva neoklasickd.

Tvrzeni: V neoklasické funkei jsou oba produkéni faktory podstatné, zmizi-li jeden z nich,
zmizi i produkce, tj.

lim f(K,L)=0= lim f(K,L). 2
Jim fKL)=0= lim f(K, L) (820)

Pokud néktery z produkénich faktori roste neomezené, pak neomezené roste i produkce, tj.

lim f(K,L)=o00= Llim f(K,L). (8.21)

K—o00 —00

Dikaz: Pro funkci f podle de ’'Hépitalova pravidla a podle Inadovy podminky (8.18) plati
K, L K, L
JUSL) O L)

1 — 7 =

LS00 L e 0 pro libovolné K > 0.

7 homogenity funkce f nyni plyne

0= lim M: lim f(%,l) :kli)r(r)l+f(k,1)

L—oo L L—o0

a dale

K
li K,L)= lim L —,1) =L 1 1) =
Kl—%Jrf( L) K0t f(L’ ) ki%l‘l*f(k’ ) =0,
coz je prvni z rovnosti (8.20).

Z homogenity funkce f, z de 'Hopitalova pravidla a z Inadovy podminky (8.19) plyne

h) | nfed
lm fEL) = tm B gy (KEENTE) f(1,0) = o0

K—o0 Koo Koo 1 1550+

K K2

(symbol f"z(az,y) oznacuje parcialni derivaci funkce f podle druhé proménné v bodé (z,v)).

To je prvni z rovnosti (8.21). Platnost druhych rovnosti (8.20) a (8.21) ukadZeme analogicky.
O

Z prvni rovnosti (8.20), de 'Hopitalova pravidla a druhé Inadovy podminky (8.19) plyne
fk1) o Of(k,1)

k—0+ k  k—or Ok

Z této rovnosti déle plyne, Ze je splnéna podminka (8.15).
Rovnice (8.13) s neoklasickou produkéni funkei f mé jediné kladné stacionarni feSeni k™,
které je globalné asymptoticky stabilni.
Cobbova-Douglasova produkéni funkce
J(K.L) = AK"L},

kde A > 0, b € (0,1) je neoklasickd; o tom se lze presvédéit snadnym pfimym vypoctem.
Konstanta A vyjadfuje produkei pfi jednotkovém kapitalu i praci. Z rovnosti

Y = AKbL1-P
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je vidét, ze k danému mnozstvi kapitdlu K a pozadované produkci Y lze urcit potiebné
mnozstvi prace
Y
AK?
které tuto produkci zajisti. Naopak, k danému mnozstvi prace L lze urcit mnozstvi kapitalu

L: 1-b

Y
ALlfb’

které zajisti pozadovanou produkci Y. Cobbova-Douglasova produkéni funkce tedy vyjadiuje
produkci v takové ekonomice, v niz jsou kapitdl a prdice neomezené substituovatelné.
Cobbova-Douglasova produkéni funkce v intenzivnim tvaru je

f(k,1) = AEb,

K=

takze zékladni rovnice neoklasického modelu (8.13) je tvaru

K'=—(+N) (8.22)
To je rovnice Bernoulliova, kterou podle ndvodu na str. 25 fesime substituci
z =k

Tato substituce prevede rovnici (8.22) na linedrni nehomogenni rovnici

—(1=Db)(6 + Nz +Aw,

K

kterd ma podle (1.22) feSeni

2(t) = <x0-—'A(1__5)> efugbx5+Aﬁ_+-A(1“5)

k(0 + A) k(O +N)
kde zq je poc¢atecni hodnota. Ponévadz pro 6 + A > 0 plati
Al —s)
li t) = ——=
A elt) = Sy

dostaneme pro ustalenou hodnotu vybavenosti prace kapitalem vyjadieni

kE* = lim k(t) = lim = lel

t—o00 t—o00 (6 + )\)

tedy
(k*)lfb _ A(l — 5) )
k(0 + )
Odtud s vyuzitim definice Cobbovy-Douglasovy produkéni funkce a porovnanim se vztahem
(8.16) dostaneme
KOEN A AGY Y

1—3s (k*)l b fo* Jo*

Pomér produkce a kapitadlu v rovnovazné ekonomice s neomezené substituovatelnou praci a

kapitalem je tedy rovna konstanté

0+ A
KT
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8.3 Goodwintv model hospodarského cyklu

Prace v Solowovu-Swanovu modelu je abstraktni veli¢ina, pfedstavuje vlastné hodnotu praci
vytvofenou. Nyni budeme jako praci L = L(t) oznacovat mnozstvi zaméstnaného obyvatel-
stva, které za svou praci dostavd mzdu W = W (t). Presnéji feceno, W oznacuje néjakou
stfedni hodnotu mzdy jednoho pracovnika. Dale budeme uvazovat mnozstvi N = N(t) pra-
ceschopného (nebo praceochotného) obyvatelstva. Pro zjednoduseni zavedeme jesté velic¢iny:
produktivita prdce

Y
= 8.23
0= (823)
(stfedni mnozstvi produktu vytvoreného jednim pracujicim ¢lovékem), relativni zaméstnanost
L
= — 8.24
b= (824
a podil mzdy na produkci
w WL
- = 8.25
u=—=- (8.25)

Ekonomiku budeme povazovat za rovnovaznou, tj. budeme predpokladat, ze produkce Y,
kapital K a investice I spliuji postulaty HD1 a HD3 Harrodova-Domarova modelu, tedy
rovnost (8.1) a ekvivalentni rovnosti (8.3), (8.4). Déle budeme postulovat:

G1 Veskera cista produkcee, tj. produkce bez vyplacenych mezd, je investovana.

G2 Relativni zména poctu obyvatel je konstantni.

G3 Projevuje se staly technicky pokrok, tj. konstantni relativni rist produktivity prace.
G4 Zména mzdové sazby zavisi na zaméstnanosti.

Postulat G1 nahrazuje predpoklad o investovani HD2 z Harrodova-Domarova modelu. Po-
stulaty G1, G2 a G3 zapiseme po radé rovnostmi

I=Y-WIL, (8.26)
N/
M—s. (s.27)
!/
% = a, (8.28)

kde a > 0, 8 € R jsou néjaké konstanty. V postulatu G4 budeme zménu povazovat za relativni
a postulat zpresnime vyjadienim

e~ o). (5.20)

kde ¢ : [0,1) — R je diferencovatelna funkce, jejimz grafem je Phillipsova krivka. Jeji vlast-
nosti, které byly zjistény empiricky, formalné vyjadiime tak, ze funkce ¢ je na svém defini¢nim
oboru rostouci a konvexni, zejména

¢'(v) >0 prove0,1) (8.30)

a spliiuje nerovnosti
©(0) = ¢p < 0, (8.31)
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tj. pii malé zaméstnanosti (velké nezaméstnanosti) mzdy klesaji (je-li prace vzacna, lidé jsou
ochotni pracovat za nizkou mzdu),
lim ¢p(v) =¢1 >0, (8.32)
v—1—
tj. pti velké zaméstnanosti mzdy rostou (chceme-li pii téméf plné zaméstnanosti ziskat nového
pracovnika, musime ho pfeplatit); pfitom pfipoustime i p; = 0o (to je dokonce obvyklejsi
predpoklad).
Podle (8.1), (8.26), (8.4) a (8.25) plati

K' 11 1Y -WL 1Y WL r
f—;E‘5—;T—5—;§(1‘—>‘5—;<1‘u>‘5-

,
Odtud a z rovnosti (8.3) pfi oznaceni o = — dostaneme
K

Y/

= o(l—u)~ 4. (8.33)

Nyni vyjadiime relativni zménu zaméstnanosti pomoci rovnosti (8.24), (8.23), (8.27), (8.33)
a (8.28).

v N/(L\' NLIN-LN L' N a(Y\ | aYa-Yd 5
v L\N) L N2 L N Y \a Y a? N
Yl /
:7———ﬁza(1—u)—6—a—ﬁ
Tedy pfi oznaeni v =0 — a —  — ) mame

’Ul
— = —ou-+7. (8.34)
v

Relativni zménu podilu mzdy na produkei vyjadiime pomoci rovnosti (8.25), (8.29) a (8.28).

W _a (WY _aWe-Wa W _o_ .
uw W\a) W a? W ’
tj.
u/
— =p) —a (8.35)
u

Rovnice (8.35) a (8.34) predstavuji model vyvoje podilu mezd na produkci a relativni zamést-
nanosti. Mtizeme je prepsat v obvyklém tvaru

w=ulplv) - a), (8.36)

v =v(y = ou);

pfipomenme, ze fazovy prostor systému (8.36) je mnozina = [0,00) X [0,1) a Ze parametry
a, o jsou kladné.
Ze druhé rovnice systému (8.36) plyne diferencidlni nerovnost v’ < yv a tedy podle srov-
navaci véty 8 plati
v(t) < v(0)e™.
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Uvazujme nejprve v < 0. Pak
lim v(t) = 0.

t—o00

Ze spojitosti funkce ¢ a podminky (8.30) odtud plyne, Ze existuje t1 > 0 takové, ze gp((v(t)) <
0 pro t > t;. Podle prvni rovnice systému (8.36) pro ¢ > ¢; plati «/(¢t) < —au(t), takze
u(t) < u(ty)e™. Proto také

lim u(t) = 0.

t—o0
Pripad v < 0 popisuje ekonomiku, ktera spéje k podivnému stavu — nikdo nepracuje a na
produkci se mzda nepodili®.
Pokud o1 < «, pak z prvni rovnice systému (8.36) plyne, ze u’ < u(p; — «) a tedy pro
vSechna t > 0 je
u(t) < u(0)elPr=2)t,

To znamena, zZe existuje to > 0 takové, ze

u(t) < L prot > ts.
20

Podle druhé rovnice systému (8.36) pro ¢t > to plati
~y
V(1) = o) (v — ou()) > v(t) (v — oL ) = Su(t),

takze v(t) > v(tg)e%“/t. To znamend, Ze existuje T > to takové, ze

tgl%li u(t) = 1.
Podle véty 5 feseni nelze prodlouzit za cas T. V piipadé ¢; < a tedy ekonomika v kone¢ném
case dospéje k plné zaméstnanosti, ale v tom okamziku pfestanou platit ,,ekonomické zédkony“,
ze kterjch byl Goodwintiv model sestaven®.
Je-li o1 > a (coZ je zejména splnéno, pokud p; = 00), pak existuje v* € (0,1) takové, ze
o(v*) = a, tj. v* = ¢ !(a). Systém (8.36) ma v tomto pripadé dva stacionarni body

0,0 a ()= (L¢7 ().

g

Varia¢ni matice systému (8.36) je

tedy

50.0) = (*”00‘ « 3) det J(0,0) = (g0 — @) <0,

2To pfipomina lidovou charakteristiku realného socialismu, ktery fungoval v sedmdesatych a osmdesatjch
letech dvacatého stoleti v Ceskoslovenské socialistické republice: ,,Obéané piedstiraji, ze pracuji, stat predstira,
ze plati.“

3Ekonomika s plnou zaméstnanosti a s malym az zanedbatelnym podilem mezd na produkei je snem komu-
nistd — v8ichni budou pracovat (prace se stane prvni zivotni nutnosti), ale penize jiz za komunismu nebudou.
Tomuto idealu se v realité nejvice priblizil Pol Pot.
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0 1w
J(w*,v*) = o , det J(u*,v*) = yw*¢' (v*) >0, trd(u*,v*) =0.

—ov* 0

Podle Tabulky 4.1 je trividlni stacionarni bod (0, 0) sedlo. O typu stacionarniho bodu (u*, v*)
nelze podle tohoto kritéria rozhodnout.

Budeme hledat vyjadteni trajektorii systému (8.36). Vydélenim jeho rovnic dostaneme

b vy —ou)
du  u(p(v) —a)’

coz je obyCejna rovnice se separovanymi proménnymi. Podle 1.1 je jeji feseni implicitné dano
rovnosti
V) — o —ou
/ o) —ay / il
v U

(2

ou —In (uv®) + / o) dz = const;
T

po upraveé

Vo

pritom vy € (0,1) je néjakd konstanta vyjadfujici pocateéni zaméstnanost. Levou stranu
posledni rovnosti oznac¢ime G(u,v). Trajektorie systému (8.36) jsou tedy vrstevnicemi funkce

G.

Ponévadz plati

oG ¥ v —ou oG
YT T e g =o
2 2
ZTC; B % >0, gu;) =0,
%1627* _ v () - 5;%?(”) —) %Qg (u0") = so’l(;:*) -0,

je stacionarni bod (u*, v*) lokdlnim minimem funkce G, a ta je v néjakém jeho okoli konvexni.
To znamend, Ze trajektorie systému (8.36) zac¢inajici v okoli staciondrniho bodu (u*,v*) jsou
uzavienymi kiivkami, stacionarni bod je stied.

Mozné umisténi nulklin ve fdzovém prostoru spolu s trajektoriemi systému (8.36) je zna-
zornéno na obr. 8.2. Vidime, ze i v ptfipadé v > 0, ¢1 > « je mozné, Ze vyvoj ekonomiky
dospéje v konec¢ném case k plné zaméstnanosti a malému podilu mzdy na produkci, pokud je
pocatecni stav ekonomiky dostatecné daleko od rovnovahy. Jinak zaméstnanost koliséd kolem
jisté rovnovazné hodnoty, v ekonomice se stiidaji obdobi prosperity a utlumu; Goodwintv
model tedy svym zptisobem vysvétlil vznik a nevyhnutelnost hospodafrského cyklu.

Obecné plati

VG(u,v) = “ e tedy VG(u,v)" (uig(:(zf ;u(;)> =0,



8.3. GOODWINUV MODEL HOSPODARSKEHO CYKLU 159

p1 <o p1 >«
l'U 1A'U
Ty
- w
1y 11

. B

Yy u
g

SHES
Sy

Obrazek 8.2: Trajektorie a nulkliny systému (8.36) pro mozné kombinace parametri
coz znamenad, ze funkce G je prvnim integrélem (invariantem) systému (8.36). Dale pii ozna-
¢eni x = Inu, y = Inv dostaneme
=) —a, y = — oe”. (8.37)

Systém (8.36) lze tedy transformovat na systém bipartitni; faizovym prostorem transformova-
ného systému je mnozina R x (—oo, 0].

Pro funkci
eV
H(z,y) =G (e",¢) =0e” —yr —ay + / Mdn =coe’ —yr — oy + / @(ef)de
0 1 Invg

(integral jsme transformovali substituci £ = Inn) plati

oH OH

97 ¢ 7 a—y:—a+gp(ey),

takze systém (8.37) muZeme pfepsat ve tvaru

(-2 o

Systém (8.37) je tedy hamiltonovsky s hamiltonidnem H.
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