M5858 Spojité deterministické modely I, cvicenie, 1.12.2021

Priklad 1. N&jdite stacionarne body, vySetrite ich charekter a nacrtnite fazovy portrét nasle-
dujtaceho systému:

/
r =1y,
I 2 2
Yy =—c—y—az° —y°.
Riesenie. Za¢neme nulklinami. Prva z nich, z-nulklina, je uréené rovnicou y = 0, zatialco
y-nulklinu definuje rovnica —z —y — 2% —y? = 0, ktort mdZeme upravit nasledujtcim sposobom:

r+y+at+y* =0,
(2+3) +(+3) =45

Je to kruznica so stredom v bode [—%, —%] Nad osou x stt hodnoty premennej y kladné, takze
hodnoty derivécie z’ st tiez kladné, ¢o znamend, Ze trajektérie v hornej polrovine smeruji
doprava. Podobne, pod osou x st hodnoty premennej y zaporné, takze hodnoty derivacie x’ st
tiez zaporné, v dosledku ¢oho trajektorie v dolnej polrovine smeruju dolava. Vo vnutri kruhu
ohranic¢enom spominanou kruznicou st hodnoty vyrazu —z — y — 2% — y? kladné, ¢o znamen4,
7e v tejto oblasti st hodnoty derivacie 3 kladné, a preto v tychto miestach trajektérie smeruji
hore. Naopak, mimo tohto kruhu a kruZnice st hodnoty vyrazu —x — y — 22 — y? zéporné, ¢o
moZzeme povedat aj o hodnotach derivacie v/, a to vedie k tomu, Ze v tejto oblasti trajektorie
smeruja dole.

Stacionarne body st prienikom nulklin. Za y v rovnici pre y-nulklinu dosadime y = 0, to
nas privedie k rovnici —r — 22 = —z(1 + z) = 0. Dostali sme sa k dvom stacionarnym bodom
[0,0] a [—1,0]. Na to, aby sme mohli ur¢it ich typ, pouZzijeme Vetu 11 na strane 88 z dokumentu
Priebezny zapis prednasky. Najprv spocitame Jacobiho maticu, jej stopu a determinant:

Ty = 0 1 trJ(z,y) = —1 -2y,
x4 —1-22 —1-2y )" det J(z,y) = 1+ 2z.

V bode [0, 0] plati

tr J(0,0) = —1 < 0,
7(0,0) = ( N ) , det J(0,0) = 1 < 0,
(t17(0,0))? — 4det J(0,0) = —3 < 0,

¢o znamena, Ze bod |0, 0] je pre linearizovany systém stabilné ohnisko a podla uvedenej vety je
tento bod stabilnym® ohniskom aj pre povodny systém. V bode [—1, 0] plati

J(~1,0) = 0 1 trJ(—1,0) = -1 <0,
’ 1 -1 ) det J(—1,0) = =1 < 0,

takze bod [—1, 0] je pre linearizovany systém sedlo a podla uvedenej vety je tento bod sedlom
aj pre povodny systém.

Aby sme mohli ¢o najdoveryhodnejsie zrekonstruovat fazovy portrét, spocitame este cha-
rakteristické smery sedla. To st smerové vektory dotyc¢nic ku trajektoriam, ktoré sa pre t — oo

1V ¢ase pisania tohto textu v uvedenom dokumente eSte nebola zmienka o zachovani stability. Odkaz na 1u
doplnim, akonéhle sa tam objavi.



alebo t — —oo blizia k spominanému sedlu. St to vlastné vektory Jacobiho matice vyhodnote-
nej v tomto sedle.
~1-+5 —1+45
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Pripomenme, Ze v; prislicha vlastnému ¢islu A\; < 0, takze je to smerovy vektor dotyc¢nice k
rieSeniam bliziacim sa k sedlu pre ¢t — oo. Naopak, vy prislicha vlastnému ¢islu A\ > 0, takze
je to smerovy vektor doty¢nice k rieSeniam bliZziacim sa k sedlu pre t — —oo. MozZeme nakreslit
obrazky:
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Na pravom obrazku pekne vidno, ako trajektorie bliziace sa k sedlu pre ¢ — oo tvoria hra-
nicu oblasti pritazlivosti ohniska (tie na obrézku nie st nakreslené, ale lezia v tizkom pése
ohrani¢enom ostatnymi trajektériami). »

Priklad 2. Najdite stacionarne body, vysetrite ich charekter a nacrtnite fazovy portrét nasle-
dujtceho systému:

Riesenie. Zacneme nulklinami. Druh& z nich, y-nulklina, je urcenad rovnicou y = 2z, co
je priamka prechddzajica pociatkom so smernicou 2, zatialco x-nulklina je grafom funkcie
y = 322 — 2°. T4 m4 jednoduchy korett 3 a dvojnisobny koreii 0. Jej derivacia je 6z — 322,



ktorej korene st 0 a 2. Podla jej znamienka zistime Ze funkcia na intervaloch (—o0,0) a (2, 00)
klesd a na intervale (0,2) rastie. V lokalnych extrémoch funkcia nadobtida hodnoty 0 a 4. To
by malo pre jej priblizny nacrt stacit. Nad, respektive pod grafom funkcie y = 2z vyraz 6z — 3y
nadobuda zaporné, respektive kladné hodnoty, takze nad nim trajektérie smeruja dole, zatialco
pod nim smeruji hore. Nad, respektive pod grafom funkcie y = 32% — 23 vyraz 2 — z—; -2
nadobtida zaporné, respektive kladné hodnoty, ¢o znamend, ze trajektorie nad nim smeruju
dolava, zatial¢o pod nim doprava.

Za y v rovnici pre z-nulklinu dosadime na zaklade rovnice pre y-nulklinu vyraz 2x, ¢o nas
privedie k rovnici

20 =32 -1 & 2 -3 + 20 =0 & 2(2* - 32 +2)=0 & 2(v —1)(x —2) =0.

Stacionarne body su [0,0], [1,2] a [2,4]. Jacobiho matica jej stopa a determinant maji nasle-
dujuci tvar:

2

20— x° —
e = (25"

Wl

trJ(z,y) = —a* + 2w — 3,
’ det J(z,y) = 32* — 62 + 2.

V bode [0, 0] plati
. trJ(0,0) = —3 < 0,

1
J(O,O):(6 _g), det J(0,0) =2 > 0,
(tr J(0,0))* — 4det J(0,0) =1 > 0,

¢o znamend, ze bod [0,0] je pre linearizovany systém stabilny uzol a podla uvedenej vety je
tento bod stabilnym? uzlom aj pre povodny systém. V bode [1,2] plati

1 -1
J(1,2) = ( 6 _?J,

takze bod [1, 2] je pre linearizovany systém sedlo a podla uvedenej vety je tento bod sedlom aj
pre povodny systém. V bode [2, 4] plati

J(2,4):<2 :é),

¢o je ta ista matica ako v pripade prvého stacionarneho bodu, takze aj [2,4] je stabilny uzol.
Néjdeme charakteristické smery sedla:

trJ(1,2) = —2 < 0,
’ det J(1,2) = —1 < 0,

L= _% _ _ )2 )\1:_1_\/57
det( . _3_)\)—(/\+3)()\ Dr2-re2a-1 - TTIOVE

B ( 2)-(F )

N(g _\é_+_\/2§):>01:<2_6\/§>’

U7 teraz moZzeme priblizne naértnit fazovy portrét:

2T4, ist4 situacia ako t4, ktora bola rozoberand v predoslej poznimke pod iarou.

3



5 5

4 A K J 4
(Y,

31 3

2 2

Aby sme lepSie zachytili sposob pribliZzovania trajektorii k stabilnym uzlom vypocitame ich
charakteristické smery. To st opéf vlastné vektory Jacobiho matice vyhodnotenej v danom
uzle. Vzhladom k tomu, Ze obidva stacionarne body maji rovnaka Jacobiho maticu, sta¢i ndm
vypocet uskutocnif len raz:

6 —3—-A

v (2)-(7) - (2
v (0-(57) -+ ()

Zdoéraznime, ze \; je v absolutnej hodnote vicsie ako Ay. Priamka, ktorej smerovy vektor je vy,
prechadzajica uzlom je dotycnicou v tomto bode ku skoro vSetkym trajektoridm priblizujtcim
sa k tomuto uzlu. Jedinou vynimkou st dve riesenia, ktorych doty¢nica ma smernicu v;.

_ _1
det( A 3 ):A(A+3)+2:A2+3>\+2:(A+1)(A+2) =

— 05|
— KULKL)AY

) =<
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Na zéklade prave uskutocnenej analyzy nie sme schopni rozhodnit, akym sposobom sa k uzlom
priblizuju trajektorie, ktoré pre ¢t — —oo konverguju k sedlu, teda heteroklinické trajektorie. Na
to by sme potrebovali o mnoho silnejsie nastroje, a preto sme ich len naznacili a nedokonéili. *

Priklad 3. Analyzujte chovanie rieSeni nasledujicej diferencidlnej rovnice:

1/

_ 9.
@ = —=sine.
r

Riesenie. Na stranach 8 az 9 v dokumente Priebezny zapis prednasky bolo ukazané, ze
uvedend rovnica popisuje chovanie matematického kyvadla, pri¢om ¢ je jeho odchylka od (sta-
bilnej) rovnovéznej polohy, g je gravitaéné zrychlenie a r je dlzka zévesu. Aby vysledky nasej
analyzy koreSpondovali s modelovanym javom, budeme predpokladat, Ze zavazie vysi na pev-
nom nedeformovatelnom zévese, teda napriklad na nejakej Tahkej ty¢i.

Uvedenu diferencialnu rovnicu druhého radu upravime na systém dvoch diferencidlnych
rovnic prvého radu zavedenim premennej ¢ = ¢’

¢ =1,
Y = —gsingo.
,

Vysledkom je evidentne autonémny systém v rovine. Oznacme f(p,%) = ¥ a g(p,9) =
—Zsing. Vzhladom k tomu, ze (f(¢ + 2m,%),g9(¢0 + 2m,7)) = (f(,%),g9(p, 7)), staci sa
obmedzit na pripad (p,9) € [—m,7m| x R. Inymi slovami, rovinu mézeme rozdelif na pasy
([-m, 7] + k27) x R, kde k € Z, pricom skimané vektorové pole ma v kazdom pése rovnaky
tvar.

Najprv najdeme nulkliny a stacionarne body systému. Rovnost definujica p-nulklinu mé
tvar ¢ = 0, zatial¢o ¥-nulklina je zjednotenim priamok ¢ = —7, ¢ = 0 a ¢ = m. Ich prienikom
st tri stacionarne body [—m,0], [0,0] a [m,0]. Jacobiho matica pravej strany systému a jej
determinant maja nasledujtce tvary:

0 1 p
J(p, ) = g , det J(p, ) = —cos .

—=cosp O
’

Kedze det J(—m,0) = det J(7,0) = —£ < 0, st stacionarne body [£m,0] sedlom pre linearizo-
vany systém. Podla Vety 11 st tieto body sedlom aj pre povodny systém. Na druhej strane,
det J(0,0) = £ > 0 a trJ(0,0) = 0, ¢o znamend, Ze bod [0,0] je stredom pre linearizovany
systém. Podla spominanej vety vieme povedat len tolko, ze bod [0, 0] je v povodnom systéme
bud bod rotécie alebo ohnisko.

Pripometime, Ze Studovany systém je konzervativny. Veli¢inou, ktoréa je pozdlZ rieseni sys-
tému zachovavand, je napriklad celkova energia systému %mmDQ +mg(1—cosp). Pre nase tcely
postadi jej akykolvek nenulovy nasobok, preto definujme

1
H(p, ) = 5ri® + g(1 = cos o).
Ukazme, zZe sa skutocne jednéa o prvy integral:

(Hyy Hy), (f9) = <(gsins0,m/f), (w, —g sin 90>> = gYsing — gysinp = 0.

To znamena, Ze trajektorie rieseni leZia na vrstevniciach funkcie H. Tato skutocnost pouzijeme
k dokazu toho, ze bod [0, 0] je stred.



Potrebujeme ukéazat, ze v okoli bodu [0, 0] st vrstevnice funkcie H uzavreté krivky. VSimnime
si, ze H(0,0) = 0. Studujme vrstevnicu H(ip, 1) = ¢, kde € > 0 je malé. Zrejme existuje ¢y > 0
s vlastnostou H(0,10) = H(0,—1y) = €. Tato hodnotu moézeme priamo spocitat:

1 2¢e
e=H(0, %) = §mp§ = = —

Pokusme sa néjst predpis funkeie ¢(p), ktora je implicitne zadané rovnicou H (g, 1)) = & v okoli
bodu [0, £1):

1
§rw2 +g(1 —cosyp) =¢,

wzi\/i—g(cosgo—l)—i-% (1)

Posledny vyraz definuje funkciu ¢, kym je vyraz pod odmocninou nezaporny. Pozrime sa, ktoré
hodnoty ¢ ttto podmienku spliiaji:

2 2
—g(cosap—l)+—€ >0,
r r

COSgOZl—E,
g

¢o znamena, ze uvedend podmienku splia kazdé
¢ € [—arccos(l — £), arccos(1 — £)]. (2)

Specialne, funkcia 1 definovana rovnostou (1) so znamienkom + je kladna vo vnttri tohto
intervalu a rovna nule pre ¢ = + arccos(1 — 2) Podobne, ak vezmeme znamienko —, dostaneme
zépornt funkciu na intervale (— arccos(1— £), arccos(1—£)) a nulova v bodoch =+ arccos(1 —2).
Vrstevnica H (g, 1)) = ¢ sa teda sklada z dvoch oblikov [, 1 (p)], kde ¢ je z intervalu (2) a ¢
je definované rovnostou (1), takZe sa skuto¢ne jedna o uzavret krivku. Predpokladajme dalej
€ < 2g, teda [—arccos(1 — £), arccos(1l — £)] C [~ 7]. Na vrstevnici H(p, 1)) = € preto nelezi
ziadny stacionarny bod a pozdlZ tejto krivky je vektorové pole (f,g) nenulové. To staci na to,
aby vrstevnica H(p,1) = ¢ bola cyklom. Pre ¢ < 2¢g nerovnost H(p, 1) < e urcuje okolie bodu
[0, 0] s vlastnostou, ze kazda trajektoria zacinajica v tejto mnozine je cyklom obsahujicim bod
[0, 0] vo svojom vnutri, takze [0, 0] je skuto¢ne stred.

Pozrime sa tiez bliz$ie na pripad ¢ = 2g. Vrstevnica H(p, 1) = ¢ je sice stle uzavreta
po castiach hladka krivka, avSak tentokrat obsahuje aj stacionarne body [+, 0]. To znamen4,
ze sa nejedna o cyklus, ale o zjednotenie dvoch stacionadrnych bodov a dvoch heteroklinic-
kych trajektorii urcenych grafmi funkcii ¢ = 44/ %(cosgp + 1) spéjajucich tieto stacionarne
body. Heteroklinicka trajektoria reprezentuje situaciu, kedy je v nejakom case rozdiel medzi
maximalnou moznou potencialnou energiou a aktualnou potencialnou energiou kyvadla presne
kompenzovany aktualnou kinetickou energiou kyvadla. To znamena, ze kyvadlo sa limitne blizi
k nestabilnej rovnovaznej polohe nachadzajtcej sa presne nad bodom, v ktorom je prichytené.

Pre € > 2¢ sa uz funkcie ¥ () urcené predpisom (1) nuly nedotknt a st definované pre kazdé
¢ € R. Ak teda nejaké riesenie (o(t), 1 (t)) spliia v nejakom ¢ase t, podmienku H (p(to), 1 (t)) >
2g, potom je toto rieSenie neohranicené. To charakterizuje situaciu, kedy méa kyvadlo dostatok
energie na to, aby sa neustale otacalo okolo bodu, v ktorom je prichytené.
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Priklad 4. Uvazujme o nasledujicom autonémnom systéme:

CV'=—g (V- E) — ggm*(V — Ek),
m' = a(V)(1—m) - B(V)m,

kde C, g;, a gk st kladné konstanty, F; a Ex st konstanty spiﬁajﬁce nerovnost B > Ey, a
nakoniec funkcie o a [ st definované takto:

10 -V

\%4
a(V)=0,01- o (0 -1 B(V)=0,125exp ( 80)

Ukéazte, ze tento systém ma jediny stacionarny bod a presvedcéte sa o tom, Ze je stabilny.
Dokazte, ze systém nema cyklus.

Riesenie. Uvedeny model popisuje chovanie neurénu a je zjednodusenou verziou Hodgkinho-
Huxleyho modelu. Veli¢ina V' je napéitie na membréne a m charakterizuje priepustnost kanélu,



ktorym prechidzaju sodikové katiény. Pre viac detailov odporucame pozriet sa na druht kapi-
tolu v [1].
Zacneme V-nulklinou, ktord je urcéena nasledujticou rovnicou:
—gr(V = E) — gem*(V — Ex) = 0,
V(gr + gxm*) = gLEr + gi Exem?,
E Exm? E,—F
_ 9Lk + grkm _E +QL( L K)

V e )
gL + grm? gL + ggm*

Viraz g; + gem* je kladny a v trefom riadku sme delili polynémy so zvyskom. VySetrime
priebeh funkcie f(m) definovanej pravou stranou poslednej rovnosti. Jej derivacia ma tvar

f/(m) _ _49K9L(EL — E4K2)m3
(gr + gxm?*)

T4 je kladnéd na intervale (—oo,0), zaporna na intervale (0,00) a nulovd v bode 0. Preto je
funkcia f na intervale (—oo, 0) rasttca, na intervale (0, 00) je klesajtca a v bode 0 ma globalne
maximum s hodnotou f(0) = Ey. Tiez plati lim,, 4o f(m) = Ek.

Pred tym, ako sa za¢neme venovat m-nulkline, vySetrime niektoré vlastnosti funkcii o a (.
Funkcia 3 je evidentne kladné a klesajtca. Ak zavedieme substittciu « = 1Y mézeme predpis

10
funkcie o vyjadrit v tvare
x

et — 1

Najprv si uvedomme, 7Ze tato funkcia je spojito dodefinovatelna v bode x = 0:

g(x)=0,1-

. I'Hosp. ;. 1
lim —— lim — = 1.
z—0et — 1 0 z—0 et

Teraz sa pozrieme na jej derivaciu na R \ {0}:

e’ — 1 — xe” e’(1—1z)—1
") =01 ——— =01 .~
g'(x) =0, 1)
Pre z # 0 plati

l—z<e™ = e(l-2)<1l = €(1-2)—-1<0,

¢o znamend, ze ¢'(x) < 0 pre x # 0. Derivicia v bode x = 0 sa d& vypocitat nasledujicim
sposobom:

— 0 "Hosbp. (1 — —1r7r osp. —xe’
§(0) = lim I = 90O) Mo ey Z g 1 g S8 L Ry e
z—0 T 0 20 20 (e® —1)2 0 z—0 2(e® — 1)e®
. . —Z 'Hosp. . -1 - 1
=0,1 :lnlir(l)2(ex_1) ; > 0,1 9162%2696_0,1 ( 2)<0.

Funkcia ¢g(z) je na celom R klesajtca, ¢o znamend, ze funkcia a(V') je na celom R rastica.
Navyse je zrejme « vSade kladna.
Sme pripraveni vySetrit priebeh m-nulkliny. T4 je uréena rovnostou

a(V)(1 —m) = p(V)m =0,
m(a(V)+ (V) = V),

B a(V) B 1
T AW HBV) T BVY
1+ m



Ozna¢me symbolom A(V') pravi stranu poslednej rovnosti. Kedze 3 je klesajuca a « je rastiica
funkcia, je 1+ 8/« klesajuca funkcia, ¢o vedie k tomu, Ze h je rastica funkcia. NavysSe, h je
tiez kladna funkcia.

Poktisme sa dat dokopy vSetko, ¢o sa ndm doteraz podarilo zistit. Pre m > 0 je V-nulklina
grafom spojitej klesajicej funkcie v premennej m, ktorej hodnoty leZia v intervale [E}, Fr ). To
znamenad, ze tato nulklina je pre m > 0 zaroven grafom spojitej rastucej funkcie na intervale
|Er, Ex) v premennej V, pricom jej hodnota v E7 je 0 a jej limita zlava v bode Fi je oo.
Pripomenme, ze m-nulklina je grafom kladnej spojitej klesajticej funkcie v premennej V. Vsetky
uvedené argumenty implikuji, Ze nulkliny sa pretnt prave v jednom bode (najlepsie bude, ked
si nakreslite obrazok).

157

,15.

Charakter tohto stacionarneho bodu vysetrime pomocou znamienka determinantu a stopy
matice J(V,m) linearizovaného systému:

_ —gr — gxm* —4ggm*(V — Ek)
10m) = (i o v e ) )
tr J(V,m) = —gr — gem" — (V) = B(V),

det J(V,m) = (g2 + grm*)(a(V) + B(V)) + dgrem™(V — Ex)(/(V)(1 = m) — B'(V)m).

Viraz —gr, — ggm* — a(V) — B(V) je pre kazdé (V,m) zdporny, a preto je tr J(V,m) < 0
a prvy sCitanec determinantu je kladny. Vzhladom k tomu, Ze stacionérny bod lezi na V-
nulkline, v tomto bode plati V — Ex < 0. Zostdva ndm uz len vySetrit znamienko vyrazu
o (V)(1 —m) — B'(V)m. V okoli stacionarneho bodu rovnost a(V)(1 —m) — g(V)m = 0
implicitne zadava klesajucu funkciu h(V'). Pre jej derivaciu plati:

(V)1 —m) - p(V)m)y _ (V)1 —m)—pF'(V)m
(@(V)(1 =m) = BV)m)m a(V)+B(V)

¢o znamend, ze vyraz o' (V)(1 —m) — f'(V)m je zaporny. V konecnom dosledku je uvedeny
determinat kladny. Staciondrny bod je preto bud stabilny uzol, alebo stabilné ohnisko.

Zostava nam ukézaft, ze uvedeny systém nemd cyklus. Na to pouZijeme Bendixsonovo kri-
térium (Dosledok 6 na strane 90 v skriptach). Ozna¢me symbolmi (a(V,m),b(V,m))T pravi
stranu systému a pocitajme:

(V) =— <0,

Oa  Ob 4

— 4+ — =—g5 — —a(V)—=p(V) <.

v + am gr — ggm” — (V) = (V)
Uvedend nerovnost plati pre vietky dvojice (V,m) € R?, takze predpoklady Bendixsonovho
kritéria s splnené a systém nemd v R? cyklus. »>

9



Priklad 5. Uvazujme o nasledujicom autonémnom systéme:

/

T = —:L“+ay+:v2y,

y =b—ay—a?y,

kde a,b > 0 st parametre. Najdite oblast parametrov, pre ktoré ma uvedeny systém v mnozine
x,y > 0 periodické riesenie.

Riesenie. Uvedeny systém je zndmy ako Selkovov model glykolyzy. Premenné = a y re-
prezentuji koncetracie adenozindifosfatu a fruktdéza-6-fosfatu. Pre viac informacii moze citatel
nahliadnut do [3, 4].

Najprv ndjdeme nulkliny. Prva z nich, z-nulklina, je grafom funkcie y = %5, zatialCo
y-nulklina je grafom funkcie y = ﬁ% Ich prienik najdeme ako riesenie nasledujtcej stustavy
rovnic: —x + ay + 2%y = 0, b — ay — 2%y = 0. Po s¢itani obidvoch rovnic dostaneme rovnost
x = b. Po dosadeni tohto vysledku do niektorej z nich dostaneme y = bez, Dvojica [b, beQ] je
preto jediny stacionarny bod systému.

Dalsi krok nasej analjzy bude pokus najst kompaktnt pozitivne invariantni mnozinu v
prvom kvadrante. Na ose y plati 2’ = ay > 0, takze trajektdrie na kladnej ¢asti osi y smeruji
dovnutra kvadrantu. Na ose = plati ¥ = b > 0, takZe trajektérie na kladnej Casti osi = tiez
smeruji dovnitra spominaného kvadrantu. Podla charakteru xz-nulkliny mozeme tiez usudit,
ze aj rieSenie zacCinajuce v pociatku smeruje do kvadrantu. To vSetko dokazuje pozitivnu inva-
riantnost prvého kvadrantu. Zostava ndm vhodnymi krivkami ohranicit roh tohto kvadrantu.
Zvolme konstantu ¢ > % a pozrime sa ako vyzera vektorové pole pozdlZz priamky y = ¢. Spo-
¢itame skalarny stcin vektora (0, —1), ¢o je vektor kolmy na priamku y = ¢ smerujici dole, s
vektormi (—x + ay + 2%y, b — ay — x%y) pozdlz priamky y = c:

((0,=1), (—=z + ac + 2°¢,b — ac — 2%c)) = ac + 2°c — b > 0,

pretoze

b b
<-<c = ac+r*c=cla+z?) >0,

a+x2 " a

b . Vektorové
a+x

pole pozdlz priamky y = c zviera s vektorom (0, —1) ostry uhol, a preto trajektdrie zac¢inajtice
na tejto priamke smeruji pod nu. VysSetrime teraz uhol, ktory zviera nase vektorové pole s
vektorom (—1, —1):

kde prva nerovnost je dosledkom faktu, Ze % je globalne maximum funkcie

<(_17 _1>7 <_$ +ay + [E2y,b —ay — 122'2'3/)) =z —b

To znamena, ze tento uhol je ostry pre x > b. Pre x > b budu trajektérie v prvom kvadrante
zacinajuce na priamke y = —x + d + ¢, kde d > b je lubovolné, smerovat pod 1nu. Tato analyzu
mozeme zhrnif tvrdenim, Ze mnozina

K={(v,y) eR? |2,y >0,y<c,y<—z+d+c}

je pozitivne invariantna. Vzhladom k tomu, Ze je tieZ ohranidenou a uzavretou podmnozinou
Euklidovského priestoru, je tiez kompaktna.

10



MEVEE 54 MO VO N Vi VI W Y " Y1 VI VI VI VR VR
A S N N N N N N N N Y N N N Y
A A A A A VE VL W \\\\\\\
N T ' "N Vi Vi VR V) VR VI VR VR W VR
*\s\s;s—w*»\\\\\\\ AR
s s s N D D T T
> 2ttt ot SRR ERE R R ERE
et RN 4
I”/’)’ffl’ﬁ‘kik\l\\\\v\lv\\v\v\l
AL AR KRR ORI R R R R NN W]
bt BRORRORCRCRORRCROROROROR R R
BA R R ORRORORROROROROROROR R R ™
SEUE R UL UL UL UL N N N N N N N N N N N
&B}hh_&l_kkkkvuvvvvvuuvu

Venujme sa charakteru stacionarneho bodu. Za tym ucelom vypocitame Jacobiho maticu
systému, jej stopu a determinant:
trJ(z,y) = —2® + 20y —a — 1,
det J(z,y) = (a + 2*)(1 — 2zy) + 2vy(a + z°)
=a+2°>0.

ﬂ%%z(

—1+4+2zy a+ a?
—2xy  —a-—2* )’

Determinant je vzdy kladny a stopa v stacionarnom bode ma hodnotu
b 20? —b* — (2a — 1)b* — (a + a?)
trJ (b, ——— | = —b* —a—1= .

' (’a+w> Tt a+b?

Nés zaujima situécia, kedy bude stopa kladnd, teda pripady, kedy je stacionarny bod bud
nestabilny uzol alebo nestabilné ohnisko. RieSime nerovnicu

0> b* 4 (20 — 1)b* + a + a?,

kde pravti stranu chapeme ako kvadraticky polyném v premennej b%. Jej diskriminant mé tvar
(2a — 1)*> — 4(a + a®*) = 1 — 8a a vsimnime si, Ze koeficient pri najvysSej mocnine je kladny.
Uvedena nerovnica mé zrejme rieSenie len v pripade, kedy je diskriminant kladny. V takom
pripade st riesenim vsetky hodnoty b > 0, pre ktoré plati

1—2@—\/1—8a<b2< 1—-2a++v1-28a
2 - T 2 '

1.2

0.8

b 0.61

0.4

0.2+

0 0.05 0.10 0.15
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Z vlastnosti nestabilnych uzlov a ohnisk v rovine moézeme usudit, Ze existuje otvorené okolie
tychto bodov, ktorych hranica je hladkd uzavretd krivka, s tou vlastnostou, ze akdkolvek tra-
jektoria zacinajtica na tejto hranici vychadza von z tohto okolia. Ozna¢me symbolom U nejaké
okolie nasho stacionarneho bodu, ktoré spliia tito podmienku a navyse plati U C K. Mozeme
usudit, ze mnozina M = K ~ U je kompaktna pozitivne invariantnd mnozina. Pripomernime
Poincarého-Bendixsonovu vetu uvedent v [2] na strane 11, ktord dava postacujicu podmienku
pre vyskyt cyklu:

Veta 1. Nech C je trajektoria riesenia (x(t),y(t)), t > 0 magica kompaktny uzdver v R
Predpokladajme, Ze w-limitnd mnozina Q(C) neobsahuje staciondrne body. Potom je Q(C™)
cyklus.

Predpokladajme, Ze parametre a a b spliiaji vyssie uvedené nerovnosti. Zvolme Iubovolné
riesenie (7(t),y(t)) nasho systému spliajtice (z(0),y(0)) € M. Vzhladom k tomu, ze M je
pozitivne invariantnd mnozina, plati C* = {(z(t),y(t)) | t € [0,00)} C M. Z vlastnosti uzaveru
mnoZiny tiez vypljva nasledujica inklizia: C+ C M = M. KedZe je uzéaver C+ mnoziny C*
podmnozinou kompaktnej mnoziny M, sdm je kompaktny. KedZe plati Q(C+) C C+ C M a M
neobsahuje ziadny stacionarny bod, neobsahuje ziadny stacionarny bod ani w-limitnd mnozina
Q(CT). Trajektoria riesenia (z(t), y(t)) evidentne spliia predpoklady Poincarého-Bendixsonove;
vety, ¢o znamend, ze Q(C7T) je cyklus.
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