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Epidemiologickeé modely

Pri $tudiu $irenia epidémie modzeme vo vSeobecnosti rozdelit populdciu na Styri skupiny. Tieto
skupiny, respektive pocty jedincov v jednotlivych skupinach budeme znacit postupne symbolmi
S, E, I a R. Skupina S pozostava zo zdravych jedincov nachylnych k infekcii. Skupina E je
tvorena jedincami nachadzajicimi sa v latentnom obdobi teda tymi, ktori st uz sice nakazeni,
ale eSte nie s schopni nakazu sirit. Skupinu oznadent symbolom I tvoria nakazeni jedinci, ktori
st zaroven Siritelmi ochorenia. V skupine R st zahrnuti jedinci, ktori ochoreli, ale ochorenie
dalej ne$iria, teda napriklad vylieceni alebo izolovani jedinci. Na zdklade konkrétnych pred-
pokladov o chovani epidémie a populacie mdZzeme charakterizovat spésob prechodu jedincov
medzi jednotlivymi skupinami a tym konstruovat konkrétne modely. V kazdom z nasledujtcich
modelov budeme predpokladat, Ze velkost populécie sa v ¢ase nemeni. Zdoraznime, ze vSetky
uvazované systémy su autondémne s polynomidlnou pravou stranou definovanou na celom R”,
¢o znamena, ze akykolvek pociatoény problém ma jediné plné rieSenie.

Model ST

Za¢neme najjednoduchsim modelom. Predpokladajme, Ze dizka latentného obdobia je zaned-
batelna a ignorujme vplyv izolacie ¢i uzdravenia, teda v nasom modeli nebudeme uvazovat
populacné skupiny E a R. Tieto predpoklady sa relevantné v pociatocnych stadiach niekto-
rych ochoreni. Vzhladom k tejto skutoc¢nosti je konstantnost velkosti populécie uréené vztahom
S 4+ I = N. Tento model mozeme reprezentovat nasledujicou schémou:

©——0

kde B > 0 je tzv. koeficient sirenia nakazy, ktory vyjadruje mieru prechodu jedincov zo skupiny
S do skupiny I. Mozeme si ho predstavit ako sucin relativneho poc¢tu kontaktov v populacii
za jednotku casu a pravdepodobnosti prenosu choroby pri kontakte z ¢lena skupiny I na clena
skupiny S. Prirastok do skupiny I respektive ibytok zo skupiny S za cas At je

AT = —AS = AtBSI.

Po vydeleni rovnice veli¢inou At a limitnym prechodom At — 0 dostaneme nasledujici systém
diferencialnych rovnic:

S' = —pSI,
I'=pBSI.
Vsimnite si, Ze rovnost S’ 4+ I’ = 0 koresponduje s predpokladom S(t) + I(t) = N. Vztah
S = N — I mozeme dosadif do druhej rovnice, ¢o nas privedie k rovnici so separovanymi
premennymi:
I'=3(N—-1)I.

N4ajdime rieenie tejto rovnice spliiajice podiatoént podmienku I (0) = Iy. Ak Iy = 0 alebo
Iy = N, potom maé rieSenie zrejme tvar I(t) = 0 alebo I(t) = N. V opa¢nom pripade postupujme
nasledujicim sposobom:

I'= BN~ D)1,
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Integral na lavej strane vypocitame nasledujicim spdsobom:
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Vysledok dosadme a upravme:
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Grafom tejto funkcie je logistickd krivka. VSimnime si, Ze lim; ., I(t) = N. Funkcia poctu
novych pripadov je v skuto¢nosti mierou zmeny funkcie (t), teda jej derivaciou:

I'(t) = N 1=y >
1+ (= —1)e BNt — — 14BNt
Iy Iy

Jej graf sa nazyva epidemicka krivka. Typickym javom je pociatocné narastanie po¢tu novych
pripadov. Po dosiahnuti maxima poc¢ty novych pripadov neustale klesaji. Presvedéme sa o tom
vypoctom. Najdeme stacionarne body prvej derivacie: I”(t) =
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Stacionarny bod je riesenim rovnice
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Vzhladom k tomu, Ze druhé derivacia je nalavo od tohto bodu kladna a napravo zaporné, mé
funkcia I'(t) v tomto bode globdlne maximum a nalavo od tohto bodu je rastica a napravo je
klesajica. Funkcia I(¢) méa v tomto bode inflexny bod a funkéntt hodnotu &.
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Model SIR

Teraz do naSich ivah priddme popula¢ni skupinu R, ¢o nas privedie k modelu SIR. Znézornit
ho mézeme nasledujicou schémou:

®-—>0——®

kde v > 0 je koeficient popisujuci rychlost prechodu ¢lenov skupiny I do skupiny R. Rovnice
definujtce tento model maji nasledujtci tvar:

S’ = —BSI,
I' = BST — v,
R =vl.

Fakt, ze S’+1'+ R’ = 0, opét koresponduje s predpokladom S(¢)+1(t)+ R(t) = N o konStantne;
velkosti populdcie. Venujme sa nasledujicemu pociatoénému problému:

S(O):So>0, I(O)II()>O, R(O):O, So+ 1, =N.

Vsimnime si, ze prvé dve rovnice systému nezavisia od premennej R. Mozeme ich preto Studovat
samostatne ako autonémny systém v rovine:

S'=—pSI,
I'=p8SI—vl.
Zacneme nulklinami. S-nulklina je zjednotenim priamok S = 0 a I = 0. Na druhej strane,

I-nulklina je zjednotenim priamok S = v/f a I = 0. To znamend, Ze kazdy jeden bod na osi S
je stacionarny bod a Ziadne iné stacionarne body neexistuju. Dalej si véimnime, Ze kladné ¢ast



osi I je invariantna mnozina (v skutoc¢nosti je trajektériou riesenia S(t) = 0, I(t) = exp(—vt)).
V kone¢nom désledku mozeme povedaft, ze prvy kvadrant je pozitivne invariantnd mnozina, ¢o
by sme v kontexte modelovaného javu aj ocakavali. Dokonca pre akékolvek riesenie spliiajice
S(0) > 0a I(0) > 0 plati S(¢t) > 0 a I(t) > 0 pre kazdé t € [0,00). Pre S < v/f je I' <0,
¢o znamend, ze poc¢iatoéné podmienky v tejto oblasti vedi k rieseniam, ktorych zlozka I(t)
pre t € [0,00) klesa. TakZe v takom pripade k prepuknutiu epidémie ned6jde. Dalej budeme
predpokladat, ze Sy > v/f.

Poktsme sa odvodit tvar trajektdrii. Za tym tcelom budeme Studovaf vlastnosti rieseni
rovnice

dI  pgSI—vlI p-—=S

ds  -Bs1r S’
kde p = v/B. Pre 0 < S < p rieSenia tejto rovnice rasti a pre S > p klesaju. Navyse pre ich
druhu derivaciu plati

d21 p 0

asz = ;T
¢o znamend, Ze tieto rieSenia si konvexné funkcie. Rovnicu s pociatoénou podmienkou 7(Sy) =
Iy mozeme dokonca vyriesit a okrem iného najst hodnotu globalneho maxima:
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V bode globalneho maxima plati

)P 5

Vratme sa k povodnému trojrozmernému systému. Uz sme sa presvedcili o tom, Ze rieSenie
(S(t),I(t), R(t)) nami $tudovaného pociatocného problému spliia I(t) > 0 pre kazdé t € [0, 00).
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Podla poslednej rovnice je R'(t) > 0 pre kazdé ¢t € [0,00), ¢o implikuje R(¢) > 0 pre kazdé
t € (0,00). Vdaka tomu pre kazdé nezaporné ¢ plati 0 < S(t), I(t), R(t) < N, takze rieSenie je
ohranicené, a preto je definované pre kazdé ¢ > 0. Teraz sa pokisime vySetrit spravanie rieSenia
pre t — oo. Medzitym esSte raz formalne odvodime niektoré zrejmé skutocnosti. S¢itanie v-
nasobku prvej rovnice s 3S-ndsobkom tretej rovnice nas privedie k rovnici

vS'+ BSR =0,

ktora ma podobnu strukturu ako exaktna diferencialna rovnica. Vynasobme tito rovnicu fun-
kciou k(S, R), ktoru Specifikujeme neskér:

k(S, R)vS' + k(S, R)BSR' = 0.
Ak existuje funkcia F'(S, 1, R) s vlastnostou

OF sy OF_ OF

— =0, i
ol OR
potom je tato funkcia zrejme prvy integral nasho systému. Na to, aby tato funkcia existovala,
nam staci

0 0

55 (S, R)v) = 2= (k(S, R)3S).

Takze budeme postupovat rovnako ako v pripade exaktnych rovnic. Ozna¢me M (S, R) = v
a N(S,R) = pS. Kedze Mr = 0 # 3 = Ng, funkcia k(S, R) je netrividlna. Vzhladom k
tomu, ze (Ns — Mgr)/M = /v = 1/p je funkcia premennej R (konstantnd), mozeme hladat
integrac¢ny faktor ako funkciu k(R), ktora je rieSenim rovnice k' = k/p. Jej partikularne riesenie
je k = exp(R/p). Pozrime sa na funkciu F:

i B
F(S,R) = /VeP dS =vSer 4+ ¢(R),

R R
Fr=pSer +(R)=p8Ser = d(R)=0 = ¢(R)=c€R.

R

Napriklad funkcia F(S,R) = vSer je prvym integralom nasho systému, ¢o znamena, Ze jej
hodnoty st pozdlZ rieseni konstantné. Takze ak F(S;,0) = vS;, potom pre kazdé t plati
F(S(t), R(t)) = vSp, teda

1

S(t) = Spe »".

Ukazme si jednoduchsi sposob, ktory nas privedie k rovnakému vysledku. Ak vydelime prvia
rovnicu trefou, dostaneme linedrnu diferencialnu rovnicu

s S
drR  p’
ktorej rieSenie ma tvar
1
S = Spe v,

¢o po dosadeni casu ¢t da ten isty vysledok.
Kedze R(t) > 0, plati 0 < S < Sy < N a navySe na zdklade analyzy S-nulklin vieme, Ze
S(t) je klesajuca funkcia. Z poslednej rovnice tiez mézeme vyjadrit funkciu R(t):

R(t) = —plog %z).



Dalej plati

R(t) = v(N = S(t) — R(t)) < v(N — R(1)),
R'(t) + vR(t) < VN, /et
R'(t)e”" + vR(t)e"" < vNe”,
(R(t)e"") < vNe.

Poslednti rovnost mozeme integrovat v medziach od 0 do ¢, ¢o nas privedie k nerovnosti

R(t)e”" < N(e"' —1), Je™
R(t) < N(1—e") < N.

V konecénom dosledku tieZ mame
I(t)=N—-S(t) — R(t) < N,

kedze S(t) > 0 a R(t) > 0.

Funkcia R(t) je rasttca a ohranicend, a preto existuje koneénd limita R, = lim;_,o R(%).
Uvedomme si, Ze do skupiny R sa jedinec moze dostaf len tak, Ze v nejakom momente ochorie.
Jedinci sa zo skupiny R uZz dostat nemozu, takze hodnota R, vyjadruje, do akej miery sa
infekcia rozsiri. Poktsme sa tto hodnotu vy¢islit. Vzhladom k tomu, Ze

R'(t) = vI(t) = v(N — S(t) — R(t)) = v(N — soe‘%R“) — R(1)),

plati
1

lim R'(t) = v(N — See P — R.).

Odbo¢me na chvilu, aby sme sa mohli presved¢it o tom, Ze existencia koneénych limit lim,_, ., R(t)
a lim;_,,, R'(t) implikuje nulovost druhej limity. Tvrdenie dokdZeme sporom, takZe budeme
predpokladat, Ze spominand limita je nenulova. Vzhladom k tomu, ze R'(t) = vI(t) > 0, ma
zmysel uvazovat len pripad lim; ., R'(t) = L > 0. Zvolme 0 < ¢ < L lubovolne. Existuje ¢y > 0
také, ze pre kazdé t > to plati R'(t) > . Integrovanim tejto nerovnosti v medziach od ¢y do ¢
dostaneme R(t) > e(t — to) + R(tp). To znamen4, ze pre t — oo funkcia R(t) rastie nad vSetky
medze, Co je v spore s predpokladom o konec¢nosti limity lim;_,, R(t). Vzhladom k tretej rovnici
nasho systému plati

lim R'(t) = lim I(t) = 0.

t—o0 t—o0

Limitna hodnota R, je preto koreniom rovnice
1
F(z) =N —Spe r" —x=0.

Ukazeme, ze uvedend rovnica ma jediny kladny koren a ndjdeme jeho dolny odhad. Plati

1
F'(z) = &e_ﬁz -1=0 & z=R'= —plogﬁ,
p So
Takze funkcia F'(z) méa jediny nulovy bod R* > 0. Nalavo od tohto bodu je F’(z) kladn4, takze
F(z) rastie a napravo je F’(x) zaporn4, takze F(z) klesa. Na zdklade vztahov lim, 4., F(z) =
—00, F(0) =N —S;>0a F(R*) = N — p > 0 mozeme usudit, ze funkcia F'(x) ma prave dva
korene, jeden zaporny a jeden kladny, pricom plati R* < R.,. Navyse mame aj horny odhad:

1 1
Ro=N—Spe ™™ < N — Spe »",
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¢o je ddsledkom toho, ze FI(N) < 0, teda R, < N.
Zhrime vSetky ziskané poznatky. RieSenie (S(¢), I(t), R(t)) po¢iato¢ného problému S(0) =
So, 1(0) = I a R(0) = 0, kde Sy + Iy = N spliia nasledujtice limitné vztahy:
lim R(t) = R, Jim I() =0, lim S(t) = N = Ro = S,
—00

t—o0 t—o00

pricom plati

S, 1y N
plog— < R < N — Spe 7, See P < Ss < p,
P

kde posledna nerovnost je dosledkom rovnosti Sy, = Spexp(—Rw/p) a prvej nerovnosti. Rozsah
epidémie mozeme zmensit zvicSenim parametra p, teda bud zvic¢Senim parametra v alebo
zmensenim parametra 3. V praxi to znamend rychlejsiu izoldciu a uzdravovanie nakazenych
jedincov alebo obmedzenie kontaktov a zvysenie odolnosti voci infekcii.

Model SIRS

Tento model sa od toho predoslého lisi tym, Ze jedinci zo skupiny R sa opit mozu stat nachylni
k infekcii. Schematicky ho mozeme znézornit nasledujicim obrazkom:

B v

kde v > 0 je koeficient popisujici rychlost prechodu ¢lenov skupiny R do skupiny S. Rovnice
definujtice tento model maju nasledujici tvar:

S' = —BSI+ R,
I'=pBSI —vl,
R =vI—~R.
Fakt, ze S’+1'+ R’ = 0, opét koresponduje s predpokladom S(¢)+1(t)+ R(t) = N o konstantne;
velkosti populécie. Vztah R = N — S — I mozeme dosadit do prvej rovnice, ¢o nas privedie k
autonémnemu systému v rovine:
S'=—-BST+~(N—-S—-1),
I'=p3SI —vl.

Systém ma jednu S-nulklinu definovanii rovnicou

o dN=S) v (5N
BS+y B B\S+32

a dve [-nulkliny definované rovnicami

v
I =0, S=-.
g
Tie sa pretinaju v dvoch stacionarnych bodoch:
vaN_Vq
Sy, 1] = [N, 0], So, L) = |-, ——=1| .
St =150 8] = 5205

Z druhej rovnice vidno, Ze ak S < v/, potom I’ < 0 a I preto klesd. Nutnou podmienku
pre vypuknutie epidémie je ¢ = BN/v > 1, ¢o budeme dalej aj predpokladat. Cislo o sa
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nazyva infekéné kontaktné ¢islo alebo vnutornéd reproduktivna rychlost infekcie. Dosledkom
nasho predpokladu je fakt, Ze stacionarny bod [Ss, 5] lezi vo vnutri prvého kvadrantu.
Jacobiho matica systému ma tvar

J(S,1) = ( 7 éf” _5535__”7 ) .

Vzhladom k tomu, Ze det J(N,0) = —v(BN — v) < 0, je stacionarny bod [S1, I;] sedlom. Dalej
plati

_ ABN=-v) (BN +9)
trJ(SQ,IQ)—_ﬁ_/}/— —V—|—’y < 0,
det J(Sy, Iy) = (v —i—*y)w%;y) =~(BN —v) >0,
2
(tl" J(SQ,IQ))Z — 4det J(SQ,IQ) =7 (’y((ij\j_——;)z) — 4(5]\[ — I/)) .

To znamené, Ze bod [S, I5] je v kazdom pripade stabilny a je to ohnisko pre malé + a uzol pre
velké ~. V&imnime si eSte, Ze

N — N+1v2 AN+Z AN +uN
S41,= Ly BN=v) BN+ VE 5 NN
B Bv+7) Bv+7) v+ v+

¢o znamend, %e bod [Sy, I5] lezi vo vnutri trojuholnika K = {(z,y) € R* | x,y > 0z +y < N}.
pokiisime sa ukdzat, Ze tento trojuholnik je pozitivne invariantnd mnozina.

I
oL

A — NULKLINY
— TRANEYTDR\=

N s

|

Vzhladom k tomu, Ze os S je I-nulklinou, je to invariantnd mnozina systému. Inymi slovami,
St)=(So—N)e ™+ N, I{t)=0

je rieSenie. Na druhej strane, na ose I ma prva zlozka vektorového pola tvar (N — I), ¢o je
nezaporny vyraz pre I < N. Trajektdrie zacinajice na ose [ pre 0 < I < N teda vchadzaju do
trojuholnika K. Nakoniec sa pozrieme, ako sa meni veli¢ina S + I pozdlz rieseni:

(S(t) + I(t)) = 7(N = S(t) — I(t)) - vI(t)

Na prepone trojuholnika K plati S(t) + I(t) = N, takze v tychto bodoch je posledny vyraz
zaporny, okrem staciondrneho bodu [N, 0]. Preto trajektdrie zac¢inajice na prepone trojholnika
K do neho tiez vstupuju. Ukéazali sme, ze K je pozitivne invariantnd mnozina. Navyse, je to
tiez kompaktna mnozina.



Pomocou Dulacovho kritéria ukdzeme, ze v trojuholniku K neexistuje uzavreta trajektoria.
Pocitajme:

o (1 0 (1
25 (ﬂ‘w”w -9 ”’) o (f(w‘ ”’)
0 N-S-1 9,
:%(—55”—1 )+—az<55—”>
_ 57
=—f-

Posledny vyraz je vo vnutri trojuholnika K zaporny, takze K neobsahuje uzavrett trajektoriu.

Zvolme Tubovolné riesenie (S(t), I(t)) spliiajtce (S(0),1(0)) € K a oznaéme symbolom C*
jeho kladnu polotrajektériu, teda C = {(S(¢),I(t)) | t > 0}. Vzhladom k tomu, ze K je
pozitivne invariantnid mnozina, plati C* C K. V dosledku toho m& C* kompaktny uzéver.
Predpokladajme, Ze w-limitnd nnozina Q(C™) neobsahuje Ziadny staciondrny bod. Pripome-
fime, 7e Q(CT) C C+ C K. Potom podla Poincarého-Bendixsonovej vety ([1], strana 11) je
Q(CT) cyklus, ¢o je v spore s tym, ze v K Ziadny cyklus nie je. Preto Q(C*") obsahuje as-
ponl jeden stacionarny bod. Ak je to stabilny staciondrny bod [S, I5], potom zrejme plati
Q(CT) = {[S2, I5]} a plati lim o (S(t), I(t)) = [S2, I2]. V opa¢nom pripade mnozina Q(C™T)
obsahuje sedlo [Sy, I;]. Podla Vety 8 o Strukttire w-limitnej mnoziny rovinného autonémneho
systému so staciondrnymi bodmi ([1], strana 11) je Q(C") zjednotenim stacionarnych bodov
a heteroklinickych a homoklinickych trajektorii medzi nimi. Heteroklinickt trajektériu neob-
sahuje, lebo v takom pripade by obsahovala aj bod [Ss, I5]. Sedlo [Si, I;] nema homoklinicka
trajektoriu, kedZe riesenia, ktoré sa k memu blizia pre ¢ — oo, lezia na osi S. V konecnom
dosledku plati bud Q(CT) = {[Ss, I2]} alebo Q(CT) = {[S1, 1]}, teda bud

lim (S(t), [(t) = [So, Io],  alebo  lim(S(), I(t)) =[Sy, I1],

t—o0 t—o00

pricom druhéd moznost nastane len v pripade 7(0) = 0. Nas poc¢iato¢ny problém S(0) = Sy > 0,
I1(0) =1y >0, R(0) = Ry >0 a Sy + Iy + Ry = N sa teda ustali na hodnote

G )= G o) = G imvn 1)

B l+v/y’ 14+~/v
Podobne ako v pripade modelu SIR, rozsah epidémie mozeme zmensit bud zvi¢senim parametra
v alebo zmensenim parametra f.
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