Priklad 1. Vysvetlite fungovanie tlmicov pruzenia na naprave automobilu.

Najprv popiseme situaciu, kedy je naprava spojena so zvyskom automobilu len prostred-
nictvom pruziny. Budeme ignorovat horizontalny pohyb automobilu, ktory bude modelovany
abstraktnym telesom hmotnosti m spojenym pruzinou s povrchom zeme.

Odvodme rovnicu popisujicu vyvoj vertikdlnej odchylky = od rovnovaznej polohy tohto telesa v
¢ase t. Podla druhého Newtonovho pohybového zédkona je sti¢in hmotnosti telesa s jeho zrych-
lenim rovny vyslednici vSetkych sil posobiacich na teleso. V nasom pripade na teleso posobi
silou len pruzina, ktora je priamo timerna odchylke pruziny od rovnovaznej polohy. Konstantu
umernosti znac¢ime k£ > 0 a nazyvame ju tuhost pruziny. To nas privddza k rovnici

ma” = —kx 2N ma” + kx = 0.

Na prvy pohlad mozZno nie je tplne zrejmé, preco ignorujeme vplyv gravitacnej sily posobiacej
na teleso. Ukazme, Ze tento vplyv je v skutocnosti zahrnuty v nasom modeli, inymi slovami,
vysvetlime si pojem vertikdlna odchylka od rovnovéznej polohy. Zavedme veli¢inu y, ktord
udava vysku, v ktorej sa teleso nachadza s tym, ze y = 0 reprezentuje bod, v ktorom je pruzina
nedeformovand, teda na teleso nepdsobi Ziadnou silou. Opét pouzijeme druhy Newtonov zékon,
tentokrat bertc do tvahy obidve sily posobiace na teleso:

my" = —ky —my,
kde g je gravitacné zrychlenie. Rovnovazna poloha, vo vSeobecnosti rovnovazny stav systému,
je konstantné riesenie y = ¢ diferencialnej rovnice popisujicej vyvoj systému. Po dosadeni y = ¢
do diferencialnej rovnice dostaneme rovnost y = —mg/k. Veli¢ina z(t) = y(t) + mg/k potom
zrejme vyjadruje odchylku od rovnovaznej polohy. Chépme tuto rovnost ako zavedenie novej
zavislej premennej a pozrime sa ako po dosadeni vyzera nasa diferencidlna rovnica:

(2" < (e 2)

ma” = —kzx,

¢o je rovnica, ktorti sme odvodili na zaciatku.
Korene charakteristického polynému st ++/k/m - i, takze vSeobecné rieSenie tejto rovnice

k : k
x(t) = ¢y cos |/ —t + cosiny | —t.
m m

je



Pre jednoduchost predpokladajme, Ze v ¢ase to = 0 automobil presiel po nerovnosti na vozovke
sposobiac okamziti odchylku xg, ¢o sa vSak nestihlo prejavif na rychlosti automobilu vo ver-
tikdlnom smere. To moZeme zachytit volbou nasledujicej pociato¢nej podmienky: z(0) = x,
2'(0) = 0. N4jdime partikularne rieSenie zp spliiajtice tito podmienku.

, [k . |k [k | k
2'(t) = —ci\/ —siny/ —t + coq/ — cos [ —t
m m m m

Lo = €1, k
= t) = —t

0 \/502, xp(t) = zgcosy/ -

Vsimnime si, Ze nielenze lim;_, o, xp(t) # 0, ale tato limita dokonca ani neexistuje. V idedlnom
pripade by teda pri pouziti pruzin samotnych oscilacie spésobené odchylkou od rovnovazne;j
polohy nikdy neustali.

Pozrime sa na tato situéciu este z pohladu energie. Systém disponuje jednak kinetickou
energiou [, ktord je uchovana v pohybe telesa, a na druhej strane potencialnou energiou £,
uloZenou v stlacenej/roztiahnutej pruzine. Odvodme si pre ilustraciu tvar potencilnej energie
stavu systému. T4 je totozna s pracou, ktoru bolo nutné vykonat, aby sa systém do tohto stavu
dostal. Odchylka x pruziny od rovnovaznej polohy bola dosiahnuté tak, zZe na drahe od 0 do =
bola na pruzinu vyvijana sila ks, kde s je bod na dréhe od 0 az k z. KedZe praca je integrél
sily po drahe, na ktorej posobi, je potencialna energia dana nasledujicim integralom:

r 2171
E, = / ksds =k {—] = —kz>.
P 0 2 2

0
O kinetickej energii vieme, Ze sa da vyjadrif v tvare
1
E, = —ma".
2

Pozrime sa, ako sa v Case vyvija celkova energia systému:

(Ey(t) + Ex(t)) = <%kx(t)2 + %mx'(t)Z)

= kx(t)2' (t) + ma' (t)2" (t) = 2/ (t)(kz(t) + ma"(t)) = 0.

Zistili sme, Ze celkova energia systému sa v Case nemeni. Ak teda do systému nejaka energiu
pridame, napriklad stlaGenim pruziny spdsobenym prechodom cez nerovnost, ta4 v idedlnom
pripade v systéme ostane.

Toto neziadtce chovanie moze byt skrotené pouzitim tlmica pruzenia. Je to valec naplneny
tekutinou, v ktorom sa pohybuje piest s priepustnymi ventilmi. Prelievanie tekutiny medzi ko-
morami valca oddelenymi piestom spdsobuje odpor voc¢i pohybu piestu. Tato odporova sila je
priamo timernd rychlosti pohybu piestu. Konstantu timernosti ozna¢ime symbolom b > 0 a na-
zveme ju konstantou tlmenia. Jej hodnota zavisi od parametrov konstrukcie tlmica a vlastnosti
pouzitej tekutiny.




V tomto pripade na teleso hmotnosti m posobia dve sily a rovnica popisujica vertikalnu od-
chylku telesa od rovnovaznej polohy ma tvar

ma” = —bx' — kx & ma” + bx' + kx = 0.
Charakteristicky polyném tejto rovnice ma tvar
9 5 b k
mA +0A\+ k=0 & AN+ —=A+—=0.
m m

Jeho diskriminant a korene st dané nasledujicimi rovnostami:

b2 Ak b — 4dkm -2\ /= g V2~ dkm
D=———=——F—, Al = = :
m2 m m?2 ’ 2 2m

Vsimnime si, Ze realne zlozky korefiov \;- st v kazdom pripade zaporné. Skutocne, podla
predpokladu b, k,m > 0 je vyraz pod odmocninou bud kladny, v takom pripade je v absolttne;
hodnote mensi ako b%, alebo zaporny, ¢o znamen4, %e odmocnina prispieva len do imaginarne;
zlozky koretiov. V ddsledku toho akékolvek riesenie x(t) rovnice ma” + ba’ + kx = 0 spliia vzfah
lim; ., z(t) = 0. Aj rieSenie pociato¢ného problému x(0) = zy, 2'(0) = 0 popisujice prechod
cez nerovnost konverguje k nule, ¢o znamen4, ze vplyvom tlmic¢ov skutocéne dochadza k tlmeniu
neziaducich oscilacii a akékolvek odchylka od rovnovéaznej polohy ¢asom zanikne.

Na zéver esSte vySetrime pouzitie tlmicov z energetického hladiska. Rovnako ako v predoslom
pripade aj teraz je celkova energia systému dana stictom kinetickej a potencialnej energie.
Vypocitajme jej zmenu v Case:

(B0) + Bu(0) = (ha(0? + G’ (07
= ka(t)2'(t) + ma' (t)2" (t) = o' (t) (kx(t) + ma”(t)) = —ba'(t)* < 0.

Takze celkova energia systému skoro neustale klesa.



