Priklad 1. Pokusime sa popisat trajektdrie pohybu plavca, ktory sa pokusa doplavat na kon-
krétne miesto v koryte rieky. Predpokladajme, Ze v kazdom bode ma tok rieky rovnaky smer
aj rychlost a > 0. Na druhej strane, plavec plava tiez konstantnou rychlostou b > 0, pri¢om
neustale smeruje k bodu, ku ktorému sa snazi dostat. Zostavte rovnice popisujice dani situ-
aciu, najdite trajektdrie pohybu plavca a analyzujte vyvoj situdcie v zavislosti od veli¢iny a/b.
Mohol plavec zvolit efektivnejsiu stratégiu?

Situdciu mozeme ilustrovat pomocou nasledujiceho obrazka:

Bod, ktory sa plavec snazi dosiahnutf, sme umietsnili do pociatku a prad rieky je rovnobezny
s osou ¥, pricom hodnoty premennej y po prude klesaju. Akykolvek vektor smerujtci do po-
¢iatku z bodu (z,y) je kladnym nasobkom vektora (—z, —y). Ak vektor (—z, —y) vydelime jeho
velkostou /22 + 92 a néasledne ho vynasobime hodnotou b, dostaneme zlozku rychlosti, ktora
je sposobena plavcom samotnym. Rovnice popisujice pohyb plavca v rieke su

. —bx

r=—,
Va2 +y?

. by

y=—a-—

Vsimnime si, Ze vektorové pole reprezentujtice rychlost pohybu plavca je ekvivariantné vzhla-
dom na akciu (z,y) — (—z,y). Ak pouzZijeme vSeobecnejsie znacenie

f(z,y) - (z,y) = W
T,Yy)= ) g\r,y —a — )
Va?+y? VvVt +y?
mozeme tuto skutoénost vyjadrit rovnicami f(—z,y) = —f(z,y) a g(—x,y) = g(x,y). To

znamena, ze situacia v polrovine x < 0 je zrkadlovym obrazom situacie v polrovine x > 0.
Preto nam stac¢i obmedzif sa len na situdciu = > 0. Uvedent ststavu rovnic redukujeme na
jednu obycajnt diferencidlnu rovnicu pomocou nasledujicej vety.

Veta 1. UvazZujme o nasledujicom systéme diferencidlnych rovnic:

T = f(x,y),

v =g(z,y). *)

Predpokladajme, Ze existuje funkcia F, ktord je konstantnd pozdlZ riesend tohto systému, teda
pre kazdé t plati F(x(t),y(t)) = c, kde (x(t),y(t)) je riesenim (). Dalej predpokladajme,

1



-

=
‘,-" P e . i et

=

L T
L T
OO R R R

PPl e et it
o w  a a ae
W a a a aad— gt
LN LN N A N
T T T B P e R
TR T R T R e

N
\
|\

/
{
/
/
/
/
/
/
«

s
s
s
<
e
&
'

}
}
3
i/
L/
v

! e add

L
VA

%Hﬁiﬂﬁﬂrﬂﬂmwrffffffé

e e e S e T P o

/
v/
v
iy
v
g
s
v
s
r's

2

P il il il il et il mal sl mail ml

—

e T il Pl el e e e e e e e

—

T T L W W Nty [ N SN S S R
o TR L U U S S L L NN S

kS

L T T T L T L L S L S S
R S U L N UL LN SR S N NN N S ey Ny
T e T e

N e e e e e
Bl P
B o
B O
B I B T I I
N S P Sl S s S S St e S

l}
y
"
v B
Y o
Wk
1
-3
-3

Obr. l:a<b Obr. 2:a >0
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Ze Fy(zo,y0) # 0, teda rovnica F(x,y) = c implicitne urcuje funkciu y = y(z). Za tychto
predpokladov plati nasledujica implikdcia. Ak x(t) je rieSenim rovnice & = f(x,y(x)), potom
(x(t),y(x(t))) je riesenim systému ().

Dokaz. Kedze z(t) = f(x(t),y(x(t))), je prva rovnica systému (*) splnend. Zderivujme rovnicu
F(z,y(z)) = ¢ podla = a rovnicu F(x(t),y(t)) = ¢ podla t:
Fx+Fy'y'=0 = y’(az):—
Fooi+F, y=F,-f+F, g=0.

Podla poslednej rovnice pre kazda dvojicu (z,y) st vektory (Fy, Fy,) a (f,g) na seba kolmé, a
preto existuje funkcia k(z,vy) spliiajica

(Fe(z,y), Fy(7,y)) = k(2,y)(—g(x,v), f(z,y)).
Dalej plati

A i = @O @) o
V) = (D) - 0) =~ S0,y (D)
)y ) o)y ) o
A - a(t). y(x(t) = o(a(t). y(x(1))
To znamend, Ze aj druhd rovnica systému () je splnena. O

Podla tejto vety je graf funkcie y(x) implicitne uréenej rovnicou F'(z,y) = ¢ zaroveii trajek-
tériou nejakého riesenia systému (x). Na zaklade jej dokazu mozeme usudit, ze funkcia y(z) je
rieSenim rovnice

,_ 9(xy)
fl@y)
Uvedomme si, ze k tomuto vysledku vedie aj intuitivnejsia cesta. Ak pouzijeme znacnie & =
dz/dt ay = dy/ dt, pricom tieto symboly budeme chapat ako zlomky, a druhi rovnicu systému
(x) vydelime prvou, dostaneme

,_dy  dy/dt _ g(z,y)
Cdr dz/dt f(z,y)
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Zdoraznime, Ze vyraz k(z,y) z dokazu je v skuto¢nosti integraénym faktorom tejto exaktnej
diferencidlnej rovnice. Funkciu F' nazyvame prvym integralom.
Pustime sa do pocitania:

bz av'1+ 224+ bz
S22 1—|- ﬂ 2 2
\/a: +y \/1+z _ V1+z :% M1 24s

y = b B b

\/x2+y / 1—1—22 1+ 22

Po tpravach v druhej rovnosti je evidentné, ze sa jedna o homogénnu diferencialnu rovnicu, ¢o
nés viedlo k zavedeniu substiticie z = y/x. Ozna¢me k = a/b a pokracujme:

y=2r+z=kV1+4+22+2
Zr=kV1+ 22

z k

\/1+22:$
1 k
————dz= [ —dz=klogx +c.
/\/1—|—22 /x &

Integral na lavej strane spocitame nasledujicim spésobom:

z—tanu 1 1 cosu
du du = du
V 1—|—z2 cos2 V1 + tan2 y cos?u cos U cos? u
COS U 1 1 1 1
/1—sin2u “ /1—32 5 2/1+s+1—3 s

sinu = s
1 <1 + s) 1 (1 —|—sinarctanz)
= —log +c= -log - +c

cosudu = ds
2 1—s 2 1 — sinarctan z

Néjdime privetivejsi tvar vyrazu sin arctan z:

1
sin?(arctan z) 4 cos®(arctanz) =1 = tan®(arctanz)4+1= ——————
cos?(arctan z)
1
2
— t -
cos”(arctan z) T

1 22

= sin’(arctanz) = 1 — cos*(arctan z) = 1 — T2 =112

z

= sin(arctanz) = ———.
V14 22

Takze hladany integral je

z

14—
1 V 2 1 V14 22
V1422 -2
V14 22

1
—=d
/\/1+22 2 12 2
1 1 2 1 2
Vi+22+2 V142 —|—z>_|_ :—log(( /_1+z2+z)>

=—-1lo .
2 & V1i4+22—2z V142242
:10g<\/1+z2+z>+c



Funkcia z(z) je implicitne zadané rovnicou
log (\/1 + 22 +z> =klogx +c¢
V14224 2=Ka", K >0
2
1+ <g> + 2= kgt
x x
22 +y? = Kottt —y /?
1'2 + y2 — K2x2k+2 o Qnyk-i-l + y2

_ 1 2, 2k+2 2_1 k 1

Vzhladom k tomu, Ze

z—0t —00, k>1,

lim y(z) = {o, ke (0,1),

mozeme povedat nasledujice. V pripade, Ze b > a, plavec bez ohladu na miesto, odkial vyStarto-
val, nakoniec doplava do ciela. Ak a > b, potom prud plavca strhne, nech zacinal odkialkolvek.

Obr. 3: k<1 Obr. 4: k£ >1

Sktsme vyriesit rovnicu y' = g(x,y)/f(z,y) vSeobecnym postupom pre rieSenie exaktnych
diferencialnych rovnic. Najprv ju trochu zjednodusime:

by
_CL —_——_—
,g9(x,y) Va2 +y? ay/a? +y? 4+ by
y = = — =
f(z,y) bx b

Zavedme nasledujice znacenie: P(z,y) = a\/22 +y? + by a Q(x,y) = bx. Vzhladom k tomu,
ze (), # —P,, musime najst vhodny integracny faktor R(z,y). Zvolme

1

ba/22 + 12

4

R(x,y) =



Pocitajme:

0 1 —T
(RQ), = I (\/ﬁ) = m,

)
Ty 22+ Y — yr———
iy O (WEEE) 0 (0 s\ T e
Yoy bxr\/ 12 + 12 Oy \br — g\/22 + 42 z?(z? + y?)
(@) —ayt T
= 3 3"
2?(2® +y?)2 (% +y?)2

To znamena, ze diferencialna rovnica
, , 1 av/x?+y*+ by
y-RQ—RP=y - — =0
VvVt 4+ y? br+/x? + y?

je skuto¢ne exaktné, a preto ju mozeme vyrieSit ndm uz zndmym sposobom. Néjdeme funkciu
G(z,y), ktorej totalny diferenciadl ma tvar RQ) dy — RP dz. Za¢neme integraciou funckie RQ):

Gl = [ RenQEay = [y = /\/T | il

dz—log(m+z>+c( ) = log< 1+<%>2+Q> + c(x).

y
lx
P dy

/ﬁ

Dalej spoc¢itame derivaciu G, a porovname ju s funkciou —RP, aby sme mohli dopodcitat ne-
znamu funkciu ¢(z):

X

Y+ /2?4 y? <$2 x2\/ 2% + 12
(RP)w.y) = VULV HY oy
7 bry/x? + y? N
To znamend, Ze funkcia c(z) spliia diferencialnu rovnicu ¢(r) = —k/x. Jej riesenim je c(x) =

—klog(z)+ c. Konecne sme sa dostali k funkcii G(z,y), ktora implicitne zadéva rieSenie rovnice
a jej predpis je totozny s predpisom, ktory sme nasli skor pouzitou metédou:

G(z,y) = log < 1+ (%)2 + %) — klog(x) + ¢
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