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@ Kolektivni model rizika vychazi z predpokladu, ze
v dostate¢né homogennim pojistném kmeni Ize povazovat
vySe Skodnich naroku z jednotlivych pojistnych udalosti za
stejné rozdélené nahodné veliCiny.

@ Uhrn $kod je pak vyjadien soustem

kde nahodna veli¢ina N predstavuje pocet vSech
pojistnych udalosti v uvazovaném obdobi a

X,i=12 ..,

je posloupnost Skodnich narokl bez ohledu na to, které
pojistné smlouveé prisluseji.
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Motivace

Budeme-li predpokladat ze X;,i = 1,2, ..., je posloupnost

@ stejné rozdélenych

@ a vzajemné nezavislych nahodnych veli¢in

@ a ze nahodna veli¢ina N nezavisi na dané posloupnosti,
ma Uhrn Skod S slozené rozdéleni.

Pro¢ slozené?
@ N ma primarni(vnégjsi) rozdéleni
@ X ma sekundarni (vnitfni) rozdéleni.

Necht X ma generujici funkci Gx(s). Pak pro generujici funkci
S plati
Gs(s) = Gn (Gx(s)), prose R,

kde Gy(s) predstavuje generujici funkci primarniho rozdéleni a
Gx(s) generuijici funkci sekundarniho rozdeleni.
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Pojistna praxe

@ Pro kolektivni model rizika predpokladejme nahodny
proces, ktery bude generovat pojistné naroky pro portfolio
pojistnych smiluv.

@ Tento proces je charakterizovan z hlediska portfolia jako
celku, spiSe nez z hlediska jednotlivych pojistek tvoficich
portfolio.

@ Matematicky Ize tento proces charakterizovat takto:

Necht N oznacuje pocet pojistnych naroku, které vznikly
v portfoliu pojistek za danou ¢asovou periodu. X; oznacuje vySi
prvniho naroku, X5 vySi druhého naroku, atd. Pak

S=Xi +Xo+ ..+ Xy

je celkovy pojistny narok, ktery vznikl v portfoliu za dané
obdobi. )
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Pojistna praxe

@ Pocet pojistnych udalosti N je nadhodna veli¢ina ktera
souvisi s frekvenci pojistnych naroku.

@ Individudlni pojistné naroky Xj, Xo,... jsou také nahodné
veliCiny, které vyjadruji zavaznost jednotlivych pojistnych
udalosti.

@ Budeme uvazovat nasledujici predpoklady:

@ Xi, X, ... jsou nahodné veli¢iny se shodnym rozlozenim, J

Q N, Xi, Xo, ... jsou vzajemné nezavislé.
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Definice

Necht N je diskrétni nahodna veli¢ina s hodnotami na mnoziné
Np a necht py(k) je jeji pravdépodobnostni funkce. Potom
generujici funkce ndhodné veliciny N je definovana vztahem

Gn(s) = ipN(k) sk =E(sV), se R
k=0
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Pfiklady generujicich funkci

1. Konstantni ndhodna veliina: P(N = k) = 1, kde k € N.
Mame
Gn(s) = 1sF = sk,
2. Bernoulliho ndhodnd veli¢ina: PIN=1) =pa
P(N=0)=1—p. Tedy

Gn(s)=ps' +(1—p)s® =1 —p+ps.
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3. Geometrické rozdéleni: P(N = k) = p(1 — p)¥ pro k € Np.
Pocet neuspéchu pred prvnim Uspéchem. Dostaneme

Gn(s) = > pn(ms"=> p(1—p)"s"
n=0 n=0

- n p p
- nZ_:_()P[(1—p)S] T 1-(1-ps 1-s-sp
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Charakteristiky nahodnych veli€in

Zakladni charakteristiky ndhodnych veli€in, E(X) a Var(X), Ize
snadno spocitat pomoci Gx(s).

Necht X je nahodna velicina s generujici funkci Gx(s). Pak
plati:

E(X) = Gx(1).
Obecné pak

E(XX(X —1)..(X —k+1)) = G (1)

(tzv. k-ty faktorialni moment).
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Diikaz: Prvni tvrzeni je specialni pfipad druhého. Mame
G(s) = S s Ki(i—1)..(i— k+1)px(i) =
i
- E (sx—kX(x )X — kot 1)) .
Pro s = 1 dostaneme

G (1) = B(X(X = 1)...(X —k+1)).

Pro rozptyl dostaneme specialné vztah

Var(X) E(X?) — E(X)? = E(X(X — 1) + X) — E(X)* =
E(X(X — 1)) + E(X) — E(X)?

= Gx(1)+ Gx(1) — [Gx(1)I%.
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Soucty ndhodnych veli¢in

Necht X a'Y jsou nezavislé nahodné veliciny. Pak

Gx+ y(S) = Gx(S) Gy(S).

E (sX”) =E (sty> =E (sx) E <sy> .

Dukaz:

Obecné, pro soucet vice nezavislych nahodnych velicin
dostaneme: Je-li S = X; + X5 + ... + X, kde X; jsou nezavislé,
pak z pfedchozi véty plyne

Gs = Gy, Gx,...Gx,.
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Znaceni

Rozdéleni celkového pojistného naroku v daném obdobi
odvodime z rozdéleni poctu pojistnych naroku a rozdéleni
individualnich pojistnych narokd.
Necht X je nahodna velicina s distribucni funkci F(x). Pak
oznaCme jako
@ F(x) distribu¢ni funkci nezavislych nahodnych veli€in Xj,
e px = E(X¥) k-ty moment veli¢iny X,
@ My(t) = E(e¥X) vytvotujici momentovou funkci veliciny X.
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Stfedni hodnota a rozptyl

Budeme-li uvazovat drive uvedené predpoklady pro
N, Xi, Xo, ..., pak dostaneme

E(S) = E(E(SIN)) = E(piN) = pi E(N)
a také

Var(S) = E(Var(S|N)) + Var(E(S|N))
= E(NVar(X)) + Var(pyN)
= E(N) Var(X) + p? Var(N),

kde Var(X) = p2 — p?.
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Stfedni hodnota a rozptyl

@ Tedy stfedni hodnota celkového pojistného naroku je
soucinem stfedni hodnoty individualniho $kodniho naroku
a oCekavaného poctu pojistnych naroka.

@ Rozptyl celkového pojistného naroku je pak tvofen dvéma
slozkami. Prvni slozka je odvozena od rozptylu
individualniho $kodniho naroku a druha slozka odpovida
rozptylu poCtu naroku.
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Vytvorujici momentova funkce

Podobné muzeme odvodit vyraz pro momentovou vytvorujici
funkci veliCiny S:
Ms(t) = E(e'®) = E(E(e®|N))
= E(Mx()") = E(eMoeM()
= My(log Mx(t)).
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Priklad

Predpokladejme, Zze N ma geometrické rozlozeni, tedy ze
pravdépodobnostni funkce N je

P(N = n) = pq" n=0,1,2,..,

kde 0 < g <1ap=1-—q. Vyjadfete Ms(t) pomoci funkce
M, (t).
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Distribu¢ni funkce celkového pojistného naroku

K odvozeni distribu¢ni funkce celkového pojistného naroku S
budeme vyuzivat celkovou pravdépodobnost. Tedy

Fs(x) = P(S<x)= i P(S < x|N = n)P(N = n)
n=0

= > P(Xi+Xo+ ...+ Xy < X)P(N = n).
n=0

Pouzijeme-li pro zapis konvoluci, mizeme psat
P(Xi+Xo+ ... + Xp < x)=FxFxFx..xF(x)=F"(x),

coz je n-ta konvoluce F.
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Distribu¢ni funkce celkového pojistného naroku

Pfipomenme

. 1 x>0
FO(X):{O X <0

Pak tedy

Fs= i F*"P(N = n). }

n=0
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Distribu¢ni funkce celkového pojistného naroku

Je-li individualni pojistny narok diskrétniho typu, tedy
p(x) = P(X = x), pak také celkovy pojistny narok S je
diskrétni. Podobné jako u spojitého pripadu odvodime, ze

ps(x) =Y _ p(x)P(N = n), J
n=0
kde
pN(X) =pxpx...xp(x)=P(X; +Xo+ ... + Xp = X)
a

0 O x#0
P (X)_{1 x=0.
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Priklad

Predpokladejme pojistny kmen, kde mize v daném obdobi dojit
k 0,1,2 nebo 3 nehodam s pravdépodobnosti 0.1,0.3, 0.4,
respektive 0.2. Jednotlivé pojistné naroky mohou byt ve vySi
1,2, nebo 3 s pravdépodobnosti 0.5,0.4 a 0.1. UrCete
pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci celkového pojistného
naroku.
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Priklad

Predpokladejme, Ze N ma geometrické rozlozeni, tedy ze
pravdépodobnostni funkce N je

PIN=n)=pq” n=0,1,2,..,
kde 0 < g<1ap=1-gq.A dale budeme prfedpokladat, Zze

individualni pojistny narok ma exponencialni rozlozeni se
stfedni hodnotou 1. Tedy

Ukazte, ze
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