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Rozdéleni poctu pojistnych udalosti N

Poissonovo rozdéleni

Zakladnim rozdélenim poctu pojistnych udalosti je Poissonovo
rozdéleni. Popisuje vyskyt fidkych jevu za urcitou jednotku
casu.

Definice

Diskrétni nahodna velicina N ma Poissonovo rozdéleni s
parametrem \ > 0, piseme N ~ Po()\), jestlize je
pravdépodobnostni funkce tvaru

AMel k=0,1,2
= = k! 9 1y &gty
BN = k) { 0, jinak.
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Poissonovo rozdéleni

Generujici funkce:
Gn(s) = X1

Stredni hodnota a rozptyl:

Necht Ny, Ns, ..., Ny, jsou nezavislé nahodné veliciny z
Poissonova rozdéleni s parametry A\, \o, ..., An. Pak

N = N; + N> + ... + N, ma také Poissonovo rozdéleni s
parametrem A = Ay + Ao + ... + Ap.
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Geometrické rozdéleni

Vyjadfuje pocet nelispéchu pred prvnim Uspéchem.

Definice

Diskrétni nahodna veli¢ina N ma geometrické rozdéleni s
parametrem p € (0,1), piseme N ~ Ge(p), jestlize je
pravdépodobnostni funkce tvaru

_ _ p(1 _p)k’ k:Oa172a'“a
PIN=k) = { 0, jinak,
resp. tvaru
B* —
P(N = k) = { (9 k=0,1,2, ...,
0, Jinak

prop= 115 4. 8=12>0.
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Geometrické rozdéleni

Generujici funkce:

_ P _ 1
R (e B e )

Stredni hodnota a rozptyl:
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Binomické rozdéleni

Definice

Diskrétni nahodna veli¢ina N ma binomické rozdéleni s
parametryne N ap € (0,1), piSeme N ~ Bi(n,p), pokud je
pravdépodobnostni funkce tvaru

o SR =p) K, k=0,1,2,...n
PIN=1)= { 0, jinak.

Generujici funkce:
Gn(s) = (1 +p(s—1))"
Stredni hodnota a rozptyl:
E(N)=np
Var(N) = np(1 — p).
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Priklad

DokaZzte, Ze plati:
Jestlize n — oo a p — 0 takovym zpusobem, ze np = A, kde A
je kladna konstanta, pak k-ty ¢len binomického rozdéleni

(Z) P —p)" ",

konverguje ke k-tému ¢lenu Poissonova rozdéleni

Y

€ Kl
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Negativné binomické rozdéleni

Definice

Diskrétni nahodna veli¢ina N ma negativné binomické
rozdeleni s parametry m > 0 ap € (0,1), piSeme

N ~ NeBi(m, p), jestlize je pravdépodobnostni funkce tvaru

oy JETTYpm(1 — p)k, k=0,1,2,...,
BN =k) = { 0, jinak,

resp. tvaru
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Negativné binomické rozdéleni

Vyjadfuje pocet neldspéchl pfed m-tym Uspéchem. Jedna se o
zobecnéni geometrického rozdeéleni.

Generujici funkce:

Gn(s) = (Tﬁ_p))m - (%)m‘

Stredni hodnota a rozptyl:
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Modely poctu pojistnych udalosti

Rozhodujeme-li se pfi modelovani poctu pojistnych udalosti
jaké pravdépodobnostni rozdéleni pouzit, pak k tomu mizeme
vyuzit vztah mezi Ciselnymi charakteristikami nahodné veli¢iny
N.

@ Poissonovo rozdéleni: E(N) = Var(N) ... equidispersion,

@ Negativné binomické rozdéleni: E(N) < Var(N)

... overdispersion,
@ Binomické rozdéleni: E(N) > Var(N) ... underdispersion.
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Tfida rozdéleni (a, b, 0)

Definice
Necht pn(k) = P(N = k) je pravdépodobnostni funkce
diskrétni nahodné veliginy N. Rekneme, Ze je Slenem tfidy
rozdeleni (a, b, 0) jestliZe existuji realné konstanty a, b takové,
Ze plati

pn (k)

= —at

= rok=1,2,3,... 1
ik — 1) . (1

F:

v

@ Pravdépodobnost py(0) dopo&itame z > ;7 5 pn(k) =1

@ Do tfidy obecnych rozdéleni (a, b, 0) patfi prave
Poissonovo rozdéleni, geometrické rozdéleni, binomické
rozdéleni a negativné binomické rozdéleni.
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Tfida rozdéleni (a, b, 0)

UrCete realné koeficienty a, b
@ Poissonova rozdéleni,
@ negativné binomického rozdéleni,
@ binomického rozdéleni.
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Tfida rozdéleni (a, b, 0)

@ Pro konkrétni datovy soubor s velkym mnozstvim
pozorovani Ize urcit vhodny model pomoci vzorce (1).

@ Vzorec prepiSeme do tvaru

pn (k)
—— . k=ak+b, k=1,2,3,..
pn(k —1)

@ podil p,f,)(v;((f)n odhadneme na zakladé pozorovanych

¢etnosti nx a nk_4 hodnot k a k — 1

—

Pu(k) o Mk
pn(k —1) M1




Kapitoly z pojistné matematiky
Rozdéleni poctu pojistnych udalosti N

Tfida rozdéleni (a, b, 0)

@ Graf prochéazejici body [k K- } by mél priblizné
vykazovat linearni pribéh

@ podle smérnice a dané pfimky zvolime vhodny model:

@ nulova smérnice - Poissonovo rozdéleni,
@ zaporna smérnice - binomické rozdéleni,
o kladna smérnice - negativné binomické rozdéleni.
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Tfida rozdéleni (a, b, 0)

Priklad

pocet nehod k | poCet smluvng
0 7840 Pro pojistny kmen o
1 1317 9461 klientech mame
2 239 v tabulce zaznamenany
3 42 pozorované Cetnosti Skod
4 14 na jednu smlouvu.
5 4
6 4 UrCete rozdéleni z tridy
7 1 (a, b,0) vhodné k mode-
8 a vice 0 lovani poc¢tu nehod.
Celkem 9461
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Tfida rozdéleni (a, b, 1)

@ Rozdéleni tfidy (a, b, 0) Casto nepopisuje adekvatné data,
S nimiz se v praxi setkavame.

@ Hlavni pficinou je neschopnost rozdéleni tfidy (a, b, 0)
vystihnout tvar dat v jistych Castech rozdéleni, zejména
hodnotu v nule.

@ Budeme se vénovat rozlozeni pravdépodobnosti v nule,
tedy pravdépodobnosti, Ze nenastane zadna pojistna
udalost béhem stanoveného ¢asového obdobi.

@ U pojisténi s malou pravdépodobnosti vyskytu Skod
(pojisténi odpovédnosti, pojisténi nemovitosti, aj.) je
pravdépodobnost v nule nejvetsi.

@ Upravou pravdépodobnosti v nule Ize tfidu rozdéleni
(a, b, 0) rozsifit na tfidu (a, b, 1).
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Tfida rozdéleni (a, b, 1)

Definice
Necht pn(k) je pravdépodobnostni funkce diskrétni nahodné

k%

veliciny N. Rekneme, Ze je clenem tfidy rozdéleni (a,b,1) za
predpokladu, Ze existuji konstanty a,b € R takové, Ze

pn (k) b
R :a_’__,
pn(k —1) k

Suma Y2, pn(k) mdze nabyvat libovolnych hodnot na
intervalu (0, 1), zbyvajici pravdépodobnost je v k = 0, jelikoz

prok =2,3, ... (2)

v

pn(0) + > pn(k) =1
P



Kapitoly z pojistné matematiky
Rozdéleni poctu pojistnych udalosti N

Tfida rozdéleni (a, b, 1)

U tfidy (a, b, 1) rozliSujeme dvé podtfidy:
@ Je-li py(0) = 0 jednd se o rozdéleni useknuté v nule
s pravdépodobnostni funkei pf(k).

@ Je-li py(0) > 0 jedné se o rozdéleni modifikované v nule
s pravdépodobnostni funkci pM (k).
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Rozdéleni modifikovana v nule

Na tento typ rozdéleni Ize pohlizet jako na smés rozdéleni tfidy
(a, b,0) a degenerovaného rozdéleni se vSemi
pravdépodobnostmi soustredénymi v nule.

Definice

Diskrétni nahodna veli¢ina N ma degenerované rozdéleni s
parametrem . € R, piSeme N ~ Dg(p), jestlize je
pravdépodobnostni funkce tvaru

1 k=ppeR
PN =k) = {o, jinak.
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Rozdéleni modifikovana v nule

Oznacme
@ Gn(S) = D22, pn(k) - sk generujici funkcei rozdélent tridy
(a, b,0),
o GM(s) = Y520 PM(K) - s* generujici funkei pfislugného v
nule modifikovaného rozdéleni tfidy (a, b, 1).
Plati, Ze

pM(k) =c-pn(k), prok=1,2,..;ace R" J

a pM(0) je libovolné zvolené z intervalu (0, 1). Musime
vypocitat hodnotu c.
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Rozdéleni modifikovana v nule

Potom

GN(s) = PN(0)+ > PN (k) s*
k=1

= pN(O)+c-> pn(k)-sK
k=1
= pN(0) + c(Gn(s) — pn(0)).
Z platnosti GY/(1) = Gn(1) = 1 plyne

1= pp(0) + c(1 — pn(0)).
Odtud

c_ 1= PN(O)
1 —pn(0)
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Rozdéleni modifikovana v nule

Tudiz

_ M
() = =24 ontr J

Generujici funkce modifikovaného rozdéleni je pak tvaru
pM(0
Gl(s) = PO+ 12 3 (Guls) ~ pu(0)
PN (0) — pN(O) 1-pi(0)
1 —pn(0) 1 —pn(0)
PN(0) —1+1—pn(0) 1 —p}(0)
) T pu(0) M)

_ (4_1=pPNO))  1-pPN(0)
- (1 1—pN(0)> F 1 pato) M)

Gn(s)
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Rozdéleni useknuta v nule

@ Tento typ rozdéleni muzeme chapat jako specialni typ v
nule modifikovaného rozdéleni se stanovenou hodnotou
M) =0
py (0) .
@ Generujici funkci v nule useknutého rozdéleni ozna¢ime
Gl/(s).
o Pak z tvaru GY(s), p¥(k), a pM(0) = 0 ziskame

PR = 2

ar _ Gn(s) — pn(0)
N 1 —pn(0)

prok=1,2 ...,
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RozsSifené useknuté negativné binomické (ETNB)
rozdéleni

@ Mnozina moznych hodnot parametru m je rozsitrena z
m>0nam> —1, pficemz m # 0.

@ Pravdépodobnostni funkce je dana jako

p,C(k) = {(k+rl?_1)(1 —-p)k, k=1,2,..., pe(0,1)

resp. tvaru
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Logaritmické rozdéleni

@ Toto rozdéleni je limitnim pfipadem ETNB rozdéleni pro
m—0

@ Neexistuje k nému odpovidajici rozdéleni ve tfidé (a, b, 0).
@ Pravdépodobnostni funkce ma tvar

0, jinak.

_p)k
olk) = [ ~eBy, k=12, pe(1)
0, jinak,
resp. tvaru
ok _ a iep
pl(l(k):{k(1+ﬂ)kln(1+/3)’ k=12, ..08= > >0
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Priklad

Uvazujme nahodnou veli¢inu N z negativné binomického
rozdéleni s parametry m = 2,5 a 8 = 0, 5. UrCete koeficienty
a,b € R a pravdépodobnostni funkciv k = 0,1,2,3. Déle
urCete jeji v nule useknutou a v nule modifikovanou verzi
jestlize p¥(0) = 0,6.

| A

Priklad
UrCete generujici funkci, stfedni hodnotu a rozptyl useknutého
geometrického rozdéleni.

A
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Rozdéleni vyse pojistnych narokd X

@ Zaméfime se na modely vySe pojistnych naroku, které
vychazeji z rozdéleni nahodné veli¢iny X;,i = 1,2, ..., N.

@ Vyse skod je vzdy nezaporna a vétSinou kladné zeSikmena
(tzn. vétsi Cetnost Skod o malém rozsahu).

@ Z téchto davodu neni pfili§ vhodné vyuzivat normalni
rozdéleni.
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Log-normalni rozdéleni

@ Jedna se o rozdéleni nahodné veliginy X = e, kde
Y ~ N(,02).

@ Nabyva pouze kladnych hodnot, nejpravdépodobnéjsi je
vyskyt stfedné velkych hodnot.

Spojita nahodna veli¢ina X ma log-normalni rozdéleni
s parametry i € R ao® > 0, pideme X ~ LN(y, 0?), jestliZe je
jeji pravdépodobnostni hustota

_ (n()—p)?

fx(X):{WzTre =, x>0
0, Jinak.

52
Stredni hodnota E(X) = etz
Rozptyl: Var(X) = e2++o°(e?” —1).
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Exponencidlni rozdéleni

@ Jednd se o rozdéleni s jednim parametrem a proto nam
umoznuje stanovit vysi pojistnych narokl nejjednodussim
zpusobem.

@ Neni vhodné ho vyuzivat v pfipadech, kdy mohou nastat
znacné vysoké Skody s relativné velkou pravdépodobnosti.

Definice

Spojita nahodna velicina X ma exponencialni rozdéleni
s parametrem X\ > 0, piseme X ~ Exp()), jestlize je jeji
pravdépodobnostni hustota

Ae ™, x>0
fX(X)‘{ 0, jinak

Stfedni hodnota E(X) = 1  Rozptyl: Var(X) = 3.
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Gamma rozdéleni

o Je flexibilngjSi nez exponencialni rozdéleni diky dvéma
parametrim. Pro a = 1 ziskame exponencialni rozdéleni.

@ Nelze vyuzit pro modelovani extrémnich hodnot.

Definice

Spojita nahodna velicina X ma gamma rozdéleni s parametry
a> 0,8 >0, piseme X ~ Gam(«, B), jestliZe je jeji
pravdépodobnostni hustota

a—1 _%
fx(x) = T )f.>0
0, jinak,

kde T(a) = [, x>~ 'e > dx je gamma funkce.

Stiedni hodnota E(X) = a3 Rozptyl: Var(X) = a2



Kapitoly z pojistné matematiky
Rozdéleni vyse pojistnych naroku X

Priklad

Na zakladé dat byla odhadnuta stfedni vyse Skod na 1 537 K&
a rozptyl na 381 764 ze 100 pojistnych narokl. Odhadnéte
rozdéleni vySe $kod log-normalnim rozdélenim. Pomoci tohoto
odhadu vypoctéte pravdépodobnost, ze vyse Skody
nepresahne 4 800 K¢.
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