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Extremalny bod konvexnej mnoziny

V tejto prednaske budeme Studovat realne Banachove priestory X.

Definicia 1 (Extremalny bod)

Nech X je (realny) linearny priestor a G C X je konvexna mnozina. Vektor
x € G sa nazyva extremalny bod mnoziny G, ak splha vlastnost

1
ak ¢ = 5 (u + v) pre nejaké body u,v € G, potom nutne u = v. (1)

Inymi slovami, bod = € G nie je stredom ziadnej nedegenerovanej usecky leziacej
v G. Mnozina vsetkych extremalnych bodov mnoziny G sa oznacuje ext G.

Poznamka 1

| A

Nie je tazké si premysliet, ze vlastnost (1) je ekvivalentna s tym, ze bod z nie je
vnatornym bodom Ziadnej tsecky leziacej v konvexnej mnozine G. Dalej plati

x € ext G prave vtedy, ked mnozina G \ {z} je konvexna. (2)

Skutocne, ak z € ext G, potom pre rézne body u,v € G \ {z} Gsecka uv lezi v

G\ {z}, tj., G\ {z} je konvexnd mnozina. Ak G \ {z} je konvexnd mnozina,

potom ziadna tsecka uv C G neobsahuje vo svojom vnatri bod z, t.j., © € ext G.
o
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Striktne konvexny priestor

Definicia 2 (Striktne konvexny priestor)

Nech X je Banachov priestor. Hovorime, ze X je striktne konvexny priestor, ak
kazdy bod jednotkovej sféry Sx [0, 1] je extremalnym bodov uzavretej jednotkovej
gule Bx[0,1], t.j., je splnena inklazia Sx [0, 1] C ext Bx|[0, 1].

Poznamka 2

| A

Kedze mnozina Bx|[0,1] je konvexna a v silade s Definiciou 1 kazdy jej ex-
tremalny bod musi nutne lezat na jej hranici, t.j., na sfére Sx|0, 1], poziadavka
inklazie v Definicii 2 je ekvivalentna s rovnostou Sx [0, 1] = ext Bx|[0, 1]. Z toho
dévodu ziadna sféra Sx [z, 7], z € X, r € R, v striktne konvexnom priestore X
nemdze obsahovat (nedegenerovani) Gsecku. Doplime, ze v niektorej literatire
sa striktne konvexné Banachove priestory oznacuji nazvom rotundné priestory. )

Lema 1

Dany Banachov priestor X je striktne konvexny prave vtedy, ked pre kazdé dva
rézne body z,y € Bx|[0, 1] plati nerovnost ||z + y||x < 2.

A\
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Dokaz Lemy 1.

Poznamenajme, ze v kazdom normovanom linedrnom priestore X plati nerovnost
lz +yllx < llzllx +llyllx <2 pre kazdé =,y € Bx|[0,1]. (3)

Ak X je striktne konvexny Banachov priestor a z,y € Bx|0, 1] by boli dva rézne
body s ||z + y||x = 2, potom podla (3) by nutne platilo

1 . .
|z]|x =1=|lyl|x a bod z := B (z +y) by splnal ||z||x =1, t.j., z € Sx[0,1].

Podla Definicie 1 by to znamenalo, ze bod 2 nie je extremalny bod mnoziny
Bx|0, 1], €o vsak je v stlade s Definiciou 2 v rozpore so striktnou konvexnostou
priestoru X . Preto pre kazdé dva rézne body z,y € Bx|0, 1] sa nerovnost v (3)
vzdy realizuje ako ostra. Naopak, ak pre kazdé dva rézne body z,y € Bx|0, 1]
plati ||z + y||x < 2 a priestor X by nebol striktne konvexny, potom podla
Definicii 2 a 1 by existovala netrivialna Gsecka o C Bx|0, 1], ktorej stred by
lezal na sfére Sx[0,1]. V tomto pripade by teda platilo

=1, tj., [lutvlx =2,

X

H%w+w

¢o vsak je v rozpore s predpokladom o vlastnostiach gule Bx [0, 1], nakolko body
uw a v si rézne a lezia v mnozine Bx|0, 1]. Preto priestor X musi byt striktne
konvexny. Dékaz je hotovy. ]
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Nech X je Banachov priestor. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné.

(i) Priestor X je striktne konvexny.
(i) Pre kazdé dva rézne nenulové vektory z,y € X plati

lz+yllx = llzllx + llyllx prave vtedy, ked x = Ay pre nejaké X > 0. (4)

(iii) Pre kazdé dva vektory x,y € X plati
Iz +yllk = 2llel% +2lyll% prave vtedy, ked = =y. (5)

o

Dékaz Vety 1.

Na zaciatok poznamenajme, ze Casti obidvoch ekvivalencii (4) a (5) v smere
“<" platia trivialne bez ohladu na vlastnosti priestoru X, ako je mozne lahko
overit. V dokaze teda staéi skimat odpovedajice implikacie “=". Nech X je
striktne konvexny priestor a uvazujme dva nenulové vektory =,y € X, pre ktoré
plati rovnost v (4), t.j., ||z + yl|x = ||z]|x + ||y|lx. Bez ujmy na vSeobecnosti
nech ||z||x < ||y||x. Zrejme vektory

T Y

T i * |
l=llx  llyllx llx

lellx " llyllx

€ Sx|0,1], a tak podla (3) plati <2. (6)
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Dokaz Vety 1 (pokracovanie).

Postupne dostavame

x y = y y y
+ = + - -
lellx  lvlixllx  Nlzlx  lzlx  \lelx  lyllx /lix

T+y ( 1 1 )
= = = Y
llz ]l x lzllx  llyllx
—— —

>0 <
llz + yllx 1 1
> = = llyllx
[l x llzllx  llyllx
@ lzllx +llyllx ( 11 ) blx=2 (@)
llll x llzllx  llyllx

Z odvodenej nerovnosti (7) potom podla (6) a vysledku Lemy 1 vyplyva, ze

T
y, atak o= lolx

vektory = Il Y,

B = —
llll x [l x

t.j., plati druha rovnost v (4) s X := Hi”; > 0. Dokazali sme platnost implikacie

(i)=(ii). Predpokladajme teraz platnost tvrdenia (ii) a nech z,y € X si rézne

o
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Doékaz Vety 1 (pokracovanie).

vektory, ktoré splhaji prvii rovnost v (5). Ukazeme, ze potom nutne plati rovnost
llz||x = ||lyllx. Skutoéme, postupne mame

2
0 < (lzllx = llyllx)* = llzll% + Il % — 2llzllxllyllx
=2l|z/1% + 2llyl% — (ll% + lyll% + 2/l lyllx)

(5)
= 2|z} +2llyl% — (lzllx + llyllx)* < 2ll2l% +2llyl% = lle +yll% = 0.

Nasledne, vyuzijac (5) plati ||z + y||% = 2llz||% + 2lly||% = 4]|=||%, a tak
llz +yllx =2lzllx = llzllx + [lyllx- (8)

Ak st obidva vektory nenulové, potom z (8) v sulade s (4) vyplyva, ze z = Ay
pre isté A > 0. KedzZe |ly/lx = ||z]|lx = A|y||x, mdme A =1, tj., z = y, €o
je spor s predpokladom o vektoroch x a y. Ak aspon jeden z nich je nulovy,
tak vdaka odvodenej rovnosti ||y||x = ||z||x s nutne obidva nulové, ¢o je
opat spor s predpokladom. Preto musi platit podmienka (5), ¢o kompletizuje
dékaz implikacie (ii)=-(iii). Napokon pristiipime k dékazu implikacie (iii)=(i).
Predpokladajme, Ze priestor X splia vlastnost (5) a nech nie je striktne konvexny.
V stlade s Lemou 1 potom existuji dva rézne vektory x,y € Bx|[0, 1], pre ktoré
plati rovnost ||z + y||x = 2. Podla nerovnosti (3) a naslednych avah v dékaze

o
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Doékaz Vety 1 (pokracovanie).

Lemy 1 mame z,y € Sx|[0,1], tj., ||z]|x =1 = ||ly||x. Nasledne dostavame
lz+yl% =4=2+2=2|z|% +2|lyll%, z coho podla (5) vyplyva z =y.

Dospeli sme teda k sporu, a preto priestor X musi byt striktne konvexny, t.j.,
plati implikacia (iii)=(i). Dokaz je hotovy. |

Poznamka 3
Je dbdlezité poznamenat, ze z dékazu Vety 1 vyplyva, Ze vlastnost
ak |lz +yll% = 2llzl% +2llyl%, potom |lz|x = llyllx (9)

plati v kazdom normovanom linearnom priestore X. Dalej si véimnime, Ze pod-
mienka (5) je désledkom platnosti rovnobeznikového pravidla v priestore X, t.j.,

e +yll% + lle - ylikx = 2llzl% +2llyl%  pre kazdé z,y € X, (10)

ktoré je podla Jordanovej—von Neumannovej vety indikatorom skutocnosti, ze
dana norma || - || x pochadza zo skalarneho stéinu. Z tohto pohladu je pozia-
davka striktnej konvexnosti priestoru X snahou o prenesenie istych Specifickych
vlastnosti noriem v unitarnych priestoroch. Obzvlast teda kazdy unitarny priestor
s normou generovanou odpovedajiacim skalarnym sacinom je striktne konvexny./
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Poznamka 4

Dopliime, ze existuje mnoho inych charakteristik striktnej konvexnosti priestoru
X. Ako priklad uvedieme bez dékazov dalsie dve ekvivalentné kritéria.

(iv) Pre dané p € (1, c0) plati
llz +yll% < 2P[lz)|% +2P|lyll5 pre kazdé rézne =,y € X. (11)
v re kazde tri vektory x,y, z € ati
Pre kazdé tri vektory x, v, X plati

lz —yllx = llz - 2llx + 2 —vllx (12)

prave vtedy, ked z je konvexna linedrna kombinacia vektorov = a y.

Priklad 1

| A\

Priestory ! a [°° nie si striktne konvexné. Pre priestor I* to vyplyva z pozorova-
nia, ze pre kazdi dvojicu postupnosti ey, e; € I* s k # [ Gsecka ege; lezi na
jednotkovej sfére S;1[0, 1], nakolko [[Aex + (1 — Neifi = A+1— X =1 pre
kazdé X € [0, 1]. Kedze podla Definicie 1, resp. Poznamky 1 Ziadny vndtorny
bod tsecky exeé; nie je extremalnym bodom mnoziny B;1[0, 1], v stlade s Defini-
ciou 2 priestor I' nie je striktne konvexny. V pripade priestoru I°° plati rovnaka
argumentacia vzhladom na kazda asecku Tej, | € N, kde z = {1}72, C ™.

i
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Priklad 2

Uvazujme na priestore I* normu || - || tvaru
oo oo
lzll = llells + llzlla = > loxl + 4| D lewl?, == {zx}iz, €. (13)
k=1 k=1

Norma v (13) je definovana korektne, nakol'ko plati inklazia I* C [?. Ukazeme,
7e vzhladom na tato normu je priestor ' striktne konvexny. Vyuzijeme vysle-
dok Vety 1(ii). Nech z,y € I* st nejaké dané identicky nenulové postupnosti
splhajtce rovnost ||z 4 y|| = ||z|| + ||ly||. V sulade s (13) postupne plati

lz+yll + [l +yll2 = [lzlls + lzll2 + llylls + [lyll2

4
Iz +ylls = llzlls = llylls = [lzll2 + llyll2 = [z + yll2 (14)
<0 >0
Z (14) nasledne vyplyvaji rovnosti
lz +yll = llzlls + Iyl e +yllz = lzll2 + vl (15)

Kedze z,y € I' C1? a I? je Hilbertov priestor, podla komentara v Poznamke 3
w
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je 17 striktne konvexny priestor. Druha rovnost v (15) preto v salade s (4)
implikuje © = Ay pre vhodné A > 0. Nasledne, aplikujac Vetu 1(ii) opat, ale na
normu v (13), plati, ze priestor I* je vzhladom na normu || - || striktne konvexny.

L ET

Analogicku situaciu ako v Priklade 2 mame v pripade X = C[0, 1] a normy

1

Izl := llzllc + llzllL2 = max |z(t)] + / lz()2dt, =« € X. (16)
te(0,1] 0

Vzhladom na normu || - ||c priestor X nie je striktne konvexny, nakol'ko napriklad

pre funkcie z(t) = t a y(t) = t* mame

lzllc =1=llyllc, llz+yle=2,

ale neplati x = Ay pre ziadnu kladna konstantu A, ako vyzaduje kritérium vo
Vete 1(ii). Na druhej strane, norma definovana v (16) je striktne konvexna,
kedze norma || - ||,z pochadza zo skalarneho stcinu v priestore C[0,1]. Toto
jednoduché pozorovanie plati pre lubovolny linearny priestor X. Vseobecne,
kazda norma na X, ktora je suétom konecného poctu noriem na X, z ktorych

aspon jedna je striktne konvexna na X, je tiez striktne konvexna na priestore X.
o
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Obsah
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Uniformne konvexné priestory

Uvazujme pre dané n € N euklidovsky priestor X = E". Nasledujtci problém
predstavuje istd motivaciu a opodstatnenie zavedenia pojmu uniformne konvexny
linearny priestor. Pre dané pevné €islo 0 < d < 2 uvazujme mnozinu vietkych
aseciek wv C Bx|[0, 1] dizky d. Je zrejmé, ze stredy takychto Gseciek vzdy lezia
vo vnatri gule Bx|[0,1] a ich vzdialenost od jednotkovej sféry Sx[0,1] neméze
byt fubovolne mala. Konkrétne, pomocou nastrojov elementarnej geometrie je
mozné pomerne |ahko odvodit, Ze minimalna vzdialenost tychto stredov je

pricom tato hodnota nezavisi na dimenzii n priestoru X. Naviac, v tomto pri-
pade zrejme krajné body u a v danej tsecky lezia na sfére Sx[0,1]. Ukazuje sa
prirodzené polozit si otazku, aké rieSenie ma vyssie uvedeny problém v priestoroch
X s nekonecnou dimenziou, obzvlast, ¢éi mdze nastat situacia, ze stredy Gseciek
@ C Bx[0,1] s danou dizkou d sa mdzu k jednotkovej sfére Sx[0,1] pri-
blizit neobmedzene blizko. Nasledujuca definicia vymedzuje triedu (Gplnych)
normovanych linedrnych priestorov, v ktorych je zachovana vyssie uvedena vlast-
nost konecnorozmernych euklidovskych priestorov E™.
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Definicia 3 (Uniformne konvexny priestor)

Nech X je Banachov priestor. Hovorime, ze X je uniformne konvexny priestor,
ak pre kazdé ¢ € (0, 2] existuje § > 0 s vlastnostou

- 1
pre kazdé =,y € Bx|0, 1] splhajice ||z — y||x > € plati HE (e 4 y)‘ <1-46. (17)

‘ X

Poznamka 5

Obsah Definicie 3 vystihuje prave vlastnost jednokovej gule v euklidovskych
priestoroch s konecnou dimenziou. Konkrétne, normy stredov tseéiek v Bx [0, 1]
s danou dizkou 0 < & < 2 maja zhora ohranicenti normu, ktora je odrazeni
od hodnoty 1. Inymi slovami, nemézu sa k jednotkovej sfére Sx [0, 1] priblizit
neobmedzene blizko. Presnejsie, ak Ty C Bx|[0,1] je tsecka danej dizky e,
potom pre kazdy bod s € Sx|[0, 1] plati

1 1 (17) 1
o=y @tn)| = flolx - e +ulx| D1- Jletalx 25 @)
X
t.j., vzdialenost p(3 (z +y),Sx[0,1]) > & > 0. Na druhej strane, v priestoroch
X, ktoré nie s uniformne konvexné, tato “geometrickd” vlastnot uzavretej jed-
notkovej gule Bx [0, 1] nemusi byt nutne zaruéena.

o
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Nech X je Banachov priestor. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné.

(i) Priestor X je uniformne konvexny.

(ii) Podmienka (17) v Definicii 3 je splnena pre vektory z,y € Sx|0, 1].
(iii) Pre kazdé dve postupnosti {x1}7>1, {yx}oz1 C Sx|0, 1] splhajice

1
lim H5 (zr + yr)

k—

=1 plati lim (zx —yg) = 0. (19)
X k—o0

| 8
\

Dékaz Vety 2.

Platnost implikacie (i)=-(ii) vyplyva priamo z podmienky (17) v Definicie 3. Nech
plati tvrdenie (ii). Sporom predpokladajme, ze tvrdenie (iii) neplati, t.j., existuja
dve postupnosti {zr }72 1, {yr }rz1 € Sx[0, 1] také, ze vzhladom na (19)

1
lim (= (zx +yp)|| =1, ale lim (z —yx) #0, (20)
k—oo || 2 X k— o0
kde posledna relacia znamena, ze limita bud' neexistuje alebo existuje a je rézna
od nuly. Ekvivalentne to znamena, ze Ciselna postupnost {||zr —yx || x } 51 nema
limitu 0. Z vlastnosti mnoziny realnych Cisiel potom vyplyva, ze {||zr —yx || x }7z1

mé aspon jeden kladny hromadny bod. Oznaéme ho 2¢ pre isté € > 0. To zna-
i
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Doékaz Vety 2 (pokracovanie).

mena, Ze existuji vybrané podpostupnosti {x, }721, {yx, }i=1 C Sx|0, 1] tak, ze

X 1 20 .
lim H— (T, +yr,) ’ (=) 1 a  lim [|(zx, —yr,)llx = 2e. (21)
l—oo || 2 X l— oo
Kedze ||z, [|x =1 = |lyx, |x, mame

(zx, —yr)llx < ll(zk,llx + llyk,)llx =2, a teda v stlade s (21) € € (0,1]. (22)

Dalej, druha limitna rovnost v (21) zarucuje existenciu l. € N s vlastnostou
(zk, —yr,)||x — 2| < € pre kazdé [ > .. Nasledne plati

—e<|l(xr, —yr)lIx =26 —  |[(zx, —yr,)lIx > € pre kazdé I >1.. (23)

Z platnosti tvrdenia (ii) v silade s (17) potom existuje 6 > 0 s vlastnostou

> <1-—46 prekazdée! >I.. (24)

1
H’ (2, + i) \
X

Kombinaciou (24) a (21) s limitovanim pre [ — co dostavame

il 24
1 (:) < 1-9, ¢oznamena, ze § <O0.

) 1
i H’ (2, + i) \
2 X

l—o0

To je ocividny spor. Preto tvrdenie (iii) plati a implikacia (ii)=>(iii) je dokazana.
ot
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Dokaz Vety 2 (pokracovanie).

Napokon pristipime k dékazu implikacie (iii)=>(i). Nech plati tvrdenie (iii)
a opat sporom predpokladajme, Zze priestor X nie je uniformne konvexny. V
stilade s Definiciou 3 teda existuje ¢ € (0,2] a dve existuju postupnosti
{zk}72 1, {yr}321 C Bx|[0, 1] s vlastnostou

1
>1- Loee kazdé k € N. (25)

1
o=l = = W@wmw
2 X

Nakolko mame ||zx||x <1 a |jyx|lx <1 pre kazdé k € N, z (25) dostavame

1 1 1 1
1—— <|=(zp + < — ||z — <1, keN
e <3 <5t Gl <
4
. 1 . .
lim ||= (xx + yx) =1, lim ||zg|lx =1= lim |lyx|lx- (26)
k—oo || 2 X k— o0 k— o0

Vdaka poslednym rovnostiam v (26) mézeme bez ujmy na vieobecnosti pred-
pokladat, ze ||zx||x > 0 a ||yx||x > O pre kazdé k € N. Definujme vektory

1
Up i= T T,

keN. (27)
llzxllx

Ve = 71 Yk
llyrllx

Zrejme ug, vr € Sx|[0, 1] pre vsetky k& € N. Naviac plati
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Doékaz Vety 2 (pokracovanie).

27 1 26
ke — zellx 2 llzxllx (— - 1) @) _y, (28)

Iz llx

(27)
lve = yellx =" llyellx

1) g, (29)

llyxllx
Nue +opllx = llze +yrllx| < lluk +ve — (2 +yr)llx
<luk — zpllx + lvk —yrllx, k€N (30)

Relacie (28)—(30) v kombinacii s prvou rovnostou v (26) implikujd

1 28)—(30 1 26
lim Hf(uk—l—vk)H 28260 i Hf(xk + yk) = (31)
k—oo || 2 X k—oo || 2 X
Na druhej strane plati
(25)
0<e < |log —yrllx = ll(xr — uk) + (ks — yr) + (up — vi)llx
< o — ugllx + [lve — yellx + lug —vellx, k€N (32)

A nakol'ko podla (28) a (29) je limp—oo ||Zk —ukl|x =0 = limk— oo ||yr — vk || x,
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Doékaz Vety 2 (pokracovanie).

z nerovnosti v (32) vyplyva, ze 0 < e < liminfy_, o ||ur — vk||x. V kombinacii

s relaciou (31) vsak dospejeme k sporu s platnostou (19) v tvrdeni (iii) s volbou

Tk = Uk A Yk := V. Preto priestor X je uniformne konvexny, t.j., plati (i). W
i

Poznamka 6

Uvedieme tri iné tvrdenia ekvivalentné s uniformnou konvexnostou priestoru X.

(iv) Pre kazdé e > 0 existuje 0 > 0 také, ze ak pre vektory z,y € X plati

lzllx <1+, ||yllx <1+ a

1
’5 (z—i—y)” > 1, potom ||z —y||x < e.
b'e
(v) Pre kazdé € > 0 existuje § > 0 také, ze ak pre vektory z,y € Sx|[0, 1] plati
1
|5 @+ 0| =1-6 potom Iz —yilx <= (33)
b'e

(vi) Pre kazdé dve postupnosti {zx}7=1, {yr}7e1 C X, z ktorych aspon jedna
je ohranicena, plati, ze ak

lim [2llzx|% + 2llyell% — ok + yxll%] =0, potom lim (z) — yx) = 0.
k—o0 k—oo
v
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Nech X je Banachov priestor. Platia nasledujice tvrdenia.
(i) Ak X je uniformne konvexny priestor, potom je aj striktne konvexny.

(i) V pripade dim X < oo je priestor X uniformne konvexny prave vtedy, ked
je striktne konvexny.

(iii) Ak X je unitarny (Hilbertov) priestor, potom je uniformne konvexny.

| A\

Dékaz Vety 3.

Nech X je uniformne konvexny priestor a pripustme, Ze nie je striktne konvexny.
Potom podla Definicie 2 existuje netrivialna asecka Ty C Bx|0, 1] dlzky € > 0,
ktorej stred lezi na jednotkovej sfére Sx [0, 1], t.j., pre body z,y € Bx|[0, 1] plati

lo—gllx=¢ a H%(“’””)HX:L (34)

V silade s vlastnostou (17) v Definicii 3 vSak pre uvedené € > 0 existuje kladné
gislo & take, ze || (z + y)HX < 1—4. Porovnanim s druhou rovnostou v (34)
dostavame ¢ < 0, €o je spor. Preto priestor X musi byt striktne konvexny, t.j.,
tvrdenie (i) plati. Majme teraz striktne konvexny priestor X, ktory ma konecna
dimenziu. V tomto pripade je uzavreta gula Bx|[0, 1] vzdy kompaktna mnozina
v X. Ak na priestore X x X budeme uvazovat siCinovii normu

o
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Déokaz Vety 3 (pokracovanie).

Iz, ylll« = llzllx + lyllx, = y€X, (35)
potom Bx |0, 1] x Bx[0,1] C X x X je kompaktna mnozina vzhladom na normu
|| - ||« definovanid v (35). Zvolme nejaké ¢islo e € (0,2] a uvaZzujme mnozinu
M. C Bx|0,1] x Bx[0,1] tvaru

M. :={[z,y] € Bx|[0,1] x Bx[0,1], |lz —yllx > ¢}, (36)

Nie je tazké si premysliet, ze vzhladom na normu || - ||« v (35) je mnozina M. v
(36) uzavreta, a teda — ako podmnozina kompaktnej mnoziny Bx [0, 1] x Bx [0, 1]
— kompaktna v X x X. Zobrazenie f : M. — R definované predpisom

fa) =3 <m+y>HX, (@3] € M, (37)

je zrejme spojité a ohranicené. Konkrétne, v sulade s Lemou 1 plati f(z,y) < 1
pre kazdy bod [z,y] € M.. Existuje teda islo o € (0, 1) s vlastnostou

f(z,y) < a pre kazdé [z,y] € M. (38)
Polozme § := 1 — . Zrejme 6 > 0 a kombinaciou (36)—(38) dostavame, ze
(37),(38)

1 — § pre kazdé [z,y] € Me,

[+,

t.j., podla (36) pre kazdé =,y € Bx|0, 1] splhajace ||z — y||x > e.
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Déokaz Vety 3 (pokracovanie).

Tato relacia podla Definicie 3 znamena, Ze priestor X je uniformne konvexny
a tvrdenie (ii) je dokazané. Napokon pristapime k dékazu tvrdenia (iii). Nech
X je dany unitarny priestor. Zvolme &islo ¢ € (0, 2] a vektory =,y € Bx|0, 1].
Nasledne plati [|z]|x < 1 a |ly|x < 1 a ak [z — y||x > &, potom pomocou
rovnobeznikového pravidla (10) postupne dostavame

(10)
Iz +yllk "= 2lzl% +2lylk -z —yllx <4-¢°
4
1 g2
= <3/1—-—.
H2(:c+y)HX7 4

Poloziac § :==1 — /1 — % > 0 je lahko vidiet, ze odvodena relacia je ekviva-
lentna s vlastnostou (17) v Definicii 3, t.j, priestor X je uniformne konvexny. W
o

Poznamka 7

Je délezité poznamenat, Ze konecnorozmerny Banachov priestor X nemusi byt
nutne striktne konvexny. Prikladom je priestor R™ vzhladom na sii¢tovii normu,
resp. vzhladom na maximalnu normu.

o
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Priklad 4

Ukazeme, Ze priestor I* z Prikladu 2 nie je vzhladom na normu || - || definovand
v (13) uniformne konvexny. Zvolme pevne N € N a uvazujme dve postupnosti

2™ 3 yINT 7 priestoru I* definované predpismi
N ={1,...,1,0,...}, ™ .:={o0,...,0,1,...,1,0,...}. (39)
N—— N—— N———
N N N
Podla (39) a (13) zrejme plati
] 2 - D .o - v,
1 (13) N
= (V] [N] = -
HQ(CE +y )‘ = N+y/ 5 (41)
Definujme novi dvojicu postupnosti u™¥!, vI¥1 € ! formulami
1 1
V] ._ [N] N . (V] 4
TN+ Y T NN €
Nasledne v salade s (40) mame
] 259 25 @
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Priklad 4

HulN] _ H (a2000) 2N + V2N 55 ¢ (0,9, (44)
N+VN
N+./%

Hl (um +U[N1)’ @2p) 7 TV 2 L ore N = 0. (45)
2 N++vVN

Volbou ¢ := /2 plati v salade s (43) a (44), ze
ulM N e S;[0,1] a Hu[N] = U[N]H > ¢ pre kazdé N € N.
Avsak z (45) vyplyva, ze neexistuje § € (0, 1) také, aby platilo

H% (u[N] +U[N])H <1-—4 prekazdé N € N.

V stlade s Vetou 2(ii) teda norma || - || v (13) na ' nie je uniformne konvexna.
i

Nech 2 C R je dana lebesgueovsky meratelnd mnozina a p € (1, co) dané é&islo.
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Priklad 5

Potom priestor funkcii (LP(Q2), || - ||), kde norma

151 += ([ 1ropat) T e,

je vzdy, t.j., pre kazda dana volbu ©Q a p, uniformne konvexny. Existuje
niekolko moznosti, ako dokazat tato skutocnost. Uvedieme dékaz vyuZivajici
tzv. rovnobeznikové (Clarksonove) nerovnosti, ktoré platia v priestoroch LP(€2).
Konkrétne, pre pripad p € (1,2) mame relacie

I +glig + £ = gllz <2 (I£1I5 + glB)* ™", f.g € £P(), (46)

kde q := 1%, kym pre p € [2,00) plati

If+ gl + 115 —glls <2271 (1715 + lgllB) ,  frg € £P(9), (47)
Uvazujme cislo p € (1,2). Zvolme ¢ € (0,2] a nech f, g € LP(Q) spihaja
Ifllp =1=llgllp, [If —gllp = e (48)

Potom pomocou nerovnosti (46) mame

(45) ot (48)
I +alld < 2(IFI5 +1gllp)*" = If —gllf < 27 —e7, (49)
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Priklad 5

z ¢oho nasledne dostavame

q(2)1—(f)q. (50)

H%(Hg)p B

V kritériu Veta 2(ii) potom vzhladom na (50) staéi polozit

si=1-(1- (%)q)l/q >0.

V pripade p € [2,00) postupujeme podobne. Pre dvojicu f,g € LP(), ktoré
splnaja relacie v (48), v salade s Clarksonovou nerovnostou (47) mame

p “n p—1 D p D “8) D P
If+allp < 2270 (IFI5 + llgllp) — If —gllp < 2P — &P, (51)

z ¢oho nasledne vyplyva, ze

Héw+m

:(5§1) 1- (g)p (52)

V kritériu Veta 2(ii) potom vzhladom na (52) staéi polozit

sim1- (- (§))" >
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Priklad 6 (Radonov—Rieszov priestor)

Normovany linearny priestor X sa oznacuje ako Radonov—Rieszov priestor, resp.
ako priestor majaci Radonovu—Rieszovu vlastnost, ak pre kazdd postupnost
{zr}72; C X a vektor z € X plati

ak z;, — 2 € X a ||lzg||x — ||z||x pre k — oo, potom klim i = x v norme. (53)
— 00

Pomocou poznatku, ze kazda norma na X je slabo zdola polospojita funkcia
na X, je mozné pomerne jednoducho dokazat, ze kazdy uniformne konvexny
Banachov priestor X méa Radonovu—Rieszovu vlastnost (53). Specialne, v silade
s Vetou 3(iii) kazdy Hilbertov priestor X je Radonov—Rieszov priestor.

-

Veta 4 (Milmanova—Pettisova)

Kazdy uniformne konvexny Banachov priestor X je reflexivny.

Dokaz Vety 4.

Pri dékaze vyuzijeme tzv. Jamesovu charakterizaciu reflexivnych Banachovych
priestorov. Konkrétne, plati, ze Banachov priestor X je reflexivny prave vtedy,
ked kazdy spojity linearny funkcional na X nadobada na guli Bx[0, 1] svoju
normu. Inymi slovami, Banachov priestor X je reflexivny prave vtedy, ked



Striktna konvexnost Uniformna konvexnost

Doékaz Vety 4 (pokracovanie).

pre kazde f € X' plati ||fl| = max{|f ()], l|=]lx < 1}. (54)
Zvolme nejaky funkcional f € X’ a bez ujmy na vieobecnosti nech pre jeho
normu plati ||f|| = 1. Podla jednej z ekvivalentnych definicii normy spojitého

linearneho funkcionalu na X plati rovnost 1 = || f|| = sup{|f(z)|, = € Sx[0,1]}.
Potom sa da vybrat postupnost {zx}72; C Sx|0, 1] s vlastnostou

lim f(zg) =1. (55)
k— o0
Nech priestor X je uniformne konvexny. Dokazeme, Ze potom vysSie uvazovana
postupnost {xr}re; je nutne cauchyovska v X. Vyuzijeme pri tom vlastnost
(v) v Poznamke 6. Nech € > 0 je dané a nech § € (0,1) je v zhode s tymto

kritériom také, ze plati podmienka (33). Vdaka rovnosti (55) zrejme existuje
index ko € N s vlastnostou 1 — 6 < f(xzy) pre kazdé k > ko. Nasledne mame

2(1-90) < f(zg)+f(x) = flzp+z) < |flop+z)| < N fll lze+zillx = lon -+l x

pre kazdé k, 1 > ko. Upravou poslednej nerovnosti ziskame

>1—06 pre kazdé k,1 > ko. (56)

‘% (zx + =) .
V silade s podmienkou (33) ihned dostavame nerovnost ||zx — zi||x < € pre
kazdé k,l > ko, t.j., postupnost {zx}re; C Sx|0,1] je cauchyovska, a teda i
konvergentna v aplnom priestore X. Nech z := limy_, ., x je jej odpovedajica
o
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Doékaz Vety 4 (pokracovanie).

limita vX. Zrejme z € Sx[0, 1], t.j., ||z||x = 1, a vd'aka spojitosti funkcionalu f
z rovnosti (55) vyplyva f(z) = 1. To dokazuje vlastnost (54). Podl'a Jamesovho
kritéria je teda Banachov priestor X reflexivny. Dokaz je hotovy. |

Poznamka 8

| A\

Poznamenajme, Ze striktne konvexny Banachov priestor nemusi byt reflexivny.
Dokonca ani striktne konvexny a reflexivny Banachov priestor nemusi byt uni-
formne konvexny. Da sa napriklad dokazat existencia separabilného striktne kon-
vexného a reflexivneho Banachovho priestoru, ktory nie je uniformne konvexny. )

Veta 5 (Kleeova)

Nech X je redlny Banachov priestor a X' je jeho odpovedajici dudlny priestor.
Potom platia nasledujiice tvrdenia.

(i) Ak X' je striktne konvexny priestor, potom X je hladky priestor.

(i) Ak X' je hladky priestor, potom X je striktne konvexny priestor.

A\



Striktna konvexnost Uniformna konvexnost Projekcia

>
|

Dékaz Vety

Pri obidvoch tvrdeni dokazeme platnost ich obmien. Nech priestor X nie je
hladky. Potom existuje bod = € Sx[0,1], v ktorom mame dva rézne dotykové
funkcionaly f,g € X', t.j.,

Iflx =1=lglx a f(=)=l=zlx = g(x). (57)

Ukazeme, 7e stred tsecky fg € X' tiez lezi na jednotkovej sfére Sx-[0,1], t.j.,
H% (f +g)”X, = 1. Skutoéne, postupne plati

[50+9)_, <5000+ 30l D1, i |30+ <2

X/

1
50+ 9@

1 1 57 . 1
— |3 1@+ 59@| D lellx =1 v |3 +o) 21

2 2 2 2t
Podla Definicie 2 preto dualny priestor X’ nemdze byt striktne konvexny, o
dokazuje platnost tvrdenia (i). Predpokladajme, ze priestor X nie je striktne
konvexny. To znamena, ze existuji dva rézne vektory x,y € Sx |0, 1] take, ze aj
vektor % (z +vy) € Sx[0,1]. Z désledku Hahnovej—Banachovej vety vieme, ze v
bode % (z +y) existuje dotykovy funkcional, t.j., existuje f € X’ s vlastnostou

=1 2 7 (G@+n)=[3e+n| -1 (58)

‘ X
»
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Dékaz Vety 5 (pokracovanie).
Kedze z prvej rovnosti v (58) mame |f(z)| <1 a |f(y)| < 1 a dalej

12 (F@+0) = 3 5@+ 5 16) < S U@+ 5 1FGI <1 (69

v (59) sa vsade realizuji prave rovnosti, a tak plati |f(z)| = 1 = |f(y)|. Naviac,

@+ 50 D U@+ 1@ —  1f@)] - f@) +|9(@)] — g(=) = 0.

>0 >0

Preto dokonca mame f(z) = |f(z)] = 1 a f(y) = |f(y)] = 1. Uvazuj-
me funkcionaly F,, F, € X", ktoré v prirodzenom zobrazeni w : X — X"
odpovedaju vektorom z a y, t.j.,

Fi(g9) = g(z), Fylg) =9(y), geX, (60)

IFellxr = llzllx =1, [[Fyllx = llyllx = 1. (61)

Kedze vektory = a y sii podla predpokladov rézne a zobrazenie 7 je injektivne,
funkcionaly F}, a F, sa tiez rézne. Pre volbu g := f plati

(69)

Fo(f) =" fle) =1, Fy(f) = fly) =1 (62)

Kombinaciou (62) a (61) dostavame, ze F;, a Fy st dva rézne dotykové funkcio-

(60)
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Doékaz Vety 5 (pokracovanie).

naly v bode f € Sx/[0, 1], v stlade s (58). Dualny priestor X’ preto neméze byt
hladky v bode f € X', a teda ani hladky a tvrdenie (ii) je dokazané. |

| A

Poznamka 9

Z Kleeovej Vety 5 vyplyvaji bezprostredné pozorovania

X" je striktne konvexny = X’ je hladky = X je striktne konvexny (63)

X" je hladky = X’ je striktne konvexny = X je hladky. (64)

Dalej poznamenajme, Ze vo vieobecnosti striktne konvexny priestor X nemusi
mat svoj dualny priestor X’ hladky. Podobne, pre hladky priestor X nemusi
byt nutne jeho dualny priestor X’ striktne konvexny. Ak vsak priestor X je
izometricky izomorfny s svojim druhym duédlnym priestorom, potom v oboch
tvrdeniach Kleeovej Vety 5 platia ekvivalencie. V tomto pripade totiz X je
striktne konvexny, resp. uniformne konvexny, resp. hladky, resp. uniformne
hladky prave vtedy, ked druhy dualny priestor X’ ma uvedené odpovedajiice
vlastnosti. Je to jednoduchy désledok definicii tychto geometrickych pojmov, v
ktorych sa pracuje iba s normami v danych Banachovych priestoroch. Nasledne,
v retazcoch implikacii v (63) a (64) platia potom ekvivalencie.
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Désledok 1

Nech X je realny reflexivny Banachov priestor a X' je jeho odpovedajici dualny
priestor. Potom platia nasledujiice tvrdenia.

(i) Priestor X' je striktne konvexny préve vtedy, ked priestor X je hladky.
(ii) Priestor X' je hladky prave vtedy, ked' priestor X je striktne konvexny.

Dékaz Désledku 1.

Tvrdenia (i) a (ii) vyplyvajd z Kleeovej Vety 5(i) a (ii) a z komentéra v
Poznamke 9, ked'Ze v tomto pripade st priestory X a X" izometricky izomorfné
prostrednictvom prirodzeného zobrazenia . ]

Veta 6 (Smuljanova)

Nech X je redlny Banachov priestor a X' je jeho odpovedajici dudlny priestor.
Potom platia nasledujiice tvrdenia.

(i) Priestor X je uniformne hladky (uniformne konvexny) prave vtedy, ked
duélny priestor X' je uniformne konvexny (uniformne hladky).

(i) Ak priestor X je unifomne hladky, potom X je reflexivny priestor.
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Obsah

g Projekcia v striktne a uniformne konvexnych priestoroch
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Metricka projekcia

Definicia 4 (Metricka projekcia)

Nech X je Banachov priestor a G C X mnozina. Pre bod x € X definujme
Pg(z) :={y € G, |lx —yllx = p(z,G)}. (65)
Podla tvaru mnoziny Pg(x) v (65) oznacujeme mnozinu G ako
(i) proximinalnu, ak Pg(z) # 0 pre kazdé z € X,
(i) semi-Cebysevovu, ak Pg(z) je najviac jednoprvkova pre kazdé = € X,
(iii) Cebysevovu, ak Pg(z) je jednoprvkova pre kazdé = € X.

V pripade Cebysevovej mnoziny G sa zobrazenie = — Pg(z), © € X, nazyva
metricka projekcia priestoru X na G a oznacuje sa rovnakym symbolom Pg.

Poznamka 10

| A\

Kazda kompaktna mnozina G C X je proximinalna. Zobrazenie y — ||z — y||x,
y € G, je totiz pre kazdé © € X spojité, a tak na kompaktnej mnozine G
nadobida svoje minimum, t.j., mnozina Pg(x) # () pre kazdé x € X.

o
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Poznamka 11

Poznamenajme, ze priamo z formuly (65) v Definicii 4 vyplyvaja nasledujice
vlastnosti metrickej projekcie vzhladom na posunutie, resp. nasobenie skalarom.
Pre kazdy dany vektor v € X a dané nenulové A € R plati

Poiu(x+u) = Pg(z), Prg(Az)=|APg(z) prekazde GC X az € X, (66)
kde objekty G + u a AG si definované rovnostami
G+u={y+u, ye G} C X, NG:={\y, ye G} CX. (67)

Relacie v (67) st korektné, nakolko X je linearny priestor. Je zrejmé, ze ak G

je proximinalna, semi-Ceby3evova, resp. Cebysevova mnoziny, potom i mnoziny

G +wu a A\G maju odpovedajica vlastnosti pre kazdé u € X a kazdé A € R\ {0}.
o

Veta 7

Nech X je striktne konvexny Banachov priestor. Platia nasledujiice tvrdenia.
(i) Kazda konvexnd mnozina G C X je semi-Cebysevova.

(ii) Ak priestor X je naviac reflexivny, potom kazda uzavretd konvexna mnozina
G C X je Cebysevova. Inymi slovami, pre kazdy vektor & € X existuje
prave jeden prvok y € G taky, Ze ||z — y||x = p(z, G).

i
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Zvolme dani konvexn mnozinu G € X a dany bod z € X. Nech u,v € G s
body, v ktorych sa realizuje vzdialenost p(z,G), t.j.,

lz —ullx = p(z,G) = |z —vllx (68)
Ak polozime r := p(z,G), potom rovnosti v (68) mozno interpetovat tak, ze

body w,v € Sx[z,r]. UkdZzeme, Ze cela asecka uv lezi na sfére Sx [z, r]. Vdaka
konvexnosti mnoziny G mame, ze uv C G. Pre kazdé potom A € [0, 1] plati

r<|lz = [Put (1= Aolllx = Az —w) + (1 = A)(z—v)llx

)

< Ml = e == (@ = )l = ]l D g (1 = A =i,

¢o znameni, ze ||z — [Au+ (1 — A)v]||x = r. KedZe priestor X je striktne kon-
vexny, nutne podla Poznamky 2 plati w = v. Mnozina Pg(z) definovana v (65)
je teda najviac jednoprvkova, a tak v silade s Definiciou 4 je G semi-Cebysevova
mnozina. Dokazali sme tvrdenie (i). Predpokladajme teraz, ze priestor X je
naviac i reflexivny uvazujme uzavreti konvexna mnozinu G C X a dany bod
z € X. V kontexte tvrdenia (i) staci ukazat, Ze vzdialenost r := p(z,G) sa
realizuje v nejakom vektore y € G, t.j., existuje y € G taky, ze ||z — y||lx = r.
Z definicie vzdialenosti p(z, G) zrejme existuje postupnost {yx}7=; C G s vlast-
nostou limy_, o ||z —yk||x = 7. Obzvlast, postupnost {z —yi } 5=, je ohraniena
v norme. VyuZijeme teraz Eberleinovu-Smuljanovu charakterizaciu reflexivneho
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Dékaz Vety 7 (pokracovanie).

Banachovho priestoru. Konkrétne, plati, ze Banachov priestor X je reflexivny
prave vtedy, ked z kazdej postupnosti v X, ktora je ohrani¢ena v norme, sa da
vybrat podpustupnost, ktora konverguje slabo v X. Kedze podla predpokladov
je priestor X reflexivny, existuje vybrana podpostupnost {z—yx, };2;, ktora slabo
konverguje v priestore X, t.j.,, x —yr, =~ —y € X pre | = co. Z tejto relacie
nasledne vyplyva, ze postupnost {yx, }72, slabo konverguje k y. Kedze mnozina
G je uzavreta (v norme), je zaroven i slabo uzavreta, a tak vektor y € G.
Obzvlast, potom r < || — y||x. Napokon aplikujeme skutocnost, ze norma na
X je slabo zdola polospojita funkcia. Preto dostavame

r <|lz —y|lx <liminf|z — ykL”X = lim ||z — ykl”X —
l— o0 l— o0

a tak norma ||z — y||x = r. Dékaz tvrdenia (ii) je tak kompletny. [ |

Poznamka 12 (Projekcia v striktne konvexnych priestoroch)

Vysledok Vety 7(ii) ukazuje, ze v striktne konvexnom reflexivnom Banachovom
priestore X je mozné premietat na kazdu jeho uzavreti konvexnd podmnozinu
G C X, tj., operator (metrickej) projekcie Pg : X — G z Definicie 4 je v
tomto pripade definovany korektne. Vo vieobecnom striktne konvexnom Bana-
chovom priestore X je mozné premietat napriklad na kazdia kompaktni konvexni
podmnozinu G C X, ako vyplyva z Poznamky 10 a Vety 7(i).

i
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Veta 8 (Spojitost projekcie v striktne konvexnych priestoroch)

Nech X je striktne konvexny Banachov priestor a G C X dana kompaktna

konvexna mnozina. Potom operator projekcie Po : X — G je spojity na X.
o

Dokaz Vety 8.

Nech z € X je dany bod a {z;}32; C X nejaka postupnost splhajica pod-
mienku z = limy oo zx. Nadim cielom je ukazat, ze potom plati rovnost
limy_, o0 Pa(zr) = Pg(x). Pripomenme jednu délezita vlastnost postupnosti
obsiahnutych v (relativne) kompaktnych podmnozinach metrického priestoru.
Konkrétne, kazda takato postupnost je konvergentna (v danej metrike) prave
vtedy, ked ma prave jeden hromadny bod (vzhladom na dand metriku). Kedze
v nasom pripade mame {Pg(zx)}7=; € G a G C X je kompaktna mnozina,
v kontexte uvedenej vlastnosti staci zrejme dokazat, ze vektor Pg(z) je jediny
hromadny bod postupnosti { Pa(zx)}5e,. V sulade s Definiciou 4 plati

Iz — Pa(@)lx = p(z,G), llzx — Palax)lx = plzx,G), k€N.  (69)
Vyuzitim definicie vzdialenosti bodu od mnoziny nie je tazké odvodit nerovnost
69

lllzx — Pa(ax)llx — lle — Pe@lix| L 1o(zk, G) — o, G)| < ok —2lx  (70)

pre kazdé k € N. Vdaka kompaktnosti mnoziny G sa z postupnosti { Pa (zk) } 72
da vybrat konvergentna podpostupnost, t.j., existuje {Pa(zx,)}i2, taka, ze
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Déokaz Vety 8 (pokracovanie).

y:= lim Pg(xy,), a teda nutne vektor y € G. (71)
l—o00

Podla (70) nasledne mame

(70)
[k, — Pe(zr)llx — llz — Pa(@)llx| < ok, —zlx, (72)

z ¢oho vyuzitim spojitosti normy limitovanim pre [ — oo ziskame
(72)
lim |||lzx, — Pe(ar)lx = llz — Pe(@)|x| < lim [z, —=|x
l— o0 l—o0

4 ¥
llz —yllx = llz = Pa(@)lx| <0, ti. lz—yllx =lz-Pa(@)lx =nplz,G).

Vektor y je v zhode s Definiciou 4 metrickou projekciou bodu z do mnoziny
G. Podla predpokladov je priestor X striktne konvexny a mnozina G konvexna,
preto v silade s Poznamkou 12 je G Cebysevova mnozina, a tak nutne vektor
y = Pa(x). Limitny bod y teda nezavisi na vybere konvergentnej podpostupnosti
{Pa(zk,)}21, tj., postupnost {Pa(zr)}rz1 € G ma prave jeden hromadny
bod. Na zaklade vy3sie uvedenych Gvah preto plati limy— oo Pa(zr) = Pe(z),
t.j., operator projekcie P je spojity v bode z. Dékaz je hotovy. |
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Veta 9

Nech X je uniformne konvexny Banachov priestor. Potom kazda uzavretd kon-
vexnd mnozina G C X je Cebysevova. Inymi slovami, pre kazdy vektor x € X
existuje prave jeden prvok y € G taky, ze ||z — y||x = p(z, G).

Dokaze Vety 9.

Podla Vety 3(i) a Milmanovej—Pettisovej Vety 4 je uvazovany priestor X striktne
konvexny a reflexivny. Tvrdenie je potom priamym désledkom Vety 7(ii). |
>

| A\

Veta 10 (Spojitost projekcie v uniformne konvexnych priestoroch)

Nech X je uniformne konvexny Banachov priestor a G C X dani uzavretd
konvexna mnozina. Potom operator projekcie Po : X — G je spojity na X.

A\

Dékaz Vety 10.

Zvolme uzavreta konvexna mnozinu G C X. Vzhladom na prvia formulu v (66)
zrejme staci ukazat spojitost operatora Pg v bode z = 0. Nech {z;}32, C X
je nejaka postupnost s limg—_, oo x = 0. Vyuzitim nerovnosti v (70) mame
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Dékaz Vety 10 (pokracovanie).

(70)
llzx = Pa(zw)llx = 1PcO)llx] < llzxllx, keN. (73)
Z (73) nasledne dostavame

Jim ok — Poex)lx = 1Pa(0)]x. (74)
Nie je tazké si premysliet, ze pre kazdé k € N platia odhady

llzk — Po(@e)llx — llzkllx| < [1Pa(zr)llx < llox — Po(ze)llx + [lzxllx. (75)
Ak Pg(0) =0, t.j., vektor 0 € G, potom kombinaciou (74) a horného odhadu v
(75) mame limy_, o || Pa(zk)||x = 0. To znamena, ze

lim Pg(zr) = 0= Pg(0),
k— o0

t.j., operator Pg je spojity v bode x = 0. Uvazujme teraz pripad Pg(0) # 0,
pricom polozme A := 1p—5r— > 0. Pomocou druhej formuly v (66) mézeme
skiimany problém transformovat na ekvivalentna situaciu vySetrovania spojitosti
operatora Pg v bode = = 0 vzhladom na uzavrett konvexna mnozinu G := AG,
pre ktord vzdialenost p(0,G) = ||P5(0)||x = 1. V tomto pripade z nerovnosti v
(75) a z rovnosti (74) (s mnozinou G) vyplyva limy_ o || Pg(zx)||x = 1. Kedze
mnozina G je konvexna a vektory Pg(0), Ps(xx) € G pre kazdé k € N, plati

i
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Dékaz Vety 10 (pokracovanie).

(Pz(0) + Ps(zx)) € G, atak 1=p(0,G) < H1 (P5(0) +Pé(xk))HX (76)

1
2 2

pre kazdy index k € N. Vyuzijeme teraz skutocnost, ze priestor X je uniformne

konvexny. Konkrétne, aplikujeme kritérium (iv) v Poznamke 6. Zvolme € > 0 a
nech § je odpovedajiice kladné Eislo v Poznamke 6(iv). Plati

(76)
I1Pz0)lx <146, |Palze)llx <1434, H%(PG(O)-l-Pé(zk))HX > 1, (77)

pricom druha nerovnost je splnena pre kazdé k > ko, kde ko € N je vhodny index,
ktorého existencia je zarucena vlastnostou limy_, o | Pz (2x)|[x = 1. Nasledne
z podmienok v (77) podla Poznamke 6(iv) vyplyva, ze plati nerovnost

||Pé(0) = PG"(Ik)”X < e pre kazdé k > ko. (78)

Relacia (78) znamena, ze limg_ o P (zx) = P5(0), t.j., operator Pg je spojity
v bode z = 0. Dokazali sme teda, ze operator P je spojity v bode z = 0
vzhladom na kazdi uzavretti konvexni podmnozinu G C X. [ |

Poznamka 13

| A

Poznamenajme, Ze spojity operator Pz vo Vete 10 nemusi byt nutne linearny.
o
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