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Binomické rozdéleni Bin(N, p)

e Bernoulliho pokusy Xi, ..., Xy

e X; =1 ...udalost nastala; X; = 0...uddlost nenastala; i =1,..., N
e Pr(Xi=1)=p
e Pr(Xi=0)=1—-p=gq

e X...po&et uddlosti v posloupnosti N nezdvislych Bernoulliho pokusii, pficemz
pravdépodobnost nastani uddlosti v kazdém pokusu je vyjddfena parametrem p

e ¥ X; = X ~ Bin(N, p)
6 =(N,p)

e pravdépodobnostni funkce

p(x) = (I:)px(l )" x=0,1,...,N

vlastnosti: E[X] = Np; Var[X] = Np(1 — p)
dbinom(x, N, p), pbinom(x, N, p), rbinom(M, N, p)
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e Dataset 1: Pocet chlapcii v rodinach s 12 détmi

e V ramci studie poméru pohlavi u lidi z roku 1889 bylo na zdkladé zéznami z nemocnic v
Sasku zaznamenano rozdéleni poctu chlapci v &trnacti¢lennych rodindch. Mezi M = 6115
rodinami s N = 12 détmi byla pozorovana potetnost chlapci. Udaje ze studie jsou
uvedeny v nasledujici tabulce.

n o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 »
Mobserved || 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7 || 6115

P¥iklad 1.1. Vypocet otekavanych pocetnosti za ptedpokladu binomického modelu
Vezméte lidaje z datasetu 1. Vypocitejte ocekdvané potetnosti vyskytu chlapcii meypected za predpokladu,
%e poletnosti chlapcii X v rodindch maji binomické rozdéleni Bin(N, p) s parametry N = 12 a

N
Z,,ZO NMopserved

i (1.1)

b=

Reseni prikladu 1.1
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<- ... # hodnota parametru N

<- ... # posloupnost 0, 1, ..., N

.obs <- ... # posloupnost m.obs, tj. 3, 24, ..., 7
<- sum(..

o RE R =

.) # pocet vsech rodin M (soucet vsech cisel v m.obs)
<- sum(...) / (...) # odhad parametru p podle vzorce 1.1

19
1 0.519215

m.exp <- round(dbinom(...) * ...) # vektor ocek. abs.

cetnosti

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1
m.exp 1 12 72 258 628 1085 1367 1266 854 410 133 26

2
2

sum(...) # kontrolni soucet ocek. abs. cetnosti m.exp

[[1] 6114

p <- round(...) # odhad parametru p zaokrouhleny na 4 des.

m.exp <- round(dbinom(...) * ...) # novy vypocet ocek

abs.

mista
cetnosti

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1
m.exp 1 12 72 259 628 1085 1367 1266 854 410 133 26

2
2

sum(...) # kontrolni soucet ocek. abs. cetnosti m.exp

[[11 6115

12

15

16

18
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Odhad parametru p, tj. p = 0.5192. Tabulka oekavanych poZetnosti Megpected j&

n Jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 =
Mepected || 1 12 72 250 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2 || 6115

Z tabulky o¢ekdvanych poletnosti vidime, Ze soulet ofekdvanych poletnosti dava vysledek M =
6114. Odchylka od pivodni hodnoty M = 6115 je zplsobena pfesnym vypo&tem olekdvanych
poletnosti a jejich naslednym zaokrouhlenim. Konkrétn& v tomto p¥ipadé, pokud bychom o&ekavané
poletnosti spotitali na zdklad& binomického rozdéleni Bin(N, p), kde N = 12 a p = 0.5192
(hodnotu p bychom pro dalsi vypo&et zaokrouhlili na &ty¥i desetinnd mista) dostali bychom nasledujici
tabulku o&ekavanych po&etnosti.

n Jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12| >
Mexpecteg || 1 12 72 259 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2 || 6115

P¥i pouziti hodnoty odhadu p zaokrouhlené na &ty¥i desetinnd mista doslo k mirné Gpravé bino-
mického rozdéleni a o¢ekdvana poletnost vyskytu t¥i chlapcl v roding se z hodnoty 258.47 pt¥ehoupla
na hodnotu 258.52, &imz jsme po zaokrouhleni ziskali absolutni poZetnost 259 namisto 258. Ostatni{
olekdvané pocetnosti zlstaly nezmé&nény, jelikoZ jejich nezaokrouhlend hodnota byla dostate&né
blizko k celému ¢&islu.
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Ptiklad 1.2. Overdispersion a underdispersion v binomickém modelu

V predchozim p¥ikladu 1.1 jsme stanovili o&ekdvané poletnosti vyskytu chlapcti v rodindch s dvanacti
dé&tmi. Do jednoho grafu zaneste nyni hodnoty pozorovanych poletnosti Mopseres @ hodnoty ole-
kdvanych poletnosti Mepecred- Pozorované a olekdvané pocetnosti od sebe barevné odliste. Na
zdkladé vysledného grafu stanovte, zda doslo v tomto p¥ipadé k overdisperzi nebo underdisperzi.
Zavér podloZte srovnanim rozptylu vypo&itaného z pozorovanych dat s rozptylem vypod&itanym z
olekavanych dat.

Reseni prikladu 1.2

par(mar = c(3, 4, 1, 1)) # nastaveni okraju grafu (viz napoveda funkce par())
plot(n, m.exp, type = ’h’, col = ..., xlab = ’’, ylab = ...,
las = 1) # graf s vertikalnimi cervenymi carami ocek. abs. cetnosti m.exp

points(n, m.exp, , pch = 21, col = ...,
bg = rgb(1, 0, 0, 0.2)) # cervene body abs. ocek. cetnosti m.exp
lines (n, m.obs, col = ..., type = ...,

1ty = 4) # modre vertikalni cary pozor. abs. cetnosti m.obs
points(..., ..., pch = ..., bg = rgb(...),
col = ...) # modre body pozor. abs. cetnosti m.obs
mtext(’...’, side = 1, line = 2.1) # doplneni popisku osy x pod graf
legend (’topright’, pch = c(21, 21), col = c(..., ...),
pt.bg = c(rgb(...), rgb(...)),
legend = c(expression(m[exp]), expression(m[obs])), bty = ’n’) # legenda
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Obrézek: Porovndni pozorovanych a otekdvanych pocetnosti v binomickém modelu

Oproti otekdvanym poletnostem jsou pozorované po&etnosti krajnich p¥ipadi vy3%i a naopak pozoro-
vané poletnosti nejéastéjsich p¥ipadi jsou niz&i. Tato situace ukazuje na vy3%i rozptyl pozorovanych

pocetnosti neZ teoretickych. Jde tedy o ........... disperzi.

observed <- rep(n, m.obs) # vektor pozor. dat: 0,0,0,1,...,1,...,12,...,12
expected <- rep(..., ...) # vektor ocek. dat: 0,1,...,1,...,11,...,11,12,12
var.obs <- var(...) # odhad rozptylu na zaklade pozor. dat

var.exp <- var(...) # odhad rozptylu na zaklade ocek. dat

(tab <- data.frame(var.obs, var.exp)) # tabulka vysledku

var.obs var.exp 37
1 3.48984 2.995539 38

Rozptyl skuteénych po&tl chlapci v rodindch s dvanacti détmi je 3.4898, rozptyl o¢ekavanych pocti
chlapci je 2.9956. Rozptyl skuteénych poltl je tedy vyssi nez rozptyl oekdvanych pocti chlapci v
rodindch s dvanacti détmi.
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Pt¥iklad 1.3. Graf pravdépodobnostni a distribu&ni funkce binomického modelu

V prikladu 1.1 jsme odhadli hodnotu parametru p binomického rozd&leni Bin(N, p) jako p = 0.5192.
Hodnota parametru N = 12. Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce binomického
rozdéleni Bin(N, p), kde N = 12 a p = 0.5192.

Reseni prikladu 1.3
Graf pravdépodobnosti funkce p(x)

N <- ... # hodnota parametru N

x <- ... # posloupnost O, 1, ..., N

P <- ... # zaokrouhleny odhad p

px <- dbinom(...) # pstni fce Bin(N, p) v hodnotach 0, 1, ..., N
Fx <- pbinom(...) # distr. fce Bin(N, p) v hodnotach O, 1, ..., N

par(mar = c(...)) # nastaveni okraju grafu (4, 4, 1, 1)

plot(x, px, type = ..., ylim = c(0, 0.25),
ylab = ’...?, xlab = ’’, las = 1) # graf pstni fce (cerne vertikalni cary)
points(..., «.., col = ..., pch = 19) # cervene body
mtext (’x’, side = .. line = ...) # popisek osy x
mtext (bquote (paste(N == .(N), ’; ’, p == .(p))),
side = ..., line = 3.2) # druhy popisek osy x: N = ..., p =
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Graf distribu¢ni funkce F(x)

plot(x, Fx, type = ’n’, xlim = c¢(-1, N + 1), ylim = c(0, 1),
xlab = ..., ylab = ., las = ...) # priprava prazdneho grafu
segments (x, Fx, x + 1, Fx) # vodorovne cerne cary
arrows (0, 0, -1, 0, length = 0.1) # dolni sipka
arrows(..., ..., ..., ..., length = ...) # horni sipka
points(x, c(0, Fx[1:N]), pch = ., col = ., bg = ...) # prazdne body
points (..., ., col = ., pch = ...) # plne cervene body
mtext (..., side = ..., line = ...) # popisek osy x
mtext (..., side = ..., line = ...) # druhy popisek osy x: N = ..., p =
0.25 - 1.0 > 800>
O
0.20 | 0.8 oo
£ 0157 £ 061 .o
= 0.10 %04
o
0.05 I 02 .o
ODO?\"TT\ T T T.'\ 00 s
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x x

N=12; p=0.5192

Obrazek: Pravdé&podobnostni a distribu¢ni funkce binomického modelu
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Pt¥iklad 1.4. Vypotet pravdépodobnosti na zaklad& binomického modelu
Za predpokladu, Ze ndhodna veli¢ina X, udavajici polet chlapcil v rodiné s dvandcti détmi, pochazi
z binomického rozdgleni, tj. X ~ Bin(N,p), s parametry N = 12 a p = 0.5192, vypolitejte
pravd&podobnost, Ze v rodin& s dvanacti détmi bude (a) prav& devét chlapci; (b) nejvyse &ty
chlapci; (c) alespoii osm chlapci; (d) &ty¥i, p&t, Sest, nebo sedm chlapci.

Reseni prikladu 1.4

(2)

N <- ... # hodnota parametru N

P <- ... # zaokrouhleny odhad p
dbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti

[[11 0.06703911

(b)

pbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.1588736 ‘

64

66
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68

70
71

(c)

1 - pbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti - prvni zpusob
sum(dbinom(...)) # vypocet pravdepodobnosti - druhy zpusob

[[1] o0.2330869

(d)

sum(dbinom(...)) # vypocet pravdepodobnosti - prvni zpusob
pbinom(...) - pbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti - druhy zpusob

[[11 0.7107605 ‘

Pravd&podobnost, %e v rodin& bude prav& devét chlapcii, je 6.7 %. Pravd&podobnost, %e v rodin&
budou nejvyge Ctyfi chlapci, je 15.89 %. Pravdépodobnost, Ze v roding bude alespoii osm chlapci,
je 23.31%. Pravd&podobnost, Ze v rodin& bude &ty¥i, pét, Sest, nebo sedm chlapci, je 71.08 %.

69

72
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Ptiklad 1.5. St¥edni hodnota a rozptyl ndhodné velitiny z binomického modelu

Za predpokladu, Ze ndhodna veli¢ina X, udavajici polet chlapcil v rodiné s dvandcti détmi, pochazi
z binomického rozd&leni, tj. X ~ Bin(N, p), s parametry N = 12 a p = 0.5192, vypotitejte stfedni
hodnotu E[X] a rozptyl Var[X] ndhodné veli¢iny X. Stfedni hodnotu a rozptyl porovnejte s jejich
odhady vypotitanymi na (a) zaklad& otekavanych dat; (b) na zdklad& pozorovanych dat (viz p¥iklad
1.2).

Reseni ptikladu 1.5

N <- ... # hodnota parametru N

P <- ... # zaokrouhleny odhad p

E.X <- ... # vypocet stredni hodnoty E[X] rozdeleni Bin(N, p)

Var.X <- ... # vypocet rozptylu Var[X] rozdeleni Bin(N, p)

expected <- rep(n, m.exp) # vektor ocek. dat: 0,0,0,1,...,1,...,12,...,12

E.exp <- mean(expected) # odhad stredni hodnoty na zaklade ocek. dat
Var.exp <- var(expected) # odhad rozptylu na zaklade ocek. dat

observed <- ... # vektor pozor. dat: 0,1,...,1,...,11,...11,12,12
E.obs <- ... # odhad stredni hodnoty na zaklade pozor. dat
Var.obs <- ... # odhad rozptylu na zaklade pozor. dat

tab <- data.frame(E.X, Var.X, ...) # tabulka vysledku
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E.X Var.X E.exp Var.exp E.obs Var.obs 87
1 6.2304 2.995576 6.229926 2.995539 6.230581 3.48984 88

St¥edni hodnota poctu chlapcii v rodiné s dvandcti détmi je 6.2304 s rozptylem 2.9956. Odhad st¥edni
hodnoty po&tu chlapci v rodin& vypo&itany na zdklad& oéekdvanych hodnot je 6.2299 s rozptylem
2.9955. Odhad st¥edni hodnoty po&tu chlapci v roding vypoditany na zdklad& pozorovanych dat je
6.2306 s rozptylem 3.4898.

Pt¥iklad 1.6. Simula&ni studie pro binomicky model

Sekci o binomickém rozdé&leni zakon&ime simulaéni studii modelujici chovani otekavanych poletnosti
ndhodné veliginy X ... po&et chlapcil v rodindch s dvandacti détmi za predpokladu, ze X ~ Bin(N, p),
N =12, p = 0.5192.

Vygenerujte pseudondhodna &isla X (potetnosti isp&chil) opakovand M-krat (M = 6115) z Bin(N, p),
kde N = 12 a p = 0.5192. Vytvotte histogram vygenerovanych pseudondhodnych &isel superpono-
vany hodnotami otekdvanych (teoretickych) potetnosti za predpokladu, ze X ~ Bin(N, p).

Re3eni prikladu 1.6
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118

M <- # pocet vsech rodin M
N <- ... # hodnota parametru N
n <- # posloupnost 0, 1, ..., N
p <- # zaokrouhleny odhad p
X <- rbinom(M, N, p) # vygenerovani nahodneho vyberu o delce M z rozd. Bin(N,
p.exp <- dbinom(...) # pstni fce Bin(N, p) v hodnotach 0, 1, ..., N
m.exp <- round(... * ...) # vektor ocek. abs. cetnosti
par(mar = ...) # nastaveni okraju 4, 4, 1, 1
hist (X, prob = F, breaks = seq(-0.5, 12.5, by = 1), demnsity = 60,
col = rgb(...), ylim = c(0, 1500), xlab = ’’, ylab = ..., main = ’’,
las = ...) # histogram nahodneho vyberu X (v abs. cetnostech)
box(bty = ’0’) # ramecek okolo grafu
lines (n, m.exp, type = ...) # vertikalni cary ocek. abs. cetnosti m.exp
points (..., ..., pch = 20) # body ocek. abs. cetnosti m.exp
mtext (...) # popisek osy x
mtext (...) # druhy popisek osy x: N = ..., p = ...
legend (’topright’, fill = c(rgb(...), ’black’), demnsity = c(60, 200),
legend = c(’simulovane’, ’ocekavane’), bty = ’n’) # legenda
hist (X, prob = T, breaks = ..., density = ..., col = rgb(...),
ylim = c(0, 0.25), xlab = ..., ylab = , main = .
las = ...) # histogram nahodneho vyberu X (v rel. cetnostech)
box(...) # ramecek okolo grafu
lines (...) # vertikalni cary ocek. rel. cetnosti p.exp
points(...) # body ocek. rel. cetnosti p.exp
mtext (...) # popisek osy x
mtext (...) # druhy popisek osy x: N = ..., p =
legend (..., fill = c(..., ...), demsity = c(..., Y5
legend = c(..., ...), bty = ...) # legenda

p)
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Obrézek: Porovnani pozorovanych a ofekdvanych po&etnosti v binomickém modelu
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