1 Binomické rozdéleni Bin(N, p)

Bernoulliho pokusy Xi,..., XN

— X; =1 ...udélost nastala; X; = 0...udalost nenastala; : =1,..., N
-Pr(X;=1)=p
- Pr(X;=0=1-p=gq

e X...pocet udélosti v posloupnosti N nezdvislych Bernoulliho pokusu, pfi¢emz pravdépodobnost nastdni
udalosti v kazdém pokusu je vyjadfena parametrem p

SN, X; = X ~ Bin(N, p)
0 = (N,p)

pravdépodobnostni funkce

N —x
vlastnosti: E[X] = Np; Var[X] = Np(1 — p)
dbinom(x, N, p), pbinom(x, N, p), rbinom(M, N, p)

e Data:

— Dataset 1: Pocet chlapcu v rodinach s 12 détmi

— V réamci studie poméru pohlavi u lidi z roku 1889 bylo na zdkladé zdznamu z nemocnic v Sasku zazna-
mendano rozdéleni poctu chlapcu v ¢trndcticlennych rodindch. Mezi M = 6115 rodinami s N = 12 détmi
byla pozorovana pocetnost chlapcu. Udaje ze studie jsou uvedeny v nésledujici tabulce.

n Jo 1 2 3 4 5 6 78 9 10 11 12| ¥
Mobserved || 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7 [ 6115

Piiklad 1.1. Vypocet ocekavanych pocetnosti za piredpokladu binomického modelu
Vezméte ddaje z datasetu 1. Vypocitejte otekdvané pocetnosti vyskytu chlapcti megpectea za predpokladu, ze
pocetnosti chlapcu X v rodindch maji binomické rozdéleni Bin(N, p) s parametry N =12 a

ZnN:() NMobserved (1 1)
NM ' '

ﬁ:

Reseni piikladu 1.1
Odhad parametru p, tj. p = 0.5192. Tabulka otekdvanych pocetnosti Mezpected j€

n Jo 1 2 3 4 5 6 78 9 10 11 12| »
Mewpected || 1 12 72 258 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2 [ 6114

Z tabulky ocekavanych pocetnosti vidime, ze soucet ocekavanych pocetnosti dava vysledek M = 6114. Odchylka od
puvodni hodnoty M = 6115 je zpusobena presnym vypoctem ocekdvanych pocetnosti a jejich ndslednym zaokrouh-
lenim. Konkrétné v tomto piipadé, pokud bychom ocekavané pocetnosti spocitali na zakladé binomického rozdéleni
Bin(N,p), kde N = 12 a p = 0.5192 (hodnotu p bychom pro dalsi vypocet zaokrouhlili na ¢tyfi desetinnd mista)
dostali bychom nésledujici tabulku o¢ekavanych pocetnosti.

n Jo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12| ¥
Meapected || 1 12 72 259 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2 [ 6115

Pii pouziti hodnoty odhadu p zaokrouhlené na ¢tyti desetinnd mista doslo k mirné ipravé binomického rozdéleni a
ocekdvand pocetnost vyskytu tif chlapcu v rodiné se z hodnoty 258.47 prehoupla na hodnotu 258.52, ¢imz jsme po
zaokrouhleni ziskali absolutni pocetnost 259 namisto 258. Ostatni otekdvané pocetnosti zustaly nezménény, jelikoz
jejich nezaokrouhlend hodnota byla dostatecné blizko k celému ¢éislu. *



Piiklad 1.2. Overdispersion a underdispersion v binomickém modelu

V piedchozim piikladu 1.1 jsme stanovili otekdvané pocetnosti vyskytu chlapcu v rodindch s dvanacti détmi. Do jed-
noho grafu zaneste nyni hodnoty pozorovanych pocetnosti mopserveda @ hodnoty ocekdvanych pocetnosti mezpected-
Pozorované a ocekavané pocetnosti od sebe barevné odliste. Na zakladé vysledného grafu stanovte, zda doslo v
tomto pripadé k overdisperzi nebo underdisperzi. Zavér podlozte srovnanim rozptylu vypocitaného z pozorovanych
dat s rozptylem vypocitanym z ocekavanych dat.

Reseni piikladu 1.2

© o exp
5 1200 P o me
2 1000 - 8
[}
3 800 A
=
S 600
o
2 400 T
[
200 - T
040 © $ ? (<] o)
I I

T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
pocet chlapcu v rodine

Obrazek 1: Porovnani pozorovanych a o¢ekdvanych pocetnosti v binomickém modelu
Oproti oéekdvanym pocetnostem jsou pozorované pocetnosti krajnich piipadi vyssi a naopak pozorované pocetnosti

nejcéastéjsich piipadu jsou nizsi. Tato situace ukazuje na vysSsi rozptyl pozorovanych pocetnosti nez teoretickych.
Jde tedy o ........... disperzi.

var.obs var.exp
1 3.48984 2.995539

Rozptyl skutec¢nych poctu chlapcti v rodindch s dvanacti détmi je 3.4898, rozptyl ocekdvanych poctu chlapcu je
2.9956. Rozptyl skutetnych poctu je tedy vyssi nez rozptyl otekdvanych poctu chlapct v rodindch s dvandcti
détmi. *

Priiklad 1.3. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce binomického modelu

V piikladu 1.1 jsme odhadli hodnotu parametru p binomického rozdéleni Bin(V, p) jako p = 0.5192. Hodnota pa-
rametru N = 12. Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribu¢ni{ funkce binomického rozdéleni Bin(N,p), kde
N =12 ap = 0.5192.

Reseni piikladu 1.3
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Obrazek 2: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce binomického modelu

[y



Piiklad 1.4. Vypocet pravdépodobnosti na zdkladé binomického modelu

Za predpokladu, ze ndhodné veli¢ina X, uddvajici pocet chlapct v rodiné s dvandcti détmi, pochdzi z binomického
rozdéleni, tj. X ~ Bin(V, p), s parametry N = 12 a p = 0.5192, vypocitejte pravdépodobnost, ze v rodiné s dvandcti
détmi bude (a) préavé devét chlapct; (b) nejvyse étyii chlapei; (¢) alespont osm chlapeu; (d) étyti, pét, Sest, nebo
sedm chlapcu.

Reseni piikladu 1.4

a b G d
1 0.06703911 0.1588736 0.2330869 0.7107605

Pravdépodobnost, Ze v rodiné bude pravé devét chlapeu, je 6.7 %. Pravdépodobnost, Ze v rodiné budou nejvyse
¢tyfi chlapci, je 15.89 %. Pravdépodobnost, Ze v rodiné bude alespon osm chlapci, je 23.31 %. Pravdépodobnost, ze
v rodiné bude ¢étyti, pét, Sest, nebo sedm chlapcu, je 71.08 %. *

Piiklad 1.5. Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny z binomického modelu

Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X, udévajici pocet chlapci v rodiné s dvanacti détmi, pochézi z binomického
rozdéleni, tj. X ~ Bin(V, p), s parametry N = 12 a p = 0.5192, vypocitejte stfedni hodnotu E[X] a rozptyl Var[X]
ndhodné veli¢iny X . Stiedni hodnotu a rozptyl porovnejte s jejich odhady vypocitanymi na (a) zdkladé o¢ekdvanych
dat; (b) na zékladé pozorovanych dat (viz piiklad 1.2).

Reseni piikladu 1.5

E.X Var .X E.exp Var.exp E.obs Var.obs
1 6.2304 2.995576 6.229926 2.995539 6.230581 3.48984

Stredni hodnota po¢tu chlapcti v rodiné s dvanacti détmi je 6.2304 s rozptylem 2.9956. Odhad stfedni hodnoty
poctu chlapct v rodiné vypocitany na zakladé o¢ekavanych hodnot je 6.2299 s rozptylem 2.9955. Odhad stredni
hodnoty poc¢tu chlapci v rodiné vypocitany na zakladé pozorovanych dat je 6.2306 s rozptylem 3.4898. *

Piiklad 1.6. Simulaéni studie pro binomicky model
Sekci o binomickém rozdéleni zakoncéime simula¢éni studii modelujici chovani ocekavanych pocetnosti nahodné
veliciny X ...pocet chlapcu v rodindch s dvandcti détmi za predpokladu, ze X ~ Bin(N,p), N = 12, p = 0.5192.

Vygenerujte pseudondhodné ¢isla X (pocetnosti uspécht) opakovand M-krat (M = 6115) z Bin(N, p), kde N = 12
a p = 0.5192. Vytvoite histogram vygenerovanych pseudondhodnych ¢isel superponovany hodnotami oc¢ekavanych

(teoretickych) pocetnosti za predpokladu, ze X ~ Bin(N,p).

Reseni piikladu 1.6
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Obrazek 3: Porovnani pozorovanych a o¢ekdvanych pocetnosti v binomickém modelu *





