5 Hypergeometrické rozdéleni HyperGeom (N, p)

e Necht N, je rozsah populace, M je pocet statistickych jednotek se sledovanou charakteristikou CH vysky-
tujicich se v populaci Npop & N je rozsah ndhodného vybéru vybraného z populace Ny, bez vraceni.

e X ...pocet statistickych jednotek se sledovanou charakteristikou CH, vyskytujicich se v ndhodném vybéru o
rozsahu N.

e X ~ HyperGeom(N, p), kde p = N];\ip

e =p

e pravdépodobnostni funkce

e vlastnosti: E[X] = Np, Var[X] = Np(1 — p)r, kde

Npop — N N-1 N
r= =1- >1_f57 fS:
Npop_l Np0p_1 Np0p

o fs ...ugbérovy pomér (sampling fraction)

e je-li fg < 0.1 (resp. fs < 0.05), potom r zanedbdvdme (r — 1) a dochézi k aproximaci ndhodného vybéru
bez vraceni ndhodnym vybérem s vracenim, tedy k aproximaci hypergeometrického rozdéleni binomickym
rozdélenim.

e dhyper(x, M, Npop - M, N), phyper(x, M, Npop - M, N), rhyper(N, M, Npop - M, N)
e Data:

— Dataset 5: Pocet obyvatel Jihomoravského kraje

— Podle udajii o poétu obyvatelstva v CR ziskanych z webovych stranek statistického tfadu www.czso.cz
méa Jihomoravsky kraj ke dni 30.6.2018 celkem 1184 381 obyvatel. Rozmisténi obyvatel v jednotlivych
okresich Jihomoravského kraje je k dispozici v tabulce 1.

Tabulka 1: Pocet obyvatel v okresich Jihomoravského kraje k datu 30.6.2018

Okres H Blansko Brno-mésto Brno-venkov Bieclav Hodonin Vyskov Znojmo H >
Pocet obyvatel || 108641 379275 221200 115728 154183 91483 113871 || 1184 ,381

Piiklad 5.1. Pravdépodobnostni funkce hypergeometrického modelu
Naprogramujte v @ funkci dhypergeom(x, Npop, M, N) pocitajici hodnoty pravdépodobnostni funkce hypergeome-
trického rozdéleni HyperGeom (N, p) v hodnoté x. Spravnost funkece otestujte na vypocétu p(z), x = 45, 50, 53, pro
X ~ HyperGeom(N,p), kde N =70 ap = % = %. Vysledky ovéite s vysledky funkce dhyper().
Reseni piikladu 5.1
p(45) = 0.0775; p(50) = 0.0987; p(53) = 0.0416.

*

Piiklad 5.2. Vypocet pravdépodobnosti na zdkladé hypergeometrického modelu

Jana s Barou a K&jou dostali hotko-mléény adventni kalendar, ve kterém je polovina ¢okolad hotkych a polovina
cokoldd mlécnych, pricemz piichuté cokolad jsou v kalendaii rozmistény nahodné. O ¢okolady se déti rozhodly
podélit rovnym dilem, ale protoze je Kaja nejmensi, dovolily mu sestry, aby svuj dil ¢okoldd snédl jako prvni.
Vypocitejte, jakd je pravdépodobnost, ze Kéja, ktery vibec nemd rad hofkou ¢okolddu, bude mit ve svém dilu (a)



H vSechny mlééné maximélné 1 hotkd vice nez polovina mléénych
Kija || 0.0007 0.0965 0.3334

vSechny ¢okolddy mlécné; (b) maximélné dveé cokolddy hotké; (c) vice nez polovinu ¢okoldd mléénych.
Reseni piikladu 5.2

Pravdépodobnost, Ze viechny Kéjovy éokolddy budou mit mléénou pfichut, je 0.07 %. Pravdépodobnost, ze Kéja
bude mit mezi svymi ¢okolddami maximélné dvé hotké, je 9.65 %. Pravdépodobnost, ze vice nez polovina Kéjovych
¢okolad bude mléenych, je 33.34%. *

Piiklad 5.3. Odhad parametru p hypergeometrického modelu

Podle tdaju uvedenych v datasetu 5 méd Jihomoravsky kraj ke dni 30.6.2018 celkem 1184 381 obyvatel, pti¢emz
379275 obyvatel nalezi do okresu Brno-mésto. Piedpokladejme, Ze chceme sestavit reprezentativni vzorek 10-ti oby-
vatel pochézejicich z Jihomoravského kraje. Pomoci hypergeometrického modelu charakterizujte chovani ndhodné
veli¢iny X popisujici pocet obyvatel z okresu Brno-mésto v reprezentativnim vzorku. Stanovte hodnoty parametru
Npop, M a N, dopocitejte hodnotu parametru p rozdéleni HyperGeom(N, p).

Reseni piikladu 5.3
Odhad parametru p je 0.3202, tj. ndhodnd veli¢cina X pochdzi z rozdéleni HyperGeom(10,0.3202). *

Priiklad 5.4. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce hypergeometrického rozdéleni

V prikladu 5.3 jsme stanovili, Ze pocet obyvatel z okresu Brno-mésto v reprezentativnim vzorku 10-ti obyvatel
Jihomoravského kraje se bude fidit hypergeometrickym modelem HyperGeom(N,p), kde N = 10 a p = 0.3202.
Vykreslete (a) graf pravdépodobnostni funkce; (b) graf distribuéni{ funkce rozdéleni HyperGeom(10,0.3202). Na
zékladé grafu urcete, kolik obyvatel z reprezentativniho vzorku bude s néjvétsi pravdépodobnosti pochézet z okresu
Brno-mésto a stanovte presnou hodnotu této pravdépodobnosti.

Reseni piikladu 5.4
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Obréazek 1: Pravdépodobnostni a distribuéni funkce hypergeometrikého modelu

S nejveétsi pravdépodobnost{ (26.43%) budou v reprezentativnim vzorku praveé tii obyvatelé okresu Brno-mésto.



Piiklad 5.5. Vypocéet pravdépodobnosti na zakladé hypergeometrického modelu

Za predpokladu, ze ndhodné velicina X, udavajici pocet obyvatel z okresu Brno-mésto v reprezentativnim vzorku
10-ti obyvatel Jihomoravského kraje, pochazi z hypergeometrického rozdéleni s parametry N = 10 a p = 0.3202,
tj. X ~ HyperGeom(10,0.3202) vypocitejte pravdépodobnost, ze v reprezentativiim vzorku budou (a) nejvyse tii
obyvatelé z okresu Brno-mésto; (b) alesponi Sest obyvatel z okresu Brno-mésto; (¢) zadny obyvatel z okresu Brno
mésto; (d) alespor sedm obyvatel z jiného okresu; (e) nejvyse ¢tyfi obyvatelé z jiného okresu; (f) vsichni obyvatelé
z jiného okresu.

Reseni piikladu 5.5

H nejvyse tii alespon Sest  zadny
Brno-mésto H 0.5950 0.0639 0.0211

H alespon sedm nejvysSe ¢tyfi  vSichni
Ostatnf okresy || 0.5950 0.0639 0.0211

Nejvyse tii obyvatelé z okresu Brno-mésto budou v ndhodném vzorku s pravdépodobnosti 59.50%. Alespon Sest oby-
vatel z okresu Brno-mésto budou v ndhodném vzorku s pravdépodobnosti 6.39%. Pravdépodobnost, ze v ndhodném
vzorku nebude Zadny obyvatel okresu Brno mésto je 2.11%.

Naopak: Alespon sedm obyvatel z jiného okresu nez Brno-mésto budou v ndhodném vzorku s pravdépodobnosti
59.50%. Nejvyse ¢tyfi obyvatelé z jiného okresu nez Brno-mésto budou v ndhodném vzorku s pravdépodobnosti
6.39%. Pravdépodobnost, ze v ndhodném vzorku budou vsichni obyvatelé z jiného okresu nez Brno mésto je 2.11%.

*

Piiklad 5.6. Aproximace hypergeometrického modelu binomickym — stanoveni maximalniho rozsahu
Prolog: Méjme populaci statistickyjch jednotek o rozsahu Npop, pricemZ pravdépodobnost vyskytu statistické jed-
notky se sledovanou charakteristikou je p. Z populace Npop vybereme ndhodny vybér (bez vrdcent) o rozsahu N.
Ndhodnd veli¢ina X popisuje pocet statistickijch jednotek se sledovanou charakteristikou vyskytujicich se v ndhodném
vgbéru. Potom X ~ HyperGeom(N,p) se stredni hodnotou E[X] = Np a rozptylem Var[X] = Np(1l — p)r, kde
r= % > 1— fg, pricemz fg = ﬁ je tzv. vygbérovy pomer. Je-li fs < 0.1 (resp. fs < 0.05), r zanedbdvdme

a hypergeometrické rozdélent HyperGeom(N, p) aprozimujeme binomickym rozdélenim Bin(N, p).

Podle tddaju uvedenych v datasetu 5 méa Jihomoravsky kraj ke dni 30.6.2018 celkem 1184 381 obyvatel, pficemz
379275 obyvatel nalezi do okresu Brno-mésto. Za predpokladu, ze vybereme z populace Jihomoravského kraje
nahodny vybér o rozsahu N, mé ndhodna veli¢cina X popisujici pocet obyvatel z okresu Brno-mésto v ndhodném
vybéru hypergeometrické rozdéleni HyperGeom(N, p), p = 13175423751 = 0.3202. Zaméime se nyni na aproximaci hy-
pergeometrického modelu binomickym modelem. Stanovte nejprve maximalni rozsah ndhodného vybéru Ny .y, pii

kterém je jesté mozné aproximovat data hypergeometrického modelu binomickym modelem (fs = 0.05).

Reseni piikladu 5.6
[[1] 59219.05 |

Maximéalni rozsah reprezentativniho vzorku, pii kterém je jesté mozné aproximovat hypergeometricky model bino-
mickym modelem je 59 219. *



Piiklad 5.7. Aproximace hypergeometrického modelu binomickym — graf pravépodobnostni funkce
V néavaznosti na ptiklad 5.6 vykreslete nyni graf zachycujici kvalitu aproximace pravdépodobnostni funkce hypergeo-
metrického rozdéleni pravdépodobnostni funkei binomického rozdéleni s parametry N a p, kde p = 0.3202. Hodnotu
N zvolte (a) 990 000; (b) 590 000; (c) 59219; (d) 5900. Do grafu dopliite popisek zachycujici hodnotu parametru N
(rozsah reprezentativniho vzorku), hodnotu parametru p a hodnotu vybérového poméru fs.

Reseni prikladu 5.7 *
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Obrazek 2: Kvalita aproximace hypergeometrického modelu binomickym modelem v zavislosti na snizujicim se
rozsahu reprezentativniho vzorku N

Piiklad 5.8. Aproximace hypergeometrického modelu binomickym — vypocet charakteristik

V nédvaznosti na piiklady 5.6 a 5.7 vytvoite pfehlednou tabulku obsahujici hodnoty N, Nyop, M, p, fs, r, E[X],
E[Y], Var[X] a Var[Y] pro kazdou variantu (a)—(d). E[X] a Var[X] zna¢i stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny
X z hypergeometrického rozdéleni, E[Y] a Var[Y] znaci stfedni hodnotu a rozptyl ndhodné veli¢iny Y z binomického
rozdéleni.

Reseni piikladu 5.8

N H Npop M P fs r E[X] E[Y] Var[X] Var[Y]
990000 || 1184381 379275 0.3202 0.8359 0.1641 317028 317028 35369 215506
590000 || 1184381 379275 0.3202 0.4982 0.5018 188936 188936 64454 128433
59219 1184381 379275 0.3202 0.0500 0.9500 18964 18964 12246 12891
5900 1184381 379275 0.3202 0.0050 0.9950 1889 1889 1278 1284

Tabulka 2: Aproximace hypergeometrického modelu binomickym modelem





