7 Normalni rozdéleni N(u,o0?) - Procvicovaci priklady

o Xq,...

, Xy . ..nezavislé nahodné veli¢iny

e Normalni rozdéleni

X ~ N(p,0?)
0 = (u,0%)"
hustota L e
flz) = e 2o x €R. (7.1)

vlastnosti E[X] = y; Var[X] = o2

dnorm(x, mu, sigma), pnorm(x, mu, sigma), rnorm(M, mu, sigma), gnorm(alpha, mu, sigma)

e Standardizované normalni rozdéleni

X ~ N(0,1)
0=(0,1)7
hustota 1 ,
flz)=o(x) = e T, x €R. (7.2)

vlastnosti E[X] = 0; Var[X]| =1

dnorm(x), pnorm(x), rnorm(M), qnorm(alpha)

e Vlastnosti norméalniho rozdéleni

Véta 1: Necht X7p,..., X, jsou nezévislé ndhodné veli¢iny z normélniho rozdéleni N(u,o?). Potom
nghodna velicina X, = 237" X; ~ N (,u, ‘%2)

Véta 2: Necht X7, ..., X, jsou nezévislé nahodné veli¢iny pochazejici z normalniho rozdéleni N (u1,0?)
aYi,...,Y,, jsou nezavislé ndhodné veliciny pochazejici z normélnfho rozdéleni N (uz,o3). Potom rozdil

nahodnych veli¢in an — Ym ~ N (,u1 — Lo, Z—? + é)

na

e Data:

Dataset 6: 03-paired-means-clavicle2.txt

Datovy soubor obsahuje osteometrické tdaje o délkach kliénich kosti (clavicula). Data pochdzi z ang-
lického souboru dokumentovanych skelet (Parsons, 1916). V souboru se nachdzi délky kli¢nich kosti na
pravé a levé strané téla v parovém uspordadani. Jednotlivé kosti bez druhostranné kosti nebyly do souboru
zarazeny.
Ptehled proménnych v datasetu:

* id ...ID jedince;

* sex ...pohlav{ jedince (m - muz, f - Zena);

* length.L ...délka kli¢n{ kosti z levé strany (v mm);

*

length.R ... délka kli¢n{ kosti z pravé strany (v mm).



Piiklad 7.1. Zakladni ¢iselné charakteristiky spojitého znaku

Naététe datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Necht ndhodnd proménna Y popisuje délku klién{ kosti z pravé
strany. Proménna Y je potom spojitého typu. Pro délku kli¢ni kosti z pravé strany vytvoite tabulku zakladnich
¢iselnych charakteristik.

Reseni piikladu 7.1

V tabulce zdkladnich ¢iselnych charakteristik budou obsazeny nasledujici charkteristiky: aritmeticky pramér, smérodatné
odchylka, minimalni hodnota, dolni kvartil, medidn, horni kvartil, maximélni hodnota, mezikvartilové rozpéti, koe-
ficient Sikmosti a koeficient $picatosti.

m s min dolni.kv median horni.kv max IQR sikmost spicatost 1
prava 151.74 11 126 143 153 160 175 17 -0.06 -0.65 2

Nameéfené hodnoty délky kli¢ni kosti z pravé strany u muzi se pohybuji v rozmezi 126-175 mm. Prumérna délka
kliéni kosti z pravé strany u muzu je 151.74mm se smérodatnou odchylkou 11.00 mm. 25 % naméfenych hodnot
je mensich nebo rovnych 143.00 mm, 50 % hodnot je mensich nebo rovnych 153.00mm, 75 % hodnot je mensich
nebo rovnych 160.00 mm. Interkvantilové rozpéti naméfenych hodnot je 17 mm. Hodnota koeficientu sikmosti (b; =
—0.06) ukazuje na nevysikmeny charakter dat, hodnota koeficientu 3picatosti (b = —0.65) ukazuje na zplostély
charakter dat. *

Piiklad 7.2. Vizualizace dat z normalniho modelu

Naététe datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Nechf nahodnd proménna Y popisuje délku klieni kosti z
pravé strany. Pomoci histogramu a krabicového diagramu vhodné vizualizujte rozdéleni délky kli¢ni kosti z pravé
strany pro muze. Histogram superponujte (a) kiivkou jadrového odhadu hustoty; (b) teoretickou kiivkou hustoty
normélniho rozdéleni N (u,0?). Hodnoty parametri p a 0? odhadnéte na zakladé dat.

Reseni piikladu 7.2
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Obrézek 1: Vizualizace délky pravé kli¢n{ kosti u muzi pomocf histogramu (vlevo) a krabicového diagramu (vpravo)

*



Piiklad 7.3. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé normalniho modelu

Za predpokladu, ze ndhodna velicina Y udavajici délku kli¢ni kosti z pravé strany pochazi z normélniho rozdéleni
N(151.74, 11%) vypocitejte pravdépodobnost, ze délka délka kliéni kosti z pravé strany je (a) mensf nez 140 mm; (b)
vétsl nez 160 mm; (c) v rozmezi 150-160 mm; (d) rovnd 155 mm.

Reseni piikladu 7.3

pl p2 p3 p4
1 0.1429 0.2263 0.3366 0

Pravdépodobnost, ze délka kli¢ni kosti z pravé strany je mensi nez 140 mm je 14.29 %. Pravdépodobnost, ze délka
klién{ z pravé strany kosti je vétsi nez 160 mm je 22.63 %. Pravdépodobnost, ze délka kli¢ni kosti z pravé strany je
v rozmezi 150-160 mm je 33.66 %. Protoze délka kli¢n{ kosti z pravé strany pochédzi z normdlniho rozdéleni, coz je
rozdéleni spojitého typu, je tato délka rovnd 155 mm s pravdépodobnost{ 0 %.

*

Priiklad 7.4. Vypocet pravdépodobnosti na zikladé normélniho modelu
Za predpokladu, ze ndhodna velicina X udévajici délku klicni kosti z pravé strany pochézi z normélniho rozdéleni
N(151.74,11%) vypocitejte pravdépodobnost, ze primérna délka sedmi kliénich kosti z pravé strany je (a) mensf
nez 140 mm; (b) vétsf nez 160 mm; (¢) v rozmezi 150-160 mm; (d) rovnd 155 mm.

Reseni piikladu 7.4

pl p2 p3 p4
1 0.0024 0.0234 0.6388 0

Pravdépodobnost, ze prumérnd délka sedmi klicnich kosti z pravé strany je mensi nez 140 mm je 0.24 %. Pravdépo-
dobnost, ze prumérna délka sedmi kliénich kosti z pravé strany je vétsi nez 160 mm je 2.34 %. Pravdépodobnost, ze
prumérnd délka sedmi klicnich kosti z pravé strany je v rozmez{ 150-160 mm je 63.88 %. Protoze prumérnd délka
sedmi kli¢nich kost{ z pravé strany pochézi z normalniho rozdéleni, coz je rozdéleni spojitého typu, je tato prumeérna
délka rovna 155mm s pravdépodobnosti 0 %.

*

Piiklad 7.5. Graf funkce hustoty a distribuéni funkce normalniho modelu

V piikladech 7.1 a 7.2 jsme odhadli hodnoty parametrii p1 a 0 normélniho rozdéleni znaku X = délka klicni kosti z
pravé strany u mui jako fiy = 151.74 a 53 = 112. Nakreslete graf hustoty a distribuén{ funkce tohoto normalniho
rozdéleni.

Reseni piikladu 7.5
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Obrézek 2: Funkce hustoty (vlevo) a distribuéni funkce (vpravo) normélniho modelu



Pi#iklad 7.6. Simulaén{ studie: Véta 2: Rozdéleni rozdilu vybérovych priméra X, — Y,

Na zdkladé simula¢ni studie ovéite ze pokud ndhodnd veli¢ina X ~ N(u1,0%) a ndhodnd veli¢ina Y ~ N (pg,03),
— _ 2 2

potom X,, —Y,, ~ N (m — o, % + Z—;) Generujte pseudongdhodnd ¢fsla X ~ N(u1,0%) a Y ~ N(ug,03), kde

p1 = 153.60, 02 = 9.952, iy = 151.74, 09 = 112 pii (a) ny =4,ny =5; (b) n1 = 50, ny = 50; (¢) ny = 100, ny = 121.

Pro vSechny t#i pifpady (a), (b) i (¢) vypocitejte Pr(X,, —Y,, < 2) na zdkladé empirického a teoretického rozdélen{
X, — Yn,. Pravdépodobnosti porovnejte.
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Obrézek 3: Histogramy rozdilu pruméru 1000 ndhodnych vybért o rozsazich (a) n; = 4,n2 = 5 (vlevo); (b)
ny = 50,n9 = 50 (uprostied); (¢) ny = 100, ny = 121 (vpravo)

Tabulka 1: Tabulka teoretickych a exaktnich pravdépodobnosti Pr(X,,, —Y,, < 2mm)

H teoretickd exaktni
ny=4,n9 =25 0.5080 0.4970
ny = 45,no = 50 0.5266 0.5630
ny = 100,ny = 121 0.5395 0.5280






