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Normalni rozd&leni N(ju,o?)

o Xi,...,X, ...nezavislé nahodné veliCiny

e Normalni rozdéleni

sigma)

e Standardizované normalni rozdéleni

o X ~ N(0,1)
e 6=(0,1)7
e hustota
) = $(x) = <=~
e vlastnosti E[X] = 0; Var[X] =1

dnorm(x), pnorm(x), rnorm(M), gnorm(alpha)

e X ~ N(u,0?)
o 0= (/’Lr Jz)T
e hustota
1 —(x=p)”
f(x) = e 202
2o
e vlastnosti E[X] = p; Var[X] = o

)2

: x € R. (7.1)

dnorm(x, mu, sigma), pnorm(x, mu, sigma), rnorm(M, mu, sigma), gnorm(alpha, mu,

X2
2

: x € R. (7.2)
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e Vlastnosti normalniho rozdéleni

e Vé&ta 1: Necht Xi, ..., X, jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny z normalniho rozd&leni
e T 2
N(w, 02). Potom nihodnd veli¢ina X, = & S Xi~ N (M, OT)

T n

e V&ta 2: Necht X, ..., Xn, Jsou nezavislé nahodné veli€iny pochazejici z normalniho
rozdéleni N(p1, Jf) a Yi,..., Yn, jsou nezavislé ndhodné veliiny pochazejici z

normalniho rozd&leni N(u, o5). Potom rozdil ndhodnych veligin
2 2

Zoy = Vo N (11— 2, 2+ ),

e Dataset 6: 03-paired-means-clavicle2.txt

e Datovy soubor obsahuje osteometrické tidaje o délkach kli¢nich kosti (clavicula). Data
pochazi z anglického souboru dokumentovanych skeletli (Parsons, 1916). V souboru se
nachdazi délky kli¢nich kosti na pravé a levé strané téla v parovém usporadani. Jednotlivé
kosti bez druhostranné kosti nebyly do souboru zatazeny.

e Ptehled promé&nnych v datasetu:
e id ...ID jedince;

® sex ...pohlavi jedince (m - muZ, f - Zena);

length.L .. .délka kli¢ni kosti z levé strany (v mm);

length.R . ..délka kli¢ni kosti z pravé strany (v mm).
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Priklad 7.1. Hustota normalniho modelu

Naprogramujte v @ funkci dnormal(x, mu, sigma2) poéitajici hodnoty hustoty normalniho rozd&leni
N(p, o) v hodnoté& x. Spravnost funkce otestujte na vypottu f(x), x = —1,0,2, pro X ~ N(pu, o?),
kde 1t = 0 a 0° = 2. Vysledky ov&¥te s vysledky funkce dnorm().

Reseni pi¥ikladu 7.1.

dnormal <- function(...){ # fce s povinnymi vstupnimi argumenty x, mu, sigma?2
fx <- ... # hustota rozdeleni N(mu, sigma ~ 2); viz vzorec 7.1
return(...)

}

dnormal(...) # hustota rozdeleni N(O, 2); funkce dnormal ()
dnorm(...) # hustota rozdeleni N(O0, 2); funkce dnorm()

£(-1) £ (0) £(2)
1 0.2196956 0.2820948 0.1037769

O

f(-1) = 0.2197; f(0) = 0.2821; f(2) = 0.1038.

Ptiklad 7.2. Zakladni cCiselné charakteristiky spojitého znaku

Naét&te datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Necht ndhodnd prom&nna X popisuje délku
kliéni kosti z levé strany u muzi. Proménna X je potom spojitého typu. Pro délku kli¢ni kosti z levé
strany u muzi vytvorte tabulku zakladnich &iselnych charakteristik.

Regeni piikladu 7.2

V tabulce zakladnich &iselnych charakteristik budou obsaZeny ndsledujici charakteristiky: aritmeticky
primér, smérodatnd odchylka, koeficient variace, minimalni hodnota, dolni kvartil, medidn, horni
kvartil, maximalni hodnota, interkvartilové rozpéti, koeficient Sikmosti a koeficient Spic¢atosti.
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vybérovy primé&r (aritmeticky primér)

vybé&rovy rozptyl

vybérova smérodatna odchylka

vybérovy koeficient variace

vV —

3o

a-kvantily (dolni kvartil, median, horni vartil)

X¢ -y X 1
je celé &islo — x, = M
no=-c...

s N S

neni celé &islo — [c| — xo = X([c])

interkvartilové rozpéti (mezikvartilové rozpéti)
IQR = xo.75 — Xo.25

koeficient Sikmosti ;
1 2 iz (xi — m)

n s3

1 > i (Xi — )4

n st

by =

koeficient $picatosti

by, = — 3,
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data <- read.delim(..., sep = ..., dec = ...) # nacteni datoveho souboru
data.M <- na.omit (dataldata$sex == ’m’, ]) # udaje pro muze + odstraneni NA
1.LM <- data.M$length.L # vyber delek klicnich kosti z leve strany

n <- length(...) # rozsah nahodneho vyberu

m <- mean(...) # vyberovy prumer

s <- sd(...) # vyberova sm. odchylka

v <- ... # vyberovy koeficient variace

min <- min(...) # minimalni namerena hodnota

max <- max(...) # maximalni namerena hodnota

x0.25 <- quantile(1.LM, probs = 0.25, type = 2) # dolni kvartil

x0.50 <- quantile(...) # median

x0.75 <- quantile(...) # horni kvartil

IQR <- ... # interkvartilove rozpeti

sikmost <- el1071::skewness(1l.LM, type = 3) # koeficient sikmosti bl
spicatost <- el1l071::kurtosis(...) # koeficient spicatosti b2

Xtab <- data.frame(...) # souhrnna tabulka vysledku

n m S v min dolni.kv median horni.kv max IQR sikmost spicatost
leva 50 153.6 9.95 0.06 130 147 154.5 158 176 11 0.21 -0.29

Datovy soubor obsahuje tdaje o délkach kli¢ni kosti z levé strany 50 muzi. Namérené hodnoty délky
klieni kosti z levé strany u muzi se pohybuji v rozmezi 130—-176 mm. Primérna délka kli¢ni kosti z levé
strany u muzi je 153.60 mm se smérodatnou odchylkou 9.95 mm. Smérodatna odchylka pFedstavuje
6 % aritmetického priméru. 25 % namé&fenych hodnot je men3ich nebo rovnych 147.00 mm, 50 %
hodnot je mensich nebo rovnych 154.50 mm, 75 % hodnot je men3ich nebo rovnych 158.00 mm.

Interkvartilové rozpéti namé&fenych hodnot je 11 mm. Hodnota koeficientu Sikmosti (b; = 0.21)
ukazuje na mirné kladné vychyleni dat (hodnoty vySikmené doleva s prodlouzenym pravym koncem),
hodnota koeficientu Spi¢atosti (by = —0.29) ukazuje na mirné zplostély charakter dat.

26
27
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Pt¥iklad 7.3. Vizualizace dat z normalniho modelu

Na&téte datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Necht ndhodnd promé&nnd X popisuje délku
klieni kosti z levé strany u muzi. Pomoci histogramu a krabicového diagramu vhodné& vizualizujte
rozdéleni délky kli¢ni kosti z levé strany u muzi. Histogram superponujte (a) k¥ivkou jadrového
odhadu hustoty; (b) k¥ivkou teoretické hustoty normalniho rozd&leni N(u, o%). Hodnoty parametrii
i a o2 odhadnéte na zaklad& dat.

Reseni ptikladu 7.3

xfit <- seq(...) # posl. od min - 10 do max + 10 o delce 512

yfit <- dnorm(...) # hustota rozdeleni N(m, s~2) nad posl. xfit

r <- round (3.3 * loglO(n) + 1) # Sturgesovo pravidlo; pocet tr. intervalu = 7
# 176 - 130 = 46 -> 49 / 7 =7 ... opt. sirka = 7 -> seq(128, 177, by = 7)

par(...) # okraje grafu 4, 4, 1, 1

hist(1.LM, prob = T, breaks = seq(128, 177, by = 7), axes = F,
ylim = c(0, 0.05), col
xlab = ’’, ylab = ...)

= ., border = ..., density = ..., main = ’’,
#
box(...) # ramecek okolo grafu
b

histogram delek levych kl. kosti

axis (..., seq(131.5, 173.5, by = 7)) # osa x; stredy tridicich intervalu
axis(...) # osa y

mtext (...) # popisek osy x

lines (density(...), col = ..., 1lwd = ...) # krivka jadr. odhadu hustoty
lines (xfit, yfit, col = ’orange3’, lwd = 2) # krivka hustoty N(m, s72)
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boxplot (1.LM, type = 2, xlab = ’’, las = 1, horizontal = T,

col = ..., border = ..., medcol = ...) # krabicovy diagram
mtext (...) # popisek osy x
points(m, 1, pch = ..., col = ...) # aritm. prumer jako bod
legend(’bottomright’, 1ty = c(1, NA), pch = c(NA, 20), 1lwd = c(2, NA),

col = ..., legend = ..., bty = ...) # legenda

0.05 —

g *% ] /C7<§\
L2}
o =
® 0.03
S / \ A J o o
s 0.02 //
g -
2
0.01 7 / Q\ median
0.00 ™ e prumer
| | | | T | | | T | | |
131.5 145.5 159.5 173.5 130 140 150 160 170
delka leve klicni kosti (v mm) - muzi delka leve klicni kosti (v mm) — muzi

Obrazek: Vizualizace délky levé kli¢ni kosti u muZi pomoci histogramu (vlevo) a krabicového
diagramu (vpravo)
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Priklad 7.4. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé normalniho modelu

Za predpokladu, Ze nahodna veli¢ina X udavajici délku kli¢ni kosti z levé strany u muzii pochazi z
normalniho rozdéleni N(153.6, 9.952) vypodlitejte pravdépodobnost, Ze délka kli¢ni kosti z levé strany
je (a) mensi nez 140 mm; (b) vétsi nez 160 mm; (c) v rozmezi 150-160 mm; (d) rovna 155 mm.

Reseni prikladu 7.4 (a)

pl <- pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.08576968 50

(b)

p2 <- 1 - pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.2599748 52
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p3 <- pnorm(...) - pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.3813214 54

(d)

p4d <- ... # pravdepodobnost (d)

[1] O 56

Pravd&podobnost, Ze délka kli¢ni kosti z levé strany u muZi je mensi nez 140 mm je 8.58 %.
Pravd&podobnost, Ze délka kli¢ni kosti z levé strany u muZi je v&tsi neZ 160 mm je 26.00 %.
Pravdépodobnost, Ze délka kli¢ni kosti z levé strany u muZi je v rozmezi 150-160 mm je 38.13 %.
ProtoZe délka kli¢ni kosti z levé strany u muzl pochazi z normalniho rozdéleni, coZ je rozdéleni
spojitého typu, je tato délka rovnd 155 mm s pravdépodobnosti 0 %.
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Pt¥iklad 7.5. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé normalniho modelu

Za predpokladu, Ze nahodna veli¢ina X udavajici délku kliéni kosti z levé strany u muzi pochazi z
normalniho rozdéleni N(153.6, 9.952) vypodlitejte pravdépodobnost, Ze priimérna délka péti kli¢nich
kosti z levé strany u muzi je (a) mensi nez 140 mm; (b) v&tsi nez 160 mm; (c) v rozmezi 150-160 mm);
(d) rovna 155 mm.

Reseni p¥ikladu 7.5
(a)

sb <- ... # rozptyl N(mu, sigma ~ 2 / n)
pl <- pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti
[1] 0.001116635 59

(b)

P2 <- 1 - pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.07511239 61
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p3 <- pnorm(...) - pnorm(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.7157135

(d)

p4 <- ... # pravdepodobnost (d)

[1] ©

Pravdépodobnost, Ze priimé&rna délka péti kli¢nich kosti z levé strany u muzi je mensi nez 140 mm
je 0.11 %. Pravdépodobnost, Ze primérnd délka pé&ti kli¢nich kosti z levé strany u muzi je vEtsi nez
160 mm je 7.51 %. Pravdépodobnost, Ze primérnd délka péti kli¢nich kosti z levé strany u muzi
je v rozmezi 150-160 mm je 71.57 %. ProtoZe primérna délka péti kli¢nich kosti z levé strany u
muzl pochazi z normalniho rozdé&leni, coZ je rozdé&leni spojitého typu, je tata délka rovna 155 mm s
pravdépodobnosti 0.00 %.
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P¥iklad 7.6. Graf funkce hustoty a distribu¢ni funkce normalniho modelu
V ptikladech 7.2 a 7.3 jsme odhadli hodnoty parametrii i a o

distribuéni funkce (a) rozd&leni N (p, o?); (b) rozdéleni N ([,l,, 072)

Reseni piikladu 7.6

xfit <- seq(...) # posl. od min - 10 do max + 10 o delce 512

fx <- dnorm(...) # hustota rozdeleni N(mu, sigma ~ 2) nad posl. xfit
fxb <- ... # hustota rozdeleni N(mu, sigma =~ 2 / n) nad posl. xfit

Fx <- pnorm(...) # distr. fce rozdeleni N(mu, sigma ~ 2) nad posl. xfit
Fxb <- ... # distr. fce rozdeleni N(mu, sigma ~ 2 / n) nad posl. xfit

par(...) # okraje grafu 5, 4, 1, 1

plot (xfit, fx5, type = ’1’, xlab = ’’, ylab = ..., col = ,
lwd = ..., las = ...) # krivka hustoty N(mu, sigma ~ 2 / n); cervena, silna
lines (xfit, fx, ...) # krivka hustoty N(mu, sigma ~ 2); oranzova, silna
mtext (...) # popisek osy x
mtext (paste(’n = ’, n), ...) # druhy popisek osy x; n =

legend(...) # legenda

normalniho rozdéleni znaku X =
délka kli¢ni kosti z levé strany u muZi jako fix = 153.60 a 83( — 0.95%. Nakreslete graf hustoty a
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plot (xfit, Fx5, ...) # krivka distr. fce N(mu, sigma ~ 2 / n); cervena, silna
lines(...) # krivka distr. fce N(mu, sigma ~ 2); oranzova, silna

mtext (...) # popisek osy x

mtext (...) # druhy popisek osy x

legend(...) # legenda

jedna kl.kost 10
0.08 —— prumer peti kl.k
0.8 —
0.06
0.6 —
= =
= _ w
0.04 04 —
0.02 02 —
jedna kl.kost
000 - 00 — prumer peti kl.k
T | | | | | | | | | T | | |
120 130 140 150 160 170 180 120 130 140 150 160 170 180
delka klicnhi kosti (v mm) — muzi delka klicni kosti (v mm) — muzi
n= 50 n= 50

Obrazek: Funkce hustoty (vlevo) a distribu&ni funkce (vpravo) normdiniho modelu
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P¥iklad 7.7. Simulaéni studie: Vé&ta 1: Rozdéleni vybérového priméru X,

Na zaklad& simulagni studie ov&tte, ¥e pokud X ~ N(u,o?), potom X, ~ N(pu, "TZ) Zvolte
pu = 153.60, 0% = 9.95%, (a) n = 5, (b) n = 50, (c) n = 100. Vygenerujte M pseudonihodnych
vyb&rii Xi, ..., X, M = 1000. Pro kaZdy vybé&r vypocitejte realizaci aritmetického priiméru X, n,
m = 1,..., M. Nasledné& vygenerujte histogram pro hodnoty X, ,, a superponujte jej teoretickou
k¥ivkou hustoty pro X,. Pro viechny t¥i p¥ipady (a), (b) i (c) vypoéitejte Pr(X, > 152) na zaklad&
empirického a teoretického rozdéleni X,. Pravdépodobnosti porovnejte.

Reseni ptikladu 7.7

simulace.mean <- function(n, mu = ..., sigma = ..., M = ..., vypis = ...){
m <- replicate(M, mean(rnorm(n, mean = ..., sd = ...))) # M = 1000 vyb. prum.
xfit <- seq(...) # posl. od min(m) - 5 do max(m) + 5 o délce 512
yfit <- dnorm(...) # hustota rozdeleni N(mu, sigma ~ 2 / n) nad xfit
par(...) # okraje grafu 5, 4, 1, 1

hist(m, prob = ..., ylim = c(0, max(hist(m, plot = F)$density) + 0.025),
...) # histogram 1000 vyberovych prumeru
box (...) # ramecek okolo grafu
lines(...) # krivka hustoty N(mu, sigma ~ 2 / n)
mtext (expression(paste(bar(X)[nl])), ...) # popisek osy x
mtext (bquote (paste(’X ~ N(’, .(mu), ’,’, .(round(sigma, 2))°2, ’) ; n = ’,
.(n))), ...) # druhy popisek osy x

tab <- data.frame(teor = 1 - pnorm(152, mu, sqrt(sigma ~ 2 / n)),
exact = sum(m > 152) / M) # tabulka teor. a exaktni psti
if (vypis == T) return(tab) # pokud vypis == T, vrat jako vystup promennou tab
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siml <- simulace.mean(n = 5, mu = m, sigma = s) # simulace pro (a) n = 5
sim2 <- simulace.mean(...) # simulace pro (b) n = 50

sim3 <- simulace.mean(...) # simulace pro (c) n = 100

tab <- data.frame(t(rbind(...))) # souhrnna tabulka vysledku tri simulaci
names (tab) <- ... # pojmenovani sloupcu tabulky tab

n =5 n = 50 n = 100
teoreticka 0.6405 0.8723 0.9461
exaktni 0.6420 0.8760 0.9440

0.30

0.10 04 7 743
) 0.25 o x:
& 0.3 -
0.08 ~ / 020 ; : 7Z
= 0.06 / % 0.15 X 02 -
0.04 010

0.1
0.02 - / \ 0.05
0.00 L= 0.00 0.0

130 140 150 160 170 150 152 154 156 158 151 152 153 154 155 156
_ﬂ Yﬂ X!’l
X~N(153.6,9.95%) ;n=5 X ~N(153.6,9.95%) ; n = 50 X ~N(153.6,9.95% ;n = 100

Obrazek: Histogramy priméri 1000 ndhodnych vybérl o rozsahu (a) n =5 (vlevo); (b) n = 50
(uprost¥ed); (c¢) n = 100 (vpravo)
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107
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