7 Normalni rozdéleni N(u,o?)

o Xq,...

, Xy . ..nezavislé nahodné veliciny

e Normalni rozdéleni

X ~ N(p,0?)
0 = (u,0%)"
hustota L e
f(z) = e 2o x €R. (7.1)

vlastnosti E[X] = y; Var[X] = o2

dnorm(x, mu, sigma), pnorm(x, mu, sigma), rnorm(M, mu, sigma), gnorm(alpha, mu, sigma)

e Standardizované normalni rozdéleni

X ~ N(0,1)
0=(0,1)7
hustota 1 ,
flz)=o(x) = e T, x €R. (7.2)

vlastnosti E[X] = 0; Var[X]| =1

dnorm(x), pnorm(x), rnorm(M), qnorm(alpha)

e Vlastnosti norméalniho rozdéleni

Véta 1: Necht X7p,..., X, jsou nezévislé ndhodné veli¢iny z normélniho rozdéleni N(u,o?). Potom
nghodna velicina X, = 237" X; ~ N (,u, ‘%2)

Véta 2: Necht X7, ..., X, jsou nezévislé nahodné veli¢iny pochazejici z normalniho rozdéleni N (u1,0?)
aYi,...,Y,, jsou nezavislé ndhodné veliciny pochazejici z normélnfho rozdéleni N (uz,o3). Potom rozdil

nahodnych veli¢in an — Ym ~ N (,u1 — Lo, Z—? + é)

na

e Data:

Dataset 6: 03-paired-means-clavicle2.txt

Datovy soubor obsahuje osteometrické tdaje o délkach kliénich kosti (clavicula). Data pochdzi z ang-
lického souboru dokumentovanych skelet (Parsons, 1916). V souboru se nachdzi délky kli¢nich kosti na
pravé a levé strané téla v parovém uspordadani. Jednotlivé kosti bez druhostranné kosti nebyly do souboru
zarazeny.
Ptehled proménnych v datasetu:

* id ...ID jedince;

* sex ...pohlav{ jedince (m - muz, f - Zena);

* length.L ...délka kli¢n{ kosti z levé strany (v mm);

*

length.R ... délka kli¢n{ kosti z pravé strany (v mm).



Piiklad 7.1. Hustota normalniho modelu

Naprogramujte v @R funkci dnormal(x, mu, sigma2) pocitajici hodnoty hustoty normélniho rozdéleni N (u,o?)
hodnoté x. Spravnost funkce otestujte na vypoctu f(z), x = —1,0,2, pro X ~ N(u,02), kde p = 0 a 0? = 2.
Vysledky ovéite s vysledky funkee dnorm().

Reseni piikladu 7.1

f(-1) £ (0) £(2)
1 0.2196956 0.2820948 0.1037769
f(-1) = 0.2197; £(0) = 0.2821; £(2) = 0.1038. *

Piiklad 7.2. Zakladni ¢iselné charakteristiky spojitého znaku
Naététe datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Necht ndhodn4 proménna X popisuje délku kliéni kosti z levé

strany u muzu. Proménnd X je potom spojitého typu. Pro délku kli¢ni kosti z levé strany u muzu vytvoite tabulku
zékladnich ¢iselnych charakteristik.

Reseni piikladu 7.2

V tabulce zdkladnich ¢iselnych charakteristik budou obsazeny néasledujici charakteristiky: aritmeticky prumeér,
smérodatna odchylka, koeficient variace, minimélni hodnota, dolni kvartil, median, horni kvartil, maximélni hod-
nota, interkvartilové rozpéti, koeficient Sikmosti a koeficient $picatosti.

n m s v min dolni.kv median horni.kv max IQR sikmost spicatost
leva 50 153.6 9.95 0.06 130 147 154.5 158 176 11 0.21 -0.29

Iy s Iy s

Datovy soubor obsahuje idaje o délkach kli¢ni kosti z levé strany 50 muzi. Naméfené hodnoty délky kliéni kosti
z levé strany u muzi se pohybuji v rozmezi 130-176 mm. Primérnd délka klicni kosti z levé strany u muzi je
153.60 mm se smérodatnou odchylkou 9.95 mm. Smérodatnd odchylka predstavuje 6 % aritmetického prumeéru. 25 %
namétrenych hodnot je mensich nebo rovnych 147.00 mm, 50 % hodnot je mensich nebo rovnych 154.50 mm, 75 %
hodnot je mensich nebo rovnych 158.00 mm. Interkvantilové rozpéti namétrenych hodnot je 11 mm. Hodnota ko-
eficientu §ikmosti (b; = 0.21) ukazuje na mirné kladné vychyleni dat (hodnoty vysikmené doleva s prodlouzenym
pravym koncem), hodnota koeficientu $picatosti (by = —0.29) ukazuje na mirné zplostély charakter dat.

*

Piiklad 7.3. Vizualizace dat z normalniho modelu

Naététe datovy soubor 03-paired-means-clavicle2.txt. Necht ndhodna proménnd X popisuje délku kliéni kosti z levé
strany u muzu. Pomoci histogramu a krabicového diagramu vhodné vizualizujte rozdéleni délky kli¢ni kosti z levé
strany u muzi. Histogram superponujte (a) kfivkou jadrového odhadu hustoty; (b) kiivkou teoretické hustoty

normélntho rozdéleni N (u,0?). Hodnoty parametri p a 02 odhadnéte na zakladé dat.

Reseni piikladu 7.3
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Obrézek 1: Vizualizace délky levé klién{ kosti u muzu pomoci histogramu (vlevo) a krabicového diagramu (vpravo)

-



Piiklad 7.4. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé normalniho modelu

Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X udavajici délku kli¢ni kosti z levé strany u muzu pochézi z norméalniho
rozdéleni N (153.6,9.952) vypocitejte pravdépodobnost, ze délka kliéni kosti z levé strany je (a) mensf nez 140 mm;
(b) vétsi nez 160 mm; (c) v rozmezi 150-160 mm; (d) rovnd 155 mm.

Reseni piikladu 7.4

pl p2 p3 p4
1 0.0858 0.26 0.3813 0

Pravdépodobnost, ze délka kliéni kosti z levé strany u muzu je mensi nez 140 mm je 8.58 %. Pravdépodobnost, ze
délka klieni kosti z levé strany u muzu je vétsi nez 160 mm je 26.00 %. Pravdépodobnost, Ze délka kli¢ni kosti z
levé strany u muzu je v rozmezi 150-160 mm je 38.13 %. Protoze délka klicni kosti z levé strany u muzu pochdz{ z
normalniho rozdéleni, coz je rozdéleni spojitého typu, je tato délka rovna 155 mm s pravdépodobnosti 0 %. *

Piiklad 7.5. Vypocet pravdépodobnosti na zdkladé normalniho modelu

Za predpokladu, ze ndhodnd velicina X udévajici délku kli¢ni kosti z levé strany u muzu pochézi z normalniho
rozdéleni N(153.6,9.95%) vypocitejte pravdépodobnost, ze priomérnd délka péti klicnich kost{ z levé strany u
muzi je (a) mensi nez 140 mm; (b) vétsi nez 160 mm; (¢) v rozmez{ 150-160 mm; (d) rovnd 155 mm.

Reseni piikladu 7.5

pl p2 p3 p4
1 0.0011 0.0751 0.7157 O

Pravdépodobnost, ze prumérnd délka péti klienich kost{ z levé strany u muzi je mensi nez 140mm je 0.11 %.
Pravdépodobnost, ze prumérnd délka péti klicnich kosti z levé strany u muzu je véts{ nez 160 mm je 7.51 %.
Pravdépodobnost, ze prumérna délka péti klienich kost{ z levé strany u muzu je v rozmezi 150-160 mm je 71.57 %.
Protoze prumérna délka péti klicnich kosti z levé strany u muzi pochézi z normélniho rozdéleni, coz je rozdéleni
spojitého typu, je tata délka rovnd 155 mm s pravdépodobnosti 0.00 %. *

Piiklad 7.6. Graf funkce hustoty a distribuéni funkce normalniho modelu

V piikladech 7.2 a 7.3 jsme odhadli hodnoty parametrii i a 02 normalniho rozdélenf znaku X = délka klicn{ kosti z
levé strany u muzi jako ix = 153.60 a 0% = 9.95%. Nakreslete graf hustoty a distribuéni funkce tohoto normalnfho
rozdéleni.

Reseni piikladu 7.6
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Obrazek 2: Funkce hustoty (vlevo) a distribuéni funkce (vpravo) normélniho modelu



Piiklad 7.7. Simulaéni studie: Véta 1: Rozdéleni vybérového priiméru X,

Na zdkladé simulac¢n{ studie ovéite, ze pokud X ~ N(u,0?), potom X,, ~ N(u, %2) Zvolte p = 153.60, 02 = 9.952,
(a) n =5, (b) n =50, (¢) n = 100. Vygenerujte M pseudondhodnych vybéra Xi,...,X,, M = 1000. Pro kazdy
vybér vypocitejte realizaci aritmetického pruméru Zy m,, m = 1,..., M. Nésledné vygenerujte histogram pro hod-
noty Z,,, a superponujte jej teoretickou kfivkou hustoty pro X,,. Pro vechny tii pifpady (a), (b) i (c) vypoéitejte
Pr(X,, > 152) na zakladé empirického a teoretického rozdéleni X,,. Pravdépodobnosti porovnejte.

Reseni piikladu 7.7
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Obrézek 3: Histogramy prumértu 1000 ndhodnych vybéru o rozsahu (a) n = 5 (vlevo); (b) n = 50 (uprostted); (c)
n = 100 (vpravo)

n=5mn-=50mn= 100 9
teoreticka 0.6405 0.8723 0.9461 10
exaktni 0.6520 0.8660 0.9340 11

*





