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Dvourozmérné normalini rozdéleni No (e, X)

o (X1, Y1), ..., (X, Ys)" ...dvojice nezavislych stejn& rozd&lenych nahodnych (iid) veligin
o (X, Y)T ... dvourozmé&rny nahodny vektor

e Dvourozmérné normalni rozdéleni

o (X,Y)" ~ No(p, X)

° 92(#1,#2,03;0570)T
e hustota

. a1 ((x—.tél)z_2P(x—M1)(y—l~62)+(y—P£2)2>
fF(x,y) = e 2TPIN o] ez 73
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e 2 ,
27 (det(X))1/2

kde (x,y)” €R, (p1, 2)" €R, 02 > 0, j = 1,2 a korela¥ni koeficient p € (—1;1).
e marginalni rozd&leni X ~ N(u1,03), Y ~ N(pa, 03).
e mvtnorm::dmvnorm(x, Mu, Sigma), mvtnorm::rmvnorm(n, Mu, Sigma)
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e Standardizované dvourozmérné normalni rozdéleni

o (X,Y) ~ No(ps, %)
e 6=(0,0,1,1,p)"

e hustota
1 - x2—2pxy2—|—y2
f(x,y) = e =p7)
2my/1 — p?
_1 x \' [ 1 p 1 x
— ! e 2\ Y p 1 y

2mw4/1 — p?

kde (x,y)" € R a korelagni koeficient p € (—1;1).
e margialni rozdéleni X ~ N(0,1), Y ~ N(0O, 1).

e Dataset 7: 13-two-samples-correlations-trunk.txt

e Mame k dispozici soubor hodnot délky trupu (rozdil akrominaini a spinalni vysky téla) a
délky dolni kon&etiny (spindlni vyska té&la) mladych dospélych jedinci, pfevazné
studenti vysokych kol z Brna a Ostravy (Krélik, nepublikovana data).

e Ptehled proménnych v datasetu:
® sex ...pohlavi jedince (m - muZ, f - Zena);
e lowex.L ...délka dolni kon&etiny (v mm);
e tru.l ...délka trupu (v mm).
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Ptiklad 8.1. Hustota dvourozmérného normalniho modelu
Naprogramujte v @ funkci dnorm2(), jejimiz vstupy budou hodnoty x, y, pi1, p2, o1, 02 a p
a vystupem bude hodnota hustoty dvourozmérného normalniho rozdé&leni N>(p, X) s parametry

2
= (p1, ;@)T aX = ( 71 p01202 ) v hodnotach x a y. Spravnost funkce otestujte na
PT102 02

vypoltu f(x,y) pro(a) x =1,y =1, uy =0, up = 0, Jf = 1, 0'5 =1, p = 0.5; (b) x = 2.5,
y =15 u =3, ux = 2, 0% =9, 0% = 16, p = 0.75. Vysledky ovéfte s vysledky funkce dmvnorm()
z knihovny mvtnorm.

Reseni piikladu 8.1

dnorm2 <- function(x, y, mul, mu2, sl1, s2, rho){
U <- c(...) # vektor (x - mul, y - mu2)-T
S <- matrix(...) # variancni matice Sigma
Z <- ... # hustota f(x, y) rozdeleni N2(Mu, Sigma)
return(...)
+
dnorm2(...) # hustota N2(Mu, Sig); fce dnorm2()
mvtnorm: :dmvnorm(x = ..., mean = .,
sigma = matrix(...)) # hustota N2(Mu, Sigma); fce dmvnorm()

£f(1, 1) £(2.5, 1.5)
1 0.0943539 0.01977507

(a) f(1,1) = 0.0944; (b) f(2,3) = 0.0198.
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Priklad 8.2. Zakladni ciselné charakteristiky dvojice spojitych znakii

Na&téte datovy soubor 13-two-samples-correlations-trunk.txt. Necht ndhodna promé&nnia X popisuje
délku dolni kon&etiny (v mm) a ndhodna proménna Y popisuje délku trupu u Zen. Pomoci te¢kového
diagramu vizualizujte vztah proménnych X a Y. Za pfedpokladu, Ze data pochazi z dvourozmérného
normalniho rozdéleni (X, Y)' ~ Np(u, X) odhadn&te hodnoty parametrt py, po, a'f, O‘%, 012 a p.
Vysledky ¥adné interpretujte.

Reseni p¥ikladu 8.2

data <- read.delim(..., sep = ..., dec = ...) # nacteni datoveho souboru
data.F <- data[data$sex == ..., c(’lowex.L’, ’tru.L’)] # potrebne udaje pro zeny
data.F <- na.omit(...) # odstraneni NA
lowex.LF <- ... # vyber vektoru delek dolni koncetiny zen
tru.LF <- ... # vyber vektoru delek trupu zen
n <- ... # rozsah nahodneho vyberu
ml <- # vyberovy prumer delky dolni koncetiny
m2 <- # vyberovy prumer delky trupu
sl <- ... # sm. odchylka delky dolni koncetiny
82 <- ... # sm. odchylka delky trupu
s12 <- cov(..., ...) # vyberova kovariance
r12 <- cor(..., ...) # vyberovy koef. korelace
tab <- data.frame(..., row.names = ...) # souhrnna tabulka vysledku
n mean sd s12 rho 25
delka d.koncetiny 100 940.50 45.4712 441.3081 0.2853 26
delka trupu 100 423.17 34.0229 441.3081 0.2853 27
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29

par(...) # okraje grafu 4, 5, 1, 1

plot (lowex.LF,

Obrazek: Dvourozmérny teckovy diagram pro délku dolni kon&etiny a délku trupu

tru.LF,

...) # teckovy diagram
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delka dolni koncetiny (v mm)

Datovy soubor obsahuje udaje o délce dolni koncetiny a délce trupu 100 Zen. Délka dolni kon&etiny se
pohybuje okolo hodnoty 940.50 mm se smérodatnou odchylkou 45.47 mm. Délka trupu se pohybuje
okolo hodnoty 423.17 mm se smérodatnou odchylkou 34.02 mm. Hodnota kovariance s = 441.31.

Mezi délkou dolni kon&etiny a délkou trupu Zen existuje nizky stupefi pfimé linedrni zavislosti (r2

0.2853).
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P¥iklad 8.3. Test dvourozmérné normality

Na¢téte datovy soubor 13-two-samples-correlations-trunk.txt. Necht ndhodnd promé&nna X popisuje
délku dolni kon&etiny a ndahodna proménna Y popisuje délku trupu Zen. Na hladiné vyznamnosti
« = 0.05 testujte hypotézu o dvourozmé&rné normalité vektoru (X, Y)T. K otestovani pouZijte
Mardidv test.

Reseni prikladu 8.3
Na hladiné vyznamnosti « = 0.05 testujeme Hy: Data pochazi z dvourozmérného normdiniho
rozdéleni. oproti Hi: Data nepochazi z dvourozmérného normalniho rozdéleny.

Mardiiav test — sestava ze dvou testi:
(i) test Sikmosti
® Hp,: Data nejsou kladné ani zaporné vysSikmena.
e Hi,: Data jsou kladné nebo zaporné& vysikmena.
(ii) test ¥picatosti
e Hpp: Data nejsou kladné ani zaporné zeSpicatéla.
o Hy,: Data jsou kladné nebo zaporné zespicatéla.

Poznamka: Nahodny vybér pochdzi z dvourozmérného normadlniho rozdé&leni, pokud nevykazuje
kladné ani zaporné zesSikmeni ani kladné nebo zaporné zesSpicaténi.

MVN::mvn(data.F, mvnTest = ’mardia’)$multivariateNormality

Test Statistic p value Result 31
1 Mardia Skewness 6.31326657225727 0.176942962210473 YES 32
2 Mardia Kurtosis -0.207066071208097 0.835958259081491 YES 33
3 MVN <NA> <NA> YES 34

Protoze p-hodnota testu Sikmosti p = 0.1769 je vétsi nez o, Hy, nezamitdme na hladiné vyznamnosti
o = 0.05. ProtoZe p-hodnota testu 3piatosti p = 0.8360 je vétdi neZ o, Hpp nezamitdme na hlading
vyznamnosti a = 0.05. Data nejsou kladné& ani zaporné zeSikmena ani zespicatéla. Data pochazi z
dvourozmérného normdlniho rozdéleni. 6/13



Ptiklad 8.4. Vizualizace dat z dvourozmérného normalniho modelu

Na&téte datovy soubor 13-two-samples-correlations-trunk.txt. Necht ndhodnd promé&nna X popisuje
délku dolni kon&etiny a ndhodna proménna Y popisuje délku trupu Zen. Na zakladé feSeni pfiklad( 8.2
a 8.3 pfedpokladame, Ze data pochazi z dvourozmérného normalniho rozdéleni (X, Y)T ~ No(pe, X)
s odhadem st¥ednich hodnot 1i; = 940.50, i, = 423.17, s odhadem rozptyli 3% — 45.47° a
G5 = 34.02° a s odhadem korelagniho koeficientu p = 0.2853.

(a) Sestrojte tetkovy diagram pro délku dolni kon&etiny a délku trupu. Teckovy diagram
superponujte (i) konturami hustoty dvourozmérného normilniho rozdéleni (funkce dnorm2() +
contour()); (ii) jddrovym odhadem dvourozmé&rné hustoty (funkce kde2d() z knihovny MASS
+ funkce contour()).

(b) Sestrojte (i) vrstevnicovy diagram hustoty dvourozmé&rného normalniho rozdéleni délky dolni
kon&etiny a délky trupu superponovany svymi konturami (dnorm2() + image() + contour());
(ii) vrstevnicovy diagram jadrového odhadu hustoty délky dolni kon&etiny a délky trupu
superponovany svymi konturami (MASS::kde2d() + image() + contour()).

(c) Sestrojte (i) 3D-diagram hustoty dvourozmé&rného normdalniho rozd&leni délky dolni kon&etiny a
délky trupu (dnorm2() + persp()); (ii) 3D-diagram jadrového odhadu hustoty dvourozmé&rného
normdlniho rozdé&leni délky dolni kon&etiny a délky trupu (MASS::kde2d() + persp()).

Reseni ptikladu 8.4
(a) Tetkové diagramy
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n <- 50
x <- seq(...) # posl. bodu osy x; od 800 do 1100 o delce n
y <- seq(...) # posl. bodu osy y; od 300 do 550 o delce n
M <- matrix(NA, ...) # prazdna matice dimenze (n x n)
for(i in 1:length(x)){
for(j in 1:length(y)){
M[i, j] <- dnorm2(x[i], y[jl, ml, m2, s1, s2, ri2)
}
} # hodnoty hustoty f(x, y) rozdeleni N2(Mu, Sig)
Z <- MASS::kde2d(lowex.LF, tru.LF, lim = c(800, 1100, 300, 550),
n = n) # jadrovy odhad hustoty f(x, y)
k <- 8
par(...) # okraje grafu 4, 5, 1, 1
plot(lowex.LF, tru.LF, xlim c (800, 1100), ylim = c (300, 550),
...) # teckovy diagram
contour (x, y, M, drawlabels

-

T, levels = seq(0, max(M), length = k + 1),

add = T, col = ...) # kontury hustoty f(x, y) rozdeleni N2(Mu, Sig)
plot(...) # teckovy diagram
contour (Z$x, Z$y, Z$z, ...) # kontury jadroveho odhadu hustoty f(x, y)
_ € _
550 = 550
= >
g 500 o = 500 o
> =
< 450 S 450
s S
2 400 £ 400
2 5 = '
T 350 i 8 350 -
° o o o © o0
300 — @ 300 —
T T T T T ] S L e N
800 900 1000 1100 800 900 1000 1100
delka dolni koncetiny (v mm) delka trupu (v mm)

Obrazek: Dvourozmérny te¢kovy diagram pro délku dolni koncetiny a délku trupu Zen
superponovany (a) konturami hustoty dvourozmé&rného normainiho rozdé&leni (vlevo); (b) jaddrovym
odhadem hustoty dvourozmé&rného normalniho rozdé&leni (vpravo)
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(b) Vrstevnicové diagramy

k <- 12

par(...) # okraje grafu 4, 5, 1, 1
image(x, y, M, breaks = seq(0, max(M), length = k + 1), x1lim = c(800, 1100),
ylim = c(300, 550), asp = F, col = terrain.colors(k), las = 1, xlab =

ylab = ...

contour(x, y, M

) # vrstevnicovy diagram hustoty f(x, y) rozd. N2(Mu, Sig)
add = ..., drawlabels = ...,

levels = ...) # kontury hustoty f(x, y) rozdeleni N2(Mu, Sig)

image (Z$x, Z$y,

Z$z, ...) # vrstevnicovy diagram jadr. odhadu hustoty f(x, y)

contour (...) # kontury jadr. odhadu hustoty f(x, y)

550
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450

400

delka trupu (v mm)

350

300

550

500

450

400

delka trupu (v mm)

350

300
800 850 900 950 1000 1050 1100 800 850 900 950 1000 1050 1100

delka dolni koncetiny (v mm) delka dolni koncetiny (v mm)

Obrazek: (a) Hustota dvourozmérného normainiho rozdéleni pro délku dolni kon&etiny a délku
trupu Zen superponovand konturami (vlevo); (b) jadrovy odhad hustoty dvourozmé&rného
normalniho rozdé&leni superponovany konturami (vpravo)
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(c) 3D-diagramy

nrz <- nrow(M) # pocet radku matice Z

ncz <- ncol(M) # pocet sloupcu matice z

color <- terrain.colors(k) # paleta k barev

stredy <- (M[-1, -1] + M[-1, -ncz] + M[-nrz, -1] + M[-nrz, -ncz]) / 4
# matice stredu site

stredy.col <- cut(stredy, k) # rozdel rozpeti hodnot do 12 ekvidistantnich
# intervalu a kazde hodnote prirad interval, do ktereho nalezi

par (...) # okraje grafu 1, 1, 1, 1

persp(x, y, M, col = color[stredy.col], phi = 30, theta = 20, xlab =

T2

ylab = ..., zlab = ...) # 3D-diagram hudtoty f(x, y) rozd. N2(Mu, Sig)
nrz <- nrow(Z$z) # pocet radku matice z promenne Z
C...)
persp(Z$x, Z$y, Z$z, ...) # 3D diagram jadr. odhadu hustoty f(x, y)

Obrazek: (a) 3D-diagram hustoty normalniho rozdéleni pro délku dolni kon&etiny a délku trupu

(vlevo); (b) 3D-diagram jadrového odhadu hustoty dvourozmé&rného normalniho rozdéleni (vpravo)
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Priklad 8.5. Simulace dat z dvourozmérného normalniho rozdéleni

Nasimulujte data (X, Y)T z dvourozmérného normilniho rozdéleni s parametry u; = 940.50,
o = 423.17, af — 45.472, crg — 34.02% a p = 0.2853; n = 100. Simulaci pseudondhodnych &isel z
N> (e, X) provedte pouZitim funkce rmvnorm() z knihovny mvtnorm. Pro nasimulovand data vykres-
tete (a) histogram ndhodné veli¢iny X a histogram ndhodné veli¢iny Y, pfitemZ kazdy histogram
superponujte k¥ivkou margindlniho normalniho rozdéleni N(u;, 0,-2), I = 1,2 a kfivkou jadrového od-
hadu hustoty; (b) te¢kovy diagram nahodnych veli¢in X a Y, pficemZ graf superponujte konturami
jadrového odhadu dvourozmérné hustoty.

Reseni ptikladu 8.5

simnorm2 <- function(mn, Mu, Sig, method = ’rmvnorm’, coll = ..., col2 = ...,
col3 = ..., k = 12)4{
mul <- Mu[l] # vyber mul z vektoru Mu
mu2 <- ... # vyber mu2 z vektoru Mu

sigmal <- sqrt(Sigl[i1, 1]) # vyber sm. odchylky sl z matice Sig
sigma2 <- sqrt(Sig[2, 2]) # vyber sm. odchylky s2 z matice Sig

if (method == ’rmvnorm’) A{
data <- mvtnorm::rmvnorm(m = ..., mean = ..., sigma = ...) # simulace dat
}
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}

x <- datal, 1] # vyber vektoru x z nasimulovanych dat
y <- datal, 2] # vyber vektoru y z nasimulovanych dat
xx <- seq(min(x) - 100, max(x) + 100,
length = 512) # posl. bodu osy x pro krivku f(x)
Xy <- dnorm(xx, mul, sigmal) # hustota rozdeleni N{(mul, sigmal~2)
yx <- seq(...) # posl. bodu osy x pro krivku f(y)
yy <- ... # hustota rozdeleni N(mu2, sigma2~2)
Z <- MASS::kde2d(x, y, n = 50) # jadrovy odhad hustoty f(x, y)

par(...) # okraje grafu 4, 5, 1, 1

hist(x, prob = T, ylim = c(0, max(xy) + 0.005), ...) # histogram simul.

box(...) # ramecek okolo grafu

lines (density(x), ...) # krivka jadroveho odhadu hustoty f(x)
lines(xx, xy, ...) # krivka hustoty N(mul, sigmal~2)
mtext(...) # popisek osy x

mtext (...) # popisek osy y

legend (...) # legenda

hist(...) # histogram nasimulovanych dat y

(...)

plot(x, y, ...) # teckovy diagram

contour (Z$x, Z$y, Z%$z, levels = seq(..., ..., length = k + 1),

...) # kontury jadr. odhadu hustoty f(x, y)
mtext (...) # popisek osy x

Mu <- c¢(...) # vektor vyberovych prumeru

Sig <- matrix(...) # kovariancni matice

n <- ... # rozsah nahodneho vyber n

simnorm2 (n, Mu, Sig, method = ’rmvnorm’, coll = ..., col2 = ..., col3 =

k = 6) # provedeni simulace

dat x
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Poznamka: Simulaci dat z dvourozmérného normalniho rozdéleni Ize dale provést

1. pomoci funkce mvrnorm() z knihovny MASS

2. pouzitim funkce rnorm() a ndsledujiciho algoritmu: Necht U; ~ N(0,1) a U, ~ N(0, 1);
potom (X, Y)" ~ No(p, X), kde g = (11, 112)" je vektor st¥ednich hodnot a o2 a o5 a p
jsou parametry kovarianéni matice X, p¥icemz sila linedrniho vztahu X a Y je dana velikosti a

znaménkem p; X = o1U1 + p1 a Y = o2(pUs + /1 — p?Us) + po.

V pfipadé zajmu si mizete simulaci témito dvéma zpusoby také vyzkouset.
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