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Piiklad 1.1. Smés dvourozmeérnych normaéalnich rozdéleni
Mgjme k dispozici datovy soubor faithful z knihovny datasets obsahujici idaje o dobé ¢ekédni na erupci (waiting) a
o dobé trvani erupce (eruption) gejziri v Yellowstonském ndrodnim parku, Wyoming, USA.

1.

Nakreslete histogram pro dobu ¢ekédni na erupci a superponujte jej kiivkou jadrového odhadu hustoty ziskaného
z dat. Analogicky histogram vykreslete pro dobu trvani erupce.

. Naprogramujte funkci hustoty smiseného dvourozmérného normélniho rozdéleni mixdnorm?2().

Pomoci funkee densityMclust(), jejiz syntax si samostatné nastudujte, odhadnéte parametry smiseného dvou-
rozmérného normalniho rozdéleni. Ziskané odhady zaokrouhlete na ¢tyfi desetinna mista a vlozte do prehledné
tabulky. VSechny ziskané hodnoty fadné interpretujte.

Nakreslete teckovy diagram doby ¢ekani na erupci a doby trvani erupce a superponujte jej konturami:

a. hustoty smiSeného dvourozmérného normalniho rozdélent;

b. jddrového odhadu hustoty ziskaného pomoci funkce kde2d().
Pomocf funkce persp() vykreslete 3D-diagram:

(a) hustoty smiSeného dvourozmérného normélniho rozdéleni;

(b) jadrového odhadu hustoty.

Vytvoite animaci zobrazujici ndhled na oba 3D-diagramy.

PozZadovand forma vystupu prikladu:

Dvojice histogramt superponovanych jadrovymi odhady hustoty.

Vlastnoruéné naprogramovand funkce mixdnorm2(). Vstupem funkce budou hodnoty z, y, p, 11, pi2, o11,
012, [21, 422, 021, 022 a vystupem bude hodnota hustoty smiSeného dvourozmérného norméalniho rozdéleni v
bodé (z,y).

Tabulka odhadu parametriu smiSeného dvourozmérného normaélniho rozdéleni zaokrouhlenych na étyti dese-
tinna mista. Explicitni interpretace odhadu kazdého parametru.

H P H1in M2 011 012 P1 M21 H22 021 022 P2

[

Dva teckové diagramy zobrazujici vztah mezi dobou ¢ekani na erupci a dobou trvéni erupce. Prvni z diagramu
bude superponovan kiivkou hustoty smiseného dvourozmérného normélniho rozdéleni. Parametry smiseného
rozdéleni odhadnéte pomoci funkce densityMclust() z balicku mclust. K z{skdni hodnot hustoty pouzijte funkci
mixdnorm2(). Druhy z diagramu bude superponovan jadrovym odhadem hustoty. Pocet bodu (x,y), v nichz
budete hustotu pocitat, zvolte 2500 (n, = n, = 50).

Animace zobrazujici dva 3D-diagramy otacejici se okolo své svislé osy. Prvni z diagramu zobrazuje tvar hus-
toty smiSeného dvourozmeérného normélniho rozdéleni, druhy z diagramu zobrazuje jadrovy odhad hustoty.
Hustotu rozsekejte na k = 12 intervali, kde hodnoty v téchto intervalech budou odpovidat barvam sequen-
tial_hcl(12) z balicku colorspace. Oba diagramy jsou animovany zdroverti, ota¢i se soubézné a poskytuji ndhled
ze stejné strany. Animaci vytvorite vhodnym nastavenim argumentu phi a theta v piikazu persp(). Argument
phi nastavte pevné phi = 30, argument theta bude v ramci animace proménny a bude nabyvat hodnot od
—180 do 180 po kroku 5.

Komentdr popisujici postup feseni piikladu, popis funkce densityMclust() a argumentt, které jste do funkce
zadali, detailni popis vSech grafu a komentar k déni v obou animacich.
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Priiklad 1.2. Multinomicky a souc¢inovy multinomicky model

Meéjme datovy soubor 25-one-sample-probability-dermatoglyphs.txt obsahujici idaje o dermatoglyfickém vzoru na
deseti prstech pravé a levé ruky (vir (whorl), smycka (loop), obloucek (arch)) u 470 jedincu (235 muzu a 235 Zen)
bagathské populace z Araku Valley (Reddy, 1975; viz tabulka 1).

1.

Tabulka 1: Dermatoglyficky vzor na deseti prstech levé a pravé ruky u jedincu bagathské populace

sex ‘ vir smycka obloucek
m | 1053 1246 51
f 880 1349 121

Piedpokladejme, ze nahodny vektor X = (X7, ..., X¢)T popisujicf dermatoglyficky vzor (s variantami vir (V),
smycka (S) a obloucek (O)) u dospélych jedincu (muzi (m) a zeny (f)), kde X; zna¢i V-m, X5 znac¢i S-m, ...,
X zna¢l O-f, pochédzi z multinomického rozdéleni, tj. X ~ Multg(V, p), kde N = 4700.

(a) Stanovte odhad parametru p a vizualizujte jej pomoci dvourozmérného teckového diagramu (napft. po-
moci funkce scatterplot3d() z knihovny scatterplot3d).

. Zaméite se na rozlozeni cetnosti variant dermatoglyfického vzoru podminéného pohlavim. Predpokladejme, Ze

matice ndhodnych vektortt X = (X1, X3)?, kde X; = (X11,..., X13)T, X171 znaéf V|m, ..., X;3 znacf Ojm a
Xy = (Xai, .-, Xo3)T, Xop znaéi V|f, ..., Xogz znaéi Olf, popisujici typ dermatoglyfického vzoru podminény
pohlavim, pochdzi ze souc¢inového multinomického rozdéleni, tj. X ~ ProdMultz(IN, P), kde N = (N1, N3) a
P je pravdépodobnostni matice.

(a) Stanovte odhad matice P a vizualizujte jej pomoci dvourozmérného teckového diagramu.

(b) Vykreslete sloupcovy diagram relativnich ¢etnosti jednotlivych variant dermatoglyfického vzoru podmi-
nénych pohlavim.

Vsechny uvedené grafy a vysledky fadné okomentujte.

Pozadovand forma vystupu prikladu

Odhad vektoru pravdépodobnosti p, zapsany jako kontingenéni tabulka velikosti 2 x 3 a ukazka interpretaci
dvou libovolnych odhadi.

Dvourozmérny teckovy diagram pro odhad vektoru pravdépodobnosti p. Na ose x budou vyneseny varianty
darmatoglyfického vzoru, na ose y varianty pohlavi. V diagramu barevné odliSeny pravdépodobnosti pro muze
a pravdépodobnosti pro zeny.

Odhad pravdépodobnostni matice P a ukdzka interpretaci dvou libovolnych odhadu.

Dvourozmérny teckovy diagram pro odhad pravdépodobnostni matice P. Na ose z budou vyneseny varianty
dermatoglyfického vzoru, na ose y varianty pohlavi. V diagramu budou barevné odliSeny pravdépodobnosti
pro muze a pravdépodobnosti pro zeny.

Sloupcovy diagram relativnich ¢etnosti. Diagram bude zobrazovat zastoupeni jednotlivych variant dermato-
glyfického vzoru. Diagram bude mit dva sloupce (levy pro muze, pravy pro Zeny), pricemz kazdy sloupec bude
mit vysku 1. Kazda varianta bude mit vlastni barevny odstin a ¢etnostni zastoupeni uvedené v absolutni i pro-
centudlni skale. Soucasti diagramu bude legenda variant dermatoglyfickych vzoru. Diagram muzete vykreslit
napifklad pomoci funkee relBarplotTwo(), ktery najdete v RSkriptu Sl-I-relBarplotTwo.R.

Komentar popisujici feSeni piikladu, popis grafu a jejich propojeni s vypocitanym odhadem parametru p,
resp. pravdépodobnostni matice P.
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Priiklad 1.3. Maximélné vérohodné odhady v ZIP modelu

V ramci narodni studie byly zaznamendny cetnosti priméarnich a reviznich operaci kycelntho kloubu provedenych
na Slovensku v obdobi od 1.ledna 2003 do 31.prosince 2012. Celkem byly ziskdny tdaje o 12349 operacich,
pricemz v 11317 pifpadech §lo o operace primdrn{ (operaci nepredchdzela zadna operace kycelntho kloubu) a v
1032 pripadech §lo o operaci revizni (operaci predchdzela alespon jedna operace kycelniho kloubu). Presné idaje o
poctu predchazejich operaci u kazdého pacienta jsou uvedeny v tabulce 2.

Tabulka 2: Absolutni ¢etnosti operaci kyéelniho kloubu provedenych na Slovensku v letech 2003-2012

n_ | 0 12 3 4| ¥
mebs || 11317 907 106 18 1] 12349

Za predpokladu, ze ndhodnd velicina X popisujici pocetnosti vyskytu primarnich a reviznich operaci kycelniho
kloubu se #{d{ ZIP modelem s parametry A, p, tj. X ~ ZIP(\, p):

1. Odvodte:

a. tvar jadra vérohodnostni funkce L((\,p)7|z);
b. tvar jadra logaritmu vérohodnostni funkce £((A, p)7|z);
c. skére funci pro parametr A;
d. skore funkci pro parametr p;
e. tvar Fisherovy informa¢ni matice.
2. Pomocf maximalizace logaritmu vérohodnostn{ funkce £((A, p)'|z) ZIP modelu naleznéte maximalné vérohodny
odhad parametrt \ a p. Maximalizaci proved'te:
a. pomoci funkce optim();
b. pomoci vlastnoruéné naprogramované dvourozmérné Newton-Raphsonovy metody;
c. pomoci vlastnoruéné naprogramované Broydenovy metody.
3. Vykreslete:
a. kiivku logaritmu vérohodnostni funkce ZIP modelu spolu s maximélné vérohodnymi odhady parametra A
a p odhadnutymi pomoci (A) funkce optim(); (B) Newton-Raphsonovy metody; (C) Broydenovy metody;
b. 3D-diagram logaritmu vérohodnostni funkce ZIP modelu;

c. animaci zobrazujici konvergenci Newton-Raphsonovy metody (resp. Broydenovy metody) k maximu loga-
ritmu vérohodnostni funkce.

Pozadovand forma vystupu prikladu
e Vzorce a odvozeni:

— Vzorec vérohodnostn{ funkce L((A, p)T|x);
— Odvozen{ vzorce pro logaritmus vérohodnostni funkce £((\, p)T|x);
— Odvozeni vzorce skére funkce pro parametr A;
— Odvozeni vzorce skoére funkce pro parametr p;
— Odvozeni pozorované Fisherovy informa¢ni matice.
e Dveé vlastnoruéné naprogramované funkce: NRzip(x01, x02, t) a BMzip(x10, x11, x20, x21, t). Vystupem funkc{
budou MLE odhady parametra A a p, hodnota logaritmické vérohodnostni funkce £((A, p)|x) v MLE odhadech

Na D, hodnota pocitadla k reprezentujici pocet kroku iterace a matice body obsahujici hodnoty xg1, zo2, - - -,
resp. T1ig, £11, - -. pro kazdy k-ty krok iterovani. Tyto body pouzijeme nize pii vykresleni animaci.

e Tabulka odhadu parametru A a p zaokrouhlenych na Sest desetinnych mist.
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exaktni vypocet

funkce optim()
Newton-Raphsonova metoda
Broydenova metoda

e Tii grafy obsahujici dvourozmérnou kiivku logaritmu vérohodnostni funkce ZIP modelu spolu s maximalné
vérohodnymi odhady parametri A a p odhadnutymi pomoc{ (A) funkee optim(); (B) Newton-Raphsonovy
metody; (C) Broydenovy metody. K vykresleni kiivky pouzijte pifkaz image() v kombinaci se skdlou k = 15
barev z palety heat_hcl() z knihovny colorspace. Do grafu déle dokreslete kontury piikazem contour(). Ohlidejte,
aby vykreslené kontury ohrani¢ovaly barevné oddélené vrstvy.

e 3D-diagram zobrazujici 3D pohled na logaritmus vérohodnostni funkce normalniho modelu. K vykresleni
kiivky pouzijte ptikaz persp() v kombinaci se §kdlou k = 15 barev z palety heat_hcl() z knihovny colorspace.

e Animace zobrazujici konvergenci Newton-Raphsonovy metody k maximu logaritmu vérohodnostni funkce.
Souéasti animace bude popisek umistény pod osou x obsahujici ménici se hodnoty parametra A a p a ménici
se hodnotu k reprezentujici pocitadlo itera¢nich kroku funkce.

e Animace zobrazujici konvergenci Broydenovy metody k maximu logaritmu vérohodnostni funkce. Soucasti
animace bude popisek umistény pod osou x obsahujici ménici se hodnoty parametri A a p a ménici se hodnotu
k reprezentujici pocitadlo itera¢nich kroku funkce.

e Podrobné komentéare porovnavajici vysledky v tabulce a popisujici vSechny ¢tyfi grafy i obé animace.
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Piiklad 1.4. Kvadraticka aproximace v Poissonové modelu
Nactéte datovy soubor 2021-SI-I-DU-data-poiss.Rdata obsahujici tii pseudondhodné vybéry hodnot pochézejicich z
rozdéleni Poiss(\), kde A = 6. Rozsahy ndhodnych vybéru jsou (a) N = 10; (b) N = 50; (¢) N = 100).

1. Naprogramujte funkci KvadrAproxPoiss().

2. Pomoci funkce KvadrAproxPoiss() nakreslete pro kazdy pseudondhodny vybér (a)—(c) kiivku skdlovaného lo-
garitmu funkce vérohodnosti Poissonova rozdéleni superponovanou kiivkou kvadratické aproximace.

3. Pomocf funkce KvadrAproxPoiss() nakreslete pro kazdy pseudondhodny vybér (a)—(c) graf zobrazujici asympto-
ticky lokélné linearni vztah mezi funkcemi Z/2(A\)(A — X) a —Z-Y2(X)S(N).

4. Rozdily v grafech pro situace (a), (b) a (¢) fddné okomentujte.

Pozadovand forma vystupu prikladu

e Vlastnoruéné naprogramovand funkce KvadrAproxPoiss(). Povinnymi vstupnimi argumenty funkce budou lambda,
X, a plot. Vystupem funkce bude graf zobrazujici kvadratickou aproximaci funkce In £(\) pro ndhodny vybér

X1,... XN, pokud argument plot == aproximace, nebo graf zobrazujici asymptoticky lokdlné linedrni vztah
mezi funkef —Z~2(A\)S(\) a funkef Z'/2(X\) (X — A) pro ndhodny vybér Xi,... Xy, pokud argument plot ==
linearita.

e Tii grafy zobrazujici Skdlovany logaritmus funkce vérohodnosti Poissonova rozdéleni pro pseudondhodné
vybéry (a), (b) a (c). Na x-ové ose bude A a na y-ové ose In L(A) = £(A|x) — £(A]x)). V grafu bude déle
zakreslena modra prerusovand kiivka reprezentujici kvadratickou aproximace vypocitanou pomoci Taylorova

rozvoje In L(A\) = In (i%:g) ~ —%I(X) (A= X)z Rozsah osy x bude pro vechny tii grafy 1 az 10, rozsah osy
y bude —30 az 10. Soucasti kazdého grafu bude legenda popisujici obé kiivky vykreslené v grafu a popisek

pod osou z s udaji o rozsahu ndhodného vybéru N.

e TFi grafy zobrazujici asymptoticky lokdlné linedrni vztah mezi funkef Il/Q(X)()\ - X) a funkef —Z~1/2 (/):)S()\)
pro pseudonghodné vibéry (a), (b) a (c). Funkce ZV/2(X)(A—)) bude zobrazend na ose  a funkce —Z~1/2(X)S())
na ose y. V kazdém grafu bude ddle vykreslend modra pferusovana piimka y = x. Rozsah osy x i osy y bude
pro vsechny tii grafy v rozmezi —4 az 4. Soucésti kazdého grafu bude legenda popisujici kiivku i piimku a
popisek pod osou x s tdaji o rozsahu ndhodného vybéru V.

e Podrobné komentare porovnavajici vzajemné trojici grafu zobrazujicich kvadratickou aproximaci pro situace
(a), (b) a (¢) a déle podrobné komentdie porovnavajici vzdjemné trojici grafu zobrazujicich asymptoticky
lokélné linedrni vztah pro situace (a), (b) a (c).
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