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Konvexni a konkavni funkce

Definice

Rekneme, Ze funkce f je konvexni na intervalu I, jestlize pro libovolné
tfi body x1, x2, x3 € I takové, ze x1 < x9 < x3, plati

N flzs) — f(z1)

T3 — 1

f(z2) < f(21)

(xa —x1) .

Rekneme, Ze funkce f je konkdvni na intervalu I, jestlize pro libovolné
tfi body z1, x2, x3 € I takové, Ze x1 < x9 < x3, plati

flez) > fle)+ 1T Gy

T3 — 21

Nahradime-li neostré nerovnosti ostrymy, dostaneme definici pojmu
ostré konvernosti a ostré konkdvnosti.

Petr Liska (Masarykova univerzita) Matematickd analyza 1 1.11.2021 2/10



Definice

Necht f je funkce s definiénim oborem D(f). Nadgrafem funkce f rozu-
mime rovinnou mnozinu

Gi={(z,y) eR*:z € D(f) ay> f(z)} .

Véta
Necht funkce f je definovand na intervalu I. Pak jsou ndsledugjici vlast-
nosti ekvivalentni:

a) Funkce f je konvexni na I.

b) Pro libovolné rizné body 1, xo € I a libovolnd ¢isla A1, A2 € (0,1)
takovd, Ze A1 + Ao = 1, plati nerovnost

f()\1$1 aF )\21’2) < /\1f($'1) + /\Qf(l'g) .

¢) Nadgraf funkce f je konvexni mnoZina.
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Véta
Necht f md vlastni derivaci na otevieném intervalu I. Pak je f kon-

vexni (ostie konvexni) na I prdvé tehdy, kdyz je funkce f' neklesajict
(rostouci) na I.

Dtsledek

Necht I je otevieny interval a f md druhou derivaci na I.
a) Je-li f"(x) > 0 pro kazdé x € I, pak je f ostie konvexni na I.
b) Je-li f"(x) <0 pro kazdé x € I, pak je f ostie konkdvni na I.
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Véta aneb neekvivalentni definice

Definice
Necht funkce f ma vlastni derivaci a plati-li

f(x) > f(xo) + f(xo)(x —m9) pro =, xg € I,
fekneme, ze funkce je konvexni na intervalu I.

Plati-li, ze

f(x) < f(zo) + f(x0)(x —30) pro =, xg €1,

fekneme, ze funkce je konkdvni na intervalu I.
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Definice

Necht ma funkce f derivaci v bodé zp € R. Je-li tato derivace ne-
vlastni, pfedpokladame navic, ze je f spojitd v bodé xg.

Rekneme, Ze z je inflexnim bodem funkce f, jestlize existuje O(x¢)
takové, ze funkce f je ostfe konkavni na intervalu (xg — d, ) a je ostie
konvexni na intervalu (zg, z¢g + §) anebo naopak.
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Veéta
a) Necht xq je inflexni bod a necht existuje f"(x¢). Pak f"(xo) = 0.
b) Necht f"(xzg) = 0 a existuje okoli bodu O(xg) takové, Ze plati
f"(z) < 0prox € (xg — 6,20) a f'(x) > 0 prox € (xg,x9 + 9),
nebo naopak. Pak md funkce f v bod€ xg inflexni bod.

¢) Necht f"(xzg) =0 a f"(x0) # 0. Pak je xo inflexnim bodem funkce

f )
Priklad
Urcete intervaly, ve kterych je funkce
Y=

konvexni/konkévni, pfipadné urcete jeji inflexni body.
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Asymptoty funkce

Definice

Necht zg € R. Pf¥imka z = z( se nazyva asymptotou bez smérnice
funkce f, jestlize méa f v z¢ alesponi jednu jednostrannou limitu ne-
vlastni, tj.

lim f(z)=+o00
z—zd

nebo
lim f(z) = +oo.
=T
Primka y = axz + b, a,b € R, se nazyva asymptotou se smernici funkce
f, jestlize plati

lim (f(z)— (ax+0))=0

r—r—00
nebo

lim (f(x)— (ax+b)) =0.

T—>+00

W
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Véta
Primka y = ax + b je asymptotou funkce f pro x — 400, jestlize

a= lim f@) b= lim (f(z)—ax)

rx—+oo I T—r—+00

(0bé tyto limity jsou vlastni). Analogické tvrzeni plati pro x — —oo.

Priklad
Urcete asymptoty grafu funkce
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Vysetieni pribéhu funkce

1. Stanovime defini¢ni obor D(f). Ur¢ime nulové body a intervaly,
kde je funkce kladné a kde zdporné. Piipadné zda je funkce f
suda, lich4 nebo periodicka.

2. Vypocitame f’ a podle jejiho znaménka uréime:

intervaly, kde je f rostouci (z podminky f’ > 0),
intervaly, kde je f klesajici (z podminky f’ < 0),
lokalni extrémy (podle zmény znaménka f').

3. Vypocitame f” a podle jejtho znaménka uréime:
intervaly, kde je f konvexni (z podminky f” > 0),
intervaly, kde je f konkavni (z podminky f” < 0),
inflexni body (podle zmény znaménka f”).

4. Najdeme asymptoty funkce f.

5. Nakreslime graf funkce.
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