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Kapitola 4

Goniometrické funkce v oboru R

Goniometrické funkce se po dlouha staleti utvéarely jako prostifedek trigonometrickych vypodtii.
Tuto jejich roli jsme podrobné posoudili v pfedchozich kapitolach. Nyni se zatneme goniometrickym
funkeim vénovat z pohledu matematické analyzy, totiz jako funkcim realné proménné, které nachézeji
vyznamné uplatnéni v fadé dalsich matematickych, fyzikalnich i jinych oborii.

4.1 Funkce sinus a kosinus

4.1.1 Dvé funkce orientovaného thlu

V kapitole 3 jsme poznali, jak funkce sinus a kosinus, zavedené piivodné pro hodnoty thla
z intervalu (0°,90°), roz&iFit na interval (0°,180°), aby vSechny goniometrické vzorce pro FeSeni
obecného rovinného trojihelniku mély jednotny tvar. Vidime to na obrazku 4.1, z néhoz je patrné,

cosa = |OC]| cosa = —|0C|
sina = |OS)| sina = |OS)|
s s
s 4 4 s

Q
N
2/

(a) 0° < a < 90° (b) 90° < & < 180°

Obrazek 4.1: Hodnoty sin a a cos a pro a € (0°,180°)

ze hodnoty sinu a kosinu jsou kartézské soufadnice bodu A na jednotkové kruznici se stfedem
v pocatku O soustavy, tvofené dvojici navzajem kolmych os — vodorovné ,kosinové“ osy c a svislé
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KAPITOLA 4. GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

»sinové® osy s. Takovou kartézskou souradnicovou soustavu budeme znacit Ocs, jeji kladné poloosy
ozna¢ime ¢t a sT, zdporné poloosy pak ¢~ a s~.

Zminéné pozorovani bude ve shodé se zpiisobem, jakym nyni definujeme hodnoty sinu a kosi-
nu libovolného orientovaného ihlu. Motivaci nam bude kinematické dloha vyjadrit soufadnicemi
polohu hmotného bodu pohybujiciho se po kruznici.! Takovy pohyb konaji napiiklad konce rucicek
klasickych hodin s cifernikem. Nam postac¢i jedna ,goniometrickd“ rucicka OA délky 1, ktera se
bude otacet kolem pocatku O, takze jeji konec A bude ukazovat na ,cifernik* v podobé jednotkové
kruznice? se stfedem v pocatku O. Uhel otoceni rucicky OA budeme méfit od pocateéni polohy,
kdy rucitka lezi na kladné poloose ¢ (tehdy méa bod A souradnice [1,0]). Velikost thlu otoceni
nebudeme vyjadfovat ve stupnich, nybrz bezrozmérnym ¢islem v obloukové mife (radianech). Uhlu
otoCeni jesté priradime znaménko + ¢ — podle sméru otaceni rucicky OA; pritom za kladny smér
budeme povaZovat smér toho otoceni o thel %ﬂ', ve kterém poloosa ¢t piejde v poloosu s*.3 Touto
worientaci“ se thlem otoceni rucicky OA stane libovolné realné ¢islo x. Naptiklad na obr. 4.2 je
vlevo %w <z < 3w, vpravo —m < x < f%w.

Nyni jiz mame v8e pifipraveno k tomu, abychom definovali hodnoty sinu a kosinu v libovolném

Ale, s]
---11]0,s]
I
I
N 0 o 1.0
[Cv 0] \—OJ c : y C
l
- - -410,9]
Ale, s]
(a) (b)

Obréazek 4.2: Orientovany thel otoCeni goniometrické rucicky

Gisle z € R: Je-li goniometrickd rucicka OA otocena popsangm zpiisobem o orientovany tuhel x a
md-li bod A v soustavé Ocs soutadnice [c, s], poloZime

cosr=c a sinx=s.

Touto konstrukei se sinus a kosinus stéavaji dvéma funkcemi s defini¢nim oborem R, pfitom na inter-
valu (0, 7) jde o funkce, se kterymi jsme pracovali v pfedchozich kapitolach. PopiSeme a zdivodnime
ted jejich zakladni vlastnosti, bezprostfedné spojené se zavedenym modelem goniometrické rucicky
OA v kartézské soustavé soufadnic Ocs.

Stejné jako se velka rucicka u klasickych hodin za Sedesat minut dostane opét na stejné misto, i

! Matematicky nejpadnéjsi motivaci je oviem chovani exponencialni funkce v komplexnim oboru, objevené Eulerem,
jak jsme naznadcili v kapitole 1. Takovy pfistup vSak presahuje ramec elementarni matematiky, do néhoz je celd nase
prace zasazena.

2Body ciferniku ovéem nebudou popsany skalou tdajii, jako jsou hodiny & minuty, nybrz svymi soufadnicemi le, 8]
v soustavé Ocs.

3Pfi obvyklém zakresleni soustavy Ocs jako na obr. 4.1 je tedy kladny smér otadeni opaény, nez je smér otaceni
hodinovych rucicek.
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4.1. FUNKCE SINUS A KOSINUS

nase goniometrickd rucicka OA se z dané polohy opét vrati do stejné pozice po otoceni o thel 27.
Pri dalsim putovani konce rucicky po jednotkové kruznici nic nového bod A o soufadnicich [c, s] nez
pri pfedchozi obratce neceka, a to se opakuje do nekone¢na. Z toho miZzeme vyvodit hned nékolik
vlastnosti funkci sinus a kosinus:

1. Perioda obou funkci je 27. Plati vzorce

sinz =sin(z +27) a cosx = cos(x + 2m).

K ziskani pfehledu o pribéhu goniometrickych funkei sinus a kosinus staci tedy vySetfovat
jejich chovani pouze na intervalu (0, 27).

2. Obg souradnice bodu A, c-ova i s-ova, nabyvaji pouze hodnot z intervalu (—1,1), a to vSech,
které v ném lezi. Obor hodnot obou funkci je proto

H(sin) = H(cos) = (—1,1).

3. Nejvetsich a nejmensich hodnot nabyvaji soufadnice ¢ a s bodu A na jednotkové kruZnici,
kdy# rucicka OA lezi na poloosach c¢t,sT, ¢ a s7:

x 0 %7‘!‘ T 5T | 21
sinx 1 0 |-1]0
cosz ||1] 0 |—=1]0 1

4. Soufadnice ¢ a s bodu A nabyvaji v jednotlivych kvadrantech pouze kladnych nebo pouze
zéapornych hodnot. Hodnoty sinu a kosinu tedy maji v odpovidajicich intervalech znaménko:

1

Interval || (0,37) | (3m,7m) | (m,37) | 37, 2m)
sinz + + — -
cos T + — — +

5. Pri priichodu rucicky O A jednotlivymi kvadranty se hodnoty soufadnic ¢ a s bodu A vzdy bud
zvétsuji, nebo zmensuji. Funkce sinus a kosinus jsou tedy v pfislusnych intervalech rostouci
nebo klesajici (napft. zapis 0 1 znadi funkei rostouci od 0 do 1, 0 N\, —1 funkei klesajici od
0 do —1):

Interval || (0,37) | Gm,m) | (m,37) | (37,27)
simz || 071 ] 150 0N -1 1,70
cos T 1IN0 |ON~—-1|-1_70] 071

6. Otocime-li rucicku OA z pocatetni polohy na ¢ o orientovany thel z, bod A bude mit
soufadnice [¢,s]. KdyZ misto toho oto¢ime ruc¢icku OA o orientovany thel —z, soufadnice
bodu A budou [¢, —s]. Z této soumérnosti podle kosinové osy, ke které se podrobnéji vratime
v Casti 4.1.2, vyplyva parita obou funkci. Funkce sinus je lichd a funkce kosinus je sudd, coZ
zapisujeme vzorci:

sinx = —sin(—z) a cosz = cos(—x).
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KAPITOLA 4. GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

—or -7 0 ™ \/ 27 3
—1

Obrézek 4.3: Grafy funkci sinus a kosinus

Pro kiivky, jez jsou grafy funkei sinus a kosinus, uzivime nazvi sinusoida a kosinusoida (obr.
4.3). Jsou to dvé geometricky shodné k¥ivky (navzajem posunuté ve sméru osy ). Podobné kiivky
jsou grafy funkci, kterym fikdme sinusoiddlni a kterym v nasi praci vénujeme piiklad 4.7.1.

Je zfejmé, Ze funkce sinus ani funkce kosinus nejsou prosté. Kazda z nich nabyva libovolné
své hodnoty dokonce v nekoneéné mnoha bodech. Nejen na celém definiénim oboru R, ale ani na
intervalu délky jedné periody 27, k nim tedy neexistuji inverzni funkce. My jsme se o inverznich
funkcich ke goniometrickym funkcim sinus a kosinus s nazvy arkussinus (arcsin) a arkuskosinus
(arccos), kterym fikdme cyklometrické, zminili jiz v ¢asti 2.1.2; tehdy ov8em v souvislosti s hledanim
velikosti thlid v pravoihlém trojihelniku, jejichz goniometrické hodnoty byly dany. Tyto hodnoty
byly pouze z intervalu (0, 1) a velikosti @hla byly v rozmezi intervalu (0, 7).

Cyklometrické funkce y = arcsinz a y = arccosz zavadime tak, Ze vezmeme pouze takové
maximalni ¢asti defini¢nich obori funkei sinus a kosinus, jejichz soucasti je jiz zminény interval
(0, %), na kterych jsou funkce prosté. U funkce sinus je to interval (=7, %), u funkce kosinus jiny
interval (0, 7). Na nich je funkce sinus rostouci, funkce kosinus klesajici a obé tam nabyvaji vSech
hodnot z (—1,1). Pro inverzni funkce proto vybereme obory hodnot v p¥islusném intervalu

T
272

Ziskame tak dvé funkce se spole¢nym defini¢nim oborem

H(arcsin) = < > a  H(arccos) = (0, 7).

D(arcsin) = D(arccos) = (—1,1),

jejichz formalni definice lze zapsat ekvivalencemi

IN

. . ™ s
y:arcsmx@aczsmy/\fi <y 5

y =arccosx < x=cosy N0 <y <.
Grafy funkci arkussinus a arkuskosinus vidime na obr. 4.4. Ze zminéné monotonnosti zaZenych

funkef sinus a kosinus plyne, Ze zavedena funkce arkussinus je rostouci, zatimco funkce arkuskosinus
na celém definiénim oboru klesa. Uvedme a dokazme zakladni vztahy pro cyklometrické funkce

. . . ™
arcsin(—xz) = — arcsin x, arccos(—z) = w — arccos z, arcsin z + arccos x = 5

platné pro kazdé x € (—1,1).
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4.1. FUNKCE SINUS A KOSINUS

T4+

ME]

y = arcsinx
Y = arccos

-1 0 1:0

Obrazek 4.4: Grafy funkci arkussinus a arkuskosinus

e Je-li y = arcsing, pak -5 <y < J ax =siny, odkud —§ < —y < § a —x = sin(—y), nebot
funkce sinus je licha. Posledni dva vztahy uz znamenaji, ze —y = arcsin(—z).

e Jelli y = arccosz, pak 0 < y < 7 a x = cosy, odkud —7 < —y < 0, nasledné po pficteni
7 obdrzime 0 < m — y < 7. Nyni vyuZijeme rovnost cos(m — y) = — cosy*, podle které plati
cos(mr—y) = —cosy = —zx. Odtud a z nerovnosti 0 < 7 —y < 7 dostavame arccos(—z) = T—y
a po dosazeni y = arccos x dokazovanou rovnost.

e Oznalme y = arcsin x a ukazme, Ze arccosx = § —y. Je-li0 <2 <1,je 0 <y < § asiny =,
odkud 0 < § —y < § a cos(§ — y) = z (protoze sinus a kosinus jsou kofunkce z ¢asti 2.1.2)
a kyzeny vztah plati. Je-li -1 <2 <0,je -5 <y <Oasiny==x,0odkud § <5 —-y<ma
cos(§ —y) = cos(m — [ +y]) = —cos(§ +y) = —sin(—y) = siny = =, kde jsme mj. vyuzili
vlastnost kofunkei pro ostré thly —y a § 4y (o souctu ).

4.1.2 Kolob&h hodnot sinu a kosinu

Jak je patrné z obrazku 4.3, grafy funkci sinus a kosinus jsou slozeny ze shodnych ,ptlvin®
stiidavé nad a pod osou z, pricemz kazda putlvina je soumérna podle svislé piimky prochézejici
jejim vrcholem. Tuto zakladni vlastnost pribéhi (vlastné kolobéhi) obou funkei nyni popiSeme
dillezitymi prevodnimi vzorci. Radime k nim vztahy pro hodnoty f(+z £ 7) a f(£z + 7), kde
f = sin nebo f = cos. Odvodime je tak, ze se znovu vratime k modelu goniometrické rucicky a
vyuzijeme geometrickych predstav o jejich pohybech, kterymi budou otoceni o thly 7, %77 a zrcadlové
preklopeni podle kosinové osy.

Zacneme vysvétlenim toho, co jsme uvedli jiz v ¢asti 4.1.1, Ze totiz sinus je funkee licha a kosinus
funkce sudé. K tomu uvazime dvé riizna otoceni rucicky O A z poéatedni polohy na poloose c¢t. Jedno
o orientovany thel  a druhé o orientovany thel —z. Rucicky se otoci o ihel téze velikosti, avSak
v navzajem opacnych smérech, takZe jejich pohyby budou ,zrcadlové soumérné“ (obr. 4.5). Pokud
koncovéa poloha OA goniometrické rucicky odpovida orientovanému thlu x a koncova poloha OA’
orientovanému thlu —z, budou body Alc, s] a A’[¢, s'], podle definice se souradnicemi

c=cosx, s=sinz, c =cos(—x), s =sin(—x),

4Tu jsme pravé pro y € (0, 7) pouzili v kapitole 3 pro rozsffeni kosinu z (0, %) na (0,m).
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KAPITOLA 4. GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

st
Ale, 5]

A'ld, ¢

S

Obrazek 4.5

soumérné sdruZené podle kosinové osy ¢, bude tedy ¢ = ¢ a s’ = —s. Vidime, Ze pro kazdé z € R
skutetné plati®

‘ sin(—z) = —sinz  a cos(—x) = cosz. ‘

7 dokazané parity plynou ihned vztahy

‘ sin(2r —z) = —sinz a cos(2m — x) = cos z,

protoze, jak vime, ¢islo 27 je perioda obou funkei sinus a kosinus. Jeji polovina, ¢islo 7, ma ve
vztahu k témto funkcim vlastnost

sin(z + m) = —sinx a cos(z + m) = —cosz,

pro niz se &islu 7 nékdy fika antiperioda (sinu a kosinu). K dikazu pouZijeme oto¢eni goniometrické
rucicky o thel 7 z polohy OA, ktera odpovida orientovanému thlu z, do polohy OA’ (obr. 4.6).
Body Ale, s] a A'[¢/, 8], jejichZ souFadnice jsou podle definice funkef kosinus a sinus rovny

c=cosx, s=sinz, ¢ =cos(x+m), s =sin(z+7),

budou soumérné sdruzené podle stfedu O. To znamena, %e ¢ = —c a s’ = —s, coZ jsme chtéli
dokazat.

Protoze pro funkci f s periodou 27 plati f(x — w) = f(x + 7), pravé dokdzané vzorce mizeme
prepsat do tvaru

‘ sin(zx —m) = —sinx a cos(x —m) = —cosx. ‘

Ve spojeni s paritou funkei (lich4 — sud4) tak dostavame dalsi vzorce

‘ sin(m —x) =sinz  a cos(m —x) = —cosz,

o0 jejichz vyznamu v trigonometrii jsme psali v kapitole 3.
Posledni geometrickou tvahu povedeme k odvozeni vztaht

. ™ ™ .
sin (:c + 5) = CcoSXT a cos <m + 5) = —sinax.

5 : Mex ~ ~ ~ 2 . - . s . 2 a o >
?Pozice ruci¢ek soumérné sdruzené podle sinové osy s by odpovidaly dvojicim orientovanych thla x a m — z, takze
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4.1. FUNKCE SINUS A KOSINUS

Ald, ¢

S

Obrazek 4.6

Predpokladejme, Ze goniometrickou ru¢icku v poloze OA, kterd odpovida orientovanému tuhlu z,
oto¢ime jedté o thel +7 do polohy OA’ (obr. 4.7). Uréime vztahy mezi soufadnicemi boda Alc, s]

S+
P S
- - ~ ~
- <
. N
7z N
7 N
. Ale, s N
7 Y
/ AN

/ \

/ \
/ A'ld, s \
1 \

1 . \
1 Pid \
1 ™ \

; 2 T 1
1
c 1o} ct
o
Obrézek 4.7

a A'|d, s'], které jsou podle definice funkei kosinus a sinus rovny

. / ™ / . ™
c=cosr, S=8S8Imxr, C = COoS :c+§ , S =sIn z+§ .

Jak je na obr. 4.7 znazornéno, pii zminéném otocenf o thel +3 picjde poloosa ¢t v poloosu s

a poloosa st v poloosu ¢~. Druha soufadnice bodu A’ se tedy rovna prvni soufadnici bodu A, tj.
s’ = ¢, zatimco prvni souradnice bodu A’ a druh4 soufadnice bodu A jsou navzajem opacén4 &isla,
tj. ¢ = —s. Diikaz vzorct je tedy hotov. Jestlize v nich zaménime x za (—x), pak s ohledem na
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KAPITOLA 4. GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

paritu funkeci dostaneme vztahy

. m ™ .
S E*.’E = COST a COS 571‘ = smdax.

Jejich prakticky vyznam ocenime pii tupravach goniometrickych vyrazi, ¢i pfi feSeni goniometrickych
rovnic a nerovnic, kdy potfebujeme pfejit od funkce sinus k funkci kosinus nebo naopak. Dodejme,
7e tyto dva dulezité prevodni vzorceS lze odvodit rovnéz avahou o soumérnosti podle osy prvniho
a tfetiho kvadrantu v soustavé Ocs dvou poloh ruéicky, které odpovidaji orientovanym thlim z a
5=

. ™ ™ .
Sin f*i = —COSXT a COS 1‘75 = Ssime.

Plynou z predchozi dvojice vzorcii, nebot diky parité funkei plati

n(rog)=m(Goe) e (e g) = (e
sin | T D) = sin B) T a Cos | x B) — COS B) x| .

V zéavéru podkapitoly vylozime prakticky uzite¢né pravidlo o tom, Ze pro libovolné x jsou hod-
noty sin x a cos x (piipadné az na znaménka) numericky shodné s hodnotami sin «, cos @ pro vhodny
thel a z intervalu (0, Z). Jisté se sta¢i omezit na hodnoty x € (0,27) a pak vyuzit toho, ze kazdé
takové z je jednoho z tvari o, m — o, T+ @, resp. 2w — « podle toho, ve kterém z kvadranti hodnota
x lezi (obr. 4.8). Takova ,redukce” argumentu xz € R na ostry ahel méa velky vyznam jednak pii
feseni goniometrickych rovnic (viz 4.4), jednak pii hledani pfibliznych hodnot sinz a cos z pomoci
tabulek. NejenZe hodnoty sinu a kosinu urc¢ime z tabulek sestavenych pouze pro thly z intervalu
(0, %), ale navic diky vlastnosti, kterou jsme vyjadili terminem kofunkce, lze dokonce vystacit s ta-
bulkami hodnot sinu a kosinu v poloviénim intervalu (0, 7).

Pozndmka: Prevodni vzorce pro sinus a kosinus, kterymi jsme se v této podkapitole zabyvali, 1ze od-
vodit i ponékud odlisnym zpusobem, pii némz je zdiraznéna uréenost obou funkei jednou pilvinou
sinusoidy, zminéna tvodem ¢asti 4.1.2.

4.2 Funkce tangens a kotangens

Nyni se budeme zabyvat dalsimi dvéma goniometrickymi funkcemi. V kapitole 2 jsme se jiz
s nimi setkali: tangens ostrého thlu byl dan podilem délek stran v pravothlém trojuhelniku s timto
vnitinim thlem, a to odvésny protilehlé a pfilehlé, hodnota kotangens byla uréena prevracenym
podilem téchZe délek. V&imnuli jsme si, Ze tyto funkce lze vyjadiit pomoci podilia funkei sinus a
kosinus. Tato podilova vyjadieni vyuzijeme nyni k tomu, abychom poté, co jsme rozsitili defini¢ni
obory funkei sinus a kosinus na mnoZzinu realnych ¢&isel, obdobného rozsiteni dosahli i pro funkce
tangens a kotangens: Funkci tangens redlného argumentu x se nazjvd funkce, kterd je ddna pFedpisem

sinx
tgx = s
Cos T
funkci kotangens definujeme predpisem
cos T
cotgr = — .
sinx

5Jejich snadna a bezpedna zapamatovatelnost je dana tim, Ze jsme sinus a kosinus ptvodné zavedli jako dvé
kofunkce na pravoihlém trojihelniku.
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4.2. FUNKCE TANGENS A KOTANGENS

S Tr =« B} r=T—«

Obréazek 4.8

Piimo z definice plyne jejich vzajemny vztah

tgx-cotgxr =1,

ktery plati pro vSechna x € R, pro néz maji obé hodnoty tgx, cotg z smysl.

Hodnoty tangens a kotangens muzeme v modelu s goniometrickou ru¢ickou odecist jako souradnice
na dvou ¢iselnych osach ¢ a ct, umisténych v soustavé Ocs zpiisobem patrnym z obrazku 4.9. Odtud
je jasné, ze plati

H(tg) = H(cotg) =R

a 7e funkce tg,cotg maji jednostranné nevlastni limity v bodech, ve kterych nejsou definovany a
které nyni upfesnime spolecné s dalsimi disledky zékladnich vlastnosti funkei sinus a kosinus.

sinx

1. Definién{ obor funkce tangens je mnozina vSech realnych ¢isel x, pro které ma vyraz 5057 smysl,

a to je pravé tehdy, kdyz cos z # 0. Obdobné defini¢ni obor funkce kotangens je mnoZina vSech
reélnych ¢isel z, pro které ma vyraz 7 smysl, a to je pravé tehdy, kdyz sinx # 0. Protoze

nulové body funkei kosinus a sinus zname (goniometricka rucicka lezi na ose s, resp. ¢ neboli
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KAPITOLA 4. GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

s t
[cotg 2, 1] 0, 1]
. ct
‘A
c
(1, 0]
1 tga]

Obrazek 4.9: Ciselné osy pro tangens a kotangens

je rovnobézna s osou t, resp. ct), plati

D(tg) = U (7% + km, g + k7r) a D(cotg) = U (km, (k+ 1)m).
keZ keZ

2. Perioda obou funkei tangens a kotangens je m:

‘tg(z+7r):tg:0 a cotg(:ﬁ+7r)=c0tgx.‘

Plyne to ze spole¢né antiperiody 7 funkci sinus a kosinus:

sin(z+m) —sinz —cos T
tg(x+m) = = =tgz, cotg(z+m)=——=cotgu.
cos(z+m) —cosz —sinx
3. Obé funkce tangens a kotangens jsou liché:
tg (—xz) = —tgx a cotg (—x) = —cotg x.
Plyne to z lichosti funkce sinus a sudosti funkce kosinus:
tg (—z) = sin(=2) - —tgz, cotg(—x)= CO,SI = —cotg z.
cos(—x) cos T —sinx

Pro kiivky, jez jsou grafy funkci tangens a kotangens, uzivime nézvu tangentoida a kotangentoida
(obr. 4.10).

O cyklometrickych funkcich arkustangens (arctg ) a arkuskotangens (arccotg x), inverznich ke
goniometrickym tgz a cotg x, jsme se jiz zminili v ¢asti 2.1.2, ovSem tehdy jsme je uvazovali pouze
na intervalu (0, o). Prislusné hodnoty (tihly) lezely mezi 0 a 5.

Funkce tangens ani funkce kotangens neni na R prosta, tedy pii zavadéni funkci y = arctgx
a y = arccotg x (obdobné jako u funkei arkussinus a arkuskosinus) je pot¥eba se omezit pouze na
takové maximéalni ¢asti defini¢nich obort funkci tangens a kotanges, na kterych jsou tyto funkce

prosté a které pfitom obsahuji jiz zminény interval (0, 7). U funkce tangens je to interval (=7, 3),
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y=tgx y = cotgx

(SIE]
N

Iy
NE]

(a) (b)

Obrézek 4.10: Grafy funkei tangens a kotangens

u funkce kotangens jiny interval (0, 7). Na pifslusném intervalu je funkce tangens rostouci, funkce
kotangens klesajici a ob& tam nabyvaji viech hodnot z intervalu (—oo, 00). Pro inverzni funkce proto
vybereme obory hodnot

H(arctg) = <—g, g) a  H(arccotg) = (0,7).

Ziskdme tak dvé funkce se spole¢nym definiénim oborem
D(arctg) = D(arccotg) = (—o00,00),

jejichz forméalni definice lze zapsat ekvivalencemi

™ T
y:arctgz@z:tgy/\—a <y < 9
y = arccotgr & x =cotgy A0 <y < .

Grafy funkci arkustangens a arkuskotangens vidime na obr. 4.11. Oba grafy maji dvé asymptoty

Y Y

y = arctgx \ y = arccotg x
’ ‘ \

(a) (b)

NIE]

M
[en)

Obrézek 4.11: Grafy funkei arkustangens a arkuskotangens

rovnobézné s osou x. Je rovnéz patrné, Ze zavedena funkce arkustangens je rostouci, zatimco funkce
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arkuskotangens na celém svém defini¢nim oboru klesid. Uvedeme jesté a dokdZeme t¥i vztahy pro
cyklometrické funkce

T
arctg(—x) = —arctg z, arccotg(—z) = m — arccotg «, arctg x + arccotg x = >

platné pro kazdé x € R.

o Je-li y = arctgw, pak —§ <y < § ax =tgy, odkud - < —y < 5 a —z = tg(—y), nebot
funkce tangens je licha. Posledni dva vztahy uZz znamenaji, ze —y = arctg (—z).

e Jeli y = arccotgx, pak 0 < y < m a ¢ = cotgy, odkud —7 < —y < 0, nésledné po pficteni 7
obdrzime 0 < m —y < 7. Nyni vyuZijeme rovnost” cotg(m —y) = —cotgy, podle které plati
cotg(m — y) = —cotgy = —x. Odtud a z nerovnosti 0 < 7 —y < 7 dostévame arccotg(—z) =
= m —y a po dosazeni y = arccotg r dokazovanou rovnost.

e Oznafme y = arctgx a ukazme, 7e arccotgz = 5§ —y. Jeliz > 0,je 0 <y < § atgy =z,
odkud 0 < § —y < § a cotg(§ — y) = z (protoZe tangens a kotangens jsou kofunkce z Casti
2.1.2) a kyzeny vztah plati. Je-li 2 < 0,je -5 <y <Oatgy==,0odkud T < §—-y<ma
cotg(§ —y) = cotg(m — [5 +y]) = —cotg(§ +y) = —tg(—y) = tgy = z, kde jsme mj. vyuzili
vlastnost kofunkei pro ostré thly —y a § 4y (o souctu ).

4.3 Zakladni goniometrické vzorce

postupné uvedeme po skupinich a opatiime je ,8htrou” dukazi, tvoricich v textu naSi prace celek
podobny tomu, jaky se v sou¢asnosti vyzaduje pii exaktnim vykladu kterékoliv matematické teorie.
Nékteré dalsi goniometrické vzorce pak odvodime v podkapitole 4.6.

Jako prvni zminime je$té v této Gvodni ¢asti vztah, o kterém jsme jiz pojednavali v predchozich
kapitolach. Tento (snad nejznaméjsi) goniometricky vzorec

cos’z +sin?z =1 (pro kazdé x € R)

(zvany goniometrickd jednicka) plyne z naseho modelu z Pythagorovy vty pro pravouhly trojuhel-
nik, jehoZ pfeponou je goniometrickd ru¢icka OA a jehoZ odvésny maji délky |cosz| a |sinz| (viz
obr. 4.12).

Kromé goniometrické jednicky znéme jiz jednu skupinu vzorci, kterym jsme vénovali ¢ast 4.1.2
a kterym fikdme vzorce prevodni. My je podstatné vyuzijeme i pfi kli¢ovém dikazu této podkapitoly,
a to hned v nasledujici ¢asti 4.3.1.

4.3.1 Soucdtové a rozdilové vzorce

Z predchozich trigonometrickych kapitol uz dobie zndme souctové vzorce pro sinus a kosinus

‘ sin(z +y) = sinx cosy + cos rsiny, ‘ (4.1)

‘ cos(x 4+ y) = cosxcosy — sinzsiny. ‘ (4.2)

“Rovnost plyne z lichosti funkce kotangens a dale z jeji periody .
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s
A
1 | sin x|
T\ [~
Ol |cos| c

Obrazek 4.12

Dokézali jsme je nejprve v situaci, kdy zastoupené thly z,y,z + y lezi v intervalu (0, §), pozdgji
rozsifeném na interval (0, 7). NaSim cilem je nyni ukazat, Ze tyto vzorce plati pro funkce sinus a
kosinus v realném oboru bez jakéhokoliv omezeni, tedy pro libovolna ¢isla z,y € R.

S ohledem na spole¢nou periodu 27 obou funkei sinus a kosinus stac¢i ovéfit platnost vzorca (4.1)
a (4.2) za predpokladu, Ze ¢isla x,y jsou vybrana z intervalu (0, 27). Toho zFejmé dosdhneme, kdyZ
dokazeme néasledujici dvé tvrzeni:

s

e Vzorce (4.1) a (4.2) plati pro libovolna x,y z intervalu (0, §).
e Plati-li vzorce (4.1) a (4.2) pro n&jakou dvojici (x,y), plati i pro dvojice (z+3,y) a (z,y+75).

Prvni tvrzeni je zfejmé, je-li nékteré z ¢isel x,y rovno nule, nebot sin0 = 0 a cos0 = 1. V opaéném
piipadé, kdy obé ¢isla x, y lezi v otevieném intervalu (0, ), lezi vSechna tii ¢isla z,y,x +y v inter-
valu (0,7) a v takové situaci vzorce (4.1) a (4.2) plati podle trigonometrickych dikazi uvedenych
v podkapitole 3.6.

Piedpokladejme tedy, Ze vzorce (4.1) a (4.2) plati pro danou dvojici (2, %) a pro dvojici (z+7,y)
zapiSme nejprve vzorec (4.1):

2

cos(x+y) cosx —sinx

sin (x+ T +y> = sin (:L'+ g) cos Yy + cos (m+ g) siny.
—————

Pod hodnoty sinu a kosinu s argumenty obsahujicimi s¢itanec § jsme zapsali jejich zjednodusena
vyjadreni podle pFevodnich vzorcu z ¢asti 4.1.2. Vidime, Ze vzorec pro sinus sou¢tu na dvojici (z +
+ %,%) je ekvivalentni se vzorcem (4.2) pro kosinus souctu na pivodni dvojici (z,y). Podobné je
vidét, Ze vzorec pro kosinus sou¢tu na dvojici (z + §,v)

m ™ . T .
cos <x+§+y) = cos <x+§) Ccosy — sin (1:+5> siny
N—_———

— sin(z+y) —sinz cosx

je ekvivalentni se vzorcem (4.1) pro sinus souc¢tu na ptuvodni dvojici (z,y). Protoze dle pfedpokladu
oba vzorce na dvojici (z,y) plati, plati i na dvojici (z + §,y). Stejné tak se oba vzorce zduvodn{ i
pro dvojici (z,y + 5). Tim je cely dikaz vzorct (4.1) a (4.2) v oboru R ukonéen.

Z dokazanych vzorct (4.1) a (4.2) odvodime nyni vzorce pro sin(xz — y) a cos(z — y), které se
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nazyvaji souhrnné spolu se vzorci (4.1) a (4.2) souctové, nicménd v nékteré literature je ¢tenar
nalezne pod nézvem rozdilové vzorce pro sinus a kosinus. Maji tvar

‘ sin(x — y) = sinz cosy — cos zsiny, ‘ (4.3)

‘ cos(z —y) = coszcosy +sinzsiny ‘ (4.4)

az (4.1) a (4.2) plynou diky paritam funkei sinus a kosinus:
sin(z — y) = sin(z + (—y)) = sinz cos(—y) + cos z sin(—y) = sinx cosy — cos rsiny,
cos(z —y) = cos(z + (—y)) = cosz cos(—y) — sinz sin(—y) = cos x cosy + sin z sin y.

Aby byly sou¢tové a rozdilové vzorce kompletni, odvodime jesté vzorce pro tg(x+y) a cotg(xty).
Kromé vzorct (4.1) a (4.2) vyuzijeme toho, Ze ob& funkce tangens i kotangens jsou liché:

sinz cosy cos siny

ta(o + y) = sin(z + y) _ SINTCOSY + COSTSINY  coswcosy T coszcosy _ T +tgY
o : ~ coszcosy sinzsiny _ ’
cos(x +y) coszcosy—sinzsiny osreony ™ cos ooy 1—tgxtgy
tgx +tgy
tg(z +y) = —————. 4.5
gz +y) T tgrtey (4.5)
tgr+tg(-y) _ tgz—tgy
tg(x — =tg(x + (— = = ,
gz —y) = tg(z + (—y)) T—taote(—y)  1+tgatay
tgxr —tgy
tg(x —y) = ————. 4.
gz —y) I figrtey (4.6)
cote(z + 1) = cos(z +y) _ cosxcosy — sinxsiny _ 72?;;53?5 - 7%;325 _ cotgxcotgy — 1
sin(z + y) sin x cos y + cos x siny i‘;iiﬁifj + if’ﬁ;i‘gz cotgy + cotgx ’
cotg z cotgy — 1
cotg(x = 4.7
gl +y) cotgy + cotgx (47)

cotgx cotg (—y) —1  —cotgrcotgy —1  cotgacotgy + 1

tg(r —y) = cot — = = =
cotg(w —y) = cotg(z + (=y)) cotg (—y) + cotg x —cotgy + cotg cotgy —cotgx ’

__ cotgxcotgy + 1

. (4.8)
cotgy — cotgx

cotg(z — y)

V zavéru této Casti se zminime o prakticky dilezité otazce, jak si sou¢tové vzorce pro sinus
a kosinus dobfe zapamatovat, ¢i spiSe jak je v pripadé nutnosti rychle a bezpeéné odvodit. Jak
podrobnéji posoudime v Sesté kapitole, bezesporu nejlepsim feSenim je algebraicky roznasobit soucin
dvou komplexnich jednotek v levé strané rovnosti

(cosz +isinz)(cosy +isiny) = cos(x + y) + isin(z + y)

a porovnat realné a imaginarni ¢asti obou stran. Nyni spiSe jako kuriozitu uvedme, Ze oba souctové i
oba rozdilové vzorce pro sinus a kosinus lze zapsat jedinou rovnosti pro nasobeni ¢tvercovych matic
radu 2:

cos(z+y) sin(x+y)| [cosxz sinz cosy siny

sin(z —y) cos(z — y)} B Linx cos 1} ' [f siny cos y} ’
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4.3.2 Funkce dvojnasobného a poloviéniho argumentu

Vzorce pro funkce dvojnasobného argumentu, dfive v podkapitole 2.5 uvedené pouze pro thel
z intervalu (0, §), nyni diky vySe odvozenym souctovym vzorcim dokézeme pro viechna redlna cisla:

sin 2z = sin(z + =) = sinz cosz + coszsinz = 2sinz cos z,

‘ sin2z = 2sinz cos x. ‘ (4.9)
cos2x = cos(z + ) = coszcosx — sinzsinx = cos? z — sin z,
(9 — 2 sin?
cos 2x = cos” x — sin“ z. (4.10)

Kdyz prepiSeme kvadraty ve vzorci pro cos2x pomoci goniometrické jednicky, obdrzime jesté jeho
dalsi dva tvary:

cos 2z = 2cos?z — 1 a cos2z =1 — 2sin’ z. (4.11)

tgr +tgx 2tgx
tg2e = tg(z + o) = 1—tgrtga - 1—tg2z’

2tgx
tg 2 4.12
85T =1 —tg2z (412)
t tga — 1 tg2e — 1
cotg?aj:cotg(w—l—x)zco BLCOTET - 8T
cotg x + cotgx 2cotg x
cotg?x — 1
cotg2r = —=———. (4.13)
2cotg x
Odvodme jesté vzorce, které ukazuji, jak hodnoty sin 2z a cos 2z zavisi na hodnoté tg x:
. 1
sin 2z — ZSIHIC?SZJ' . Coslzgc _ 2tga:2 ’
cos?z +sin‘r ——  1+tgi
2tgx
§in 20 = —o . (4.14)
14 tgex
2 -2 1 2
— w2z 1—t
08 27 — cos2 x s%n2 T Coslz z _ g;z:7
cos*x +sin“x - 1+ tg“z
1—tg?
cos 2z = 75523: (4.15)
1+tgex

Prakticky vyznam tyto vzorce pfinaseji pii tzv. univerzdlni goniometrické substituci

2 1—¢2 2
—, COST =
14 t2

T
t= tg§ = sinx =
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vhodné k feSeni nékterych goniometrickych rovnic nebo k vypocétim neuréitych integrali.
Prejdéme nyni ke vzorcim pro funkce poloviéniho argumentu. K jejich odvozeni ndm pomohou
vztahy (4.11), ve kterych zaménime z za 5:

1 3
cosz = 2cos? = — 1 = cos = :iglm, (4.16)
2 2 2
1—
cosx:1—2sinZg = sin%:iy/%. (4.17)

Jak je vidét, hodnoty cos § a sin § nejsou hodnotou cos & uréeny jednozna¢né. Hodnota cos x se totiz
nezméni, zvétsime-li (neznamy) argument = o 27. Pfi takové zméné se ovSem polovi¢ni argument 3

zvétsi o 7, takZze obé hodnoty cos 3 a sin § zméni znaménko:

. r+2m . (T .z
sin =1 (f + 7r) = —sin —,
2 2 2

T+ 27 T x
cos = Cos (—+7r) = —COS —.
2 2 2

Zdtraznéme, Ze znaménka hodnot cos 5 a sin § nelze urcit ani v pfipadé, kdy kromé hodnoty cos z

zname i znaménko ve vztahu sinz = +v/1 — cos? z (vysvétleni je stejné).
Nyni odvodime vzorce pro tangens a kotangens poloviéniho argumentu:

. l—cosz — .
x sing /73 1 L 1—cosz
tg— = o= =4 o =44 R
2 cos Z 14cosz cos 1+ cosx
2 + 5 2
7

x 1—cosx
tgs =44/ ———. 4.18
g2 1+ cosx ( )
‘ T  Cosg 14 cosx
cotg— = = e
g2 sin § 1—cosx
cotgf . lJrcos:U7 (4.19)
2 1 —cosx

pfitom v obou vzorcich (4.18) a (4.19) se bere stejné znaménko, které ani v tomto piipadé neni
ur¢eno hodnotou cosz. Nelze to oviem tentokrat zdavodnit moZnou soucasnou zménou hodnot

x s M4 Mt o PR . e, z *
cos 5 a sin § na opacna ¢isla. Vysvétleni ndm poskytnou jiné dva vzorce pro hodnoty tg3 a cotgg,
které obdobnou nejednoznacnosti znamének ,netrpi“:

. z sing 2sin § cos § sinx
gQ_COS%_ 2cos? 2 " 14cosz’
T sinz
tgs = —— 4.20
g2 14 cosx ( )
to cos§y  2sin§cos g sinw
CO —_ = - = - - =
g2 sm% 231112% 1—cosz’
x sinx
cotg— = ————. (4.21)
2 1—cosx
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Vidime, ze hodnoty tg5 a cotgd maji stejné znaménko jako hodnota sin z, délend v obou vzorcich
kladnymi vyrazy 1 + cosz, resp. 1 — cosz. Dodejme, Ze pokud do vzorct (4.20) a (4.21) dosa-
dime sinz = +v/1 — cos? z, dostaneme po snadné tipravé vzorce (4.18) a (4.19) s nejednoznaénymi
znaménky =+.

4.3.3 Prevody soudini na soucty a naopak

V zévéretné ¢asti naseho prehledu zakladnich goniometrickych vzorci popiSeme, jak nazev ¢asti
napovidé, vyznamné tpravy, které pii vypoctech s goniometrickymi funkcemi ¢asto potfebujeme.
Nejdiive uvedeme a dokaZeme skupinu vzorci pro sou¢iny dvou goniometrickych funkei:

sinz - siny = cos(z ~ y) ; cos(x + y)’
COST - COSY = cos(w +y) —; cos(z — y)’ (4.22)
sinz - cosy = sin(@ + ) ; sin(@ = y)

K dtkazu vyuZijeme toho, Ze tyto souciny se objevuji v pravych stranach sou¢tovych a rozdilovych
vzorcl (4.1) — (4.4). Dostaneme je proto z rovnosti
cos(x —y) — cos(z 4+ y) =coszcosy +sinzsiny — (coszcosy — sinzsiny) = 2sinzsiny,
cos(x +y) + cos(z —y) = coszcosy —sinzsiny + cos z cos y + sinzsiny = 2 cos x cos y,
sin(xz 4+ y) + sin(z — y) = sinx cosy + cosxsiny + sinz cosy — cosxsiny = 2sin z cosy
po vydéleni ¢islem 2.

Druhou skupinu tvoii vzorce, které naopak soucty a rozdily dvou funkci pfevadéji na souciny:

sinx+siny:2sinx;y i

cos 5

+y .-y
sin ,
2 2

sinx—siny:2cosx
4y c—y (4.23)
cos ,

2
Ty
5

cosx + cosy = 2cos

LTy o
COS$—COSy:—2SID Sin

Odvozeni zahéjime tak, Ze pfepiSeme vySe uvedenou rovnost
sin(a + b) + sin(a — b) = 2sinacosb

v novych proménnych a,b. Abychom obdrzeli vzorec pro soucet sin x +siny, polozime © = a+b,y =

= a—b a z této soustavy vyjadiime a = xTﬂ’ ab= % Pro takova a, b dostaneme jiz prvni vzorec
v (4.23). Z n&ho hned plyne vzorec druhy, nebot funkce sinus je licha:

sinx+sin(fy)=2$inm_ycosm—;y = sinxfsiny:2cosz—;ysinz;y
Soucet a rozdil kosini ziskdime obdobné:

z T —
cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosa - cosb = cos + cosy = 2cos ;ycos 2y.
. . Tty Ty
cos(a —b) — cos(a +b) = 2sina - sinb = cosx — cosy = —2sin sin ——.
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4.4 Goniometrické rovnice a nerovnice

Goniometrickou rovnici ¢ nerovnici nazyvame tlohu nalézt vechna takova &isla = (velikosti
ahla), ktera spliuji danou rovnici, resp. nerovnici, v niz se vyskytuje nezndma z jako nezavisla
proménné v argumentu jedné nebo vice goniometrickych funkei.® Piiklady goniometrickych rovnic
jsou

cosx =z, tgx—2sinz =0, cotg(dr —1)=—6,

priéemz hned prvni z nich je prakticky obtiZzné Fesitelna, nebot neznaméa x v ni vystupuje i mimo

argument goniometrické funkce. Naproti tomu tfeti rovnice patii k tém nejjednodussim a bézné
feSenym, kterymi nas vyklad metod zahéjime.

Goniometrickou rovnici ve tvaru

f(=)

kde f je jedna z goniometrickych funkei sin, cos, tg, cotg a c¢ je dané realné ¢islo, nazyvame zdkladni
goniometrickou rovnici. Jak vime, s funkcemi sin a cos mé takovéa rovnice v oboru R néjaké feSeni
(budeme fikat, Ze je Fesitelnd), jen kdyZ je dané c z intervalu (—1,1); u funkei tg a cotg miize byt
¢ € R libovolné. Pokud je ovSem rovnice f(z) = ¢ FeSitelna, ma diky periodicité funkce f nekoneéné
mnoho feSeni. Staci ji tedy feSit u funkef sin a cos pouze na intervalu (0,27) a nésledné k feSenim

odtud pricist celo¢iselné nasobky ¢isla 27; u funkci tg a cotg pri¢itame ke vzdy jedinému feSeni na

intervalech (=%, %) pro tangens a (0,7) pro kotangens celo¢iselné nasobky ¢isla 7.

Obrazek 4.13: Rovnice sinz = k a sinx = —k TeSené na sinusoidé

Prakticky postup pii feSenf rovnice f(z) = c:

1. Najdeme feSenf xg rovnice f(x) = |c|, které lezi v intervalu (0, §) (fikejme v prvnim kvad-

rantu) pomoci tabulek ¢i kalkulacky, neumime-li ho ur¢it (pro vyznaéné hodnoty |c|) zpaméti,
pifpadné ho zapiSeme symbolicky jako xg = arcf(|c|). Takové feSeni z( je na tomto intervalu
nejvyse jedno diky monoténnosti vsech goniometrickych funkei. Neni-li rovnice f(z) = |¢|
Fesitelna, nema ani ptuvodni{ rovnice f(x) = ¢ feSeni.

2. Sestrojime FeSeni rovnice f(z) = ¢ pomoci hodnoty zg nalezené v bodé 1 ve v8ech ¢tyfech kvad-
rantech (0, §), (5, ), (r, %”), (37”, 27) u funkef sin, cos a v prvnich dvou kvadrantech u funkef
tg, cotg. Ve kterych ze zminénych ¢tytech ¢ dvou kvadrantech Feseni skuteéné existuji, zavisi

na znaménku hodnoty c. K uréeni téchto feSeni méme dvé moznosti:

8Zpiisob nazyvat rovnici piimo tlohou jsme pievzali z ucebnice [13], str. 423, nebot tim podle naseho nazoru
zdafile vystihujeme rozdil mezi terminy rovnice a rovnost.
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Y / y=tgx
k, .
T
0
/ —k
Obrézek 4.14: Rovnice tgx = k a tgx = —k FeSené na tangentoidé

e Vyuzit znamého pribéhu grafu funkce f, kterym je sinusoida, kosinusoida, tangentoida
nebo kotangentoida. Na obr. 4.13 a 4.14 vidime feSeni goniometrickych rovnic sinx = k,
sinz = —k atgx =k, tgx = —k, kde k > 0. Z obr. 4.13 jsou dobie vidét vztahy mezi
hodnotami sinu v bodech xg, 7 — xg, 7 + xg, 2T — xg, které pii urcovani feSeni rovnice
sinz = £k vyuzivame a které jsme podrobné posuzovali v podkapitole 4.1.

e Vratit se k modelu goniometrické rucicky v jednotkové kruznici v roviné Ocs doplnéné
pfipadné o osy t a ct pro hodnoty tangens a kotangens. Na obrazku 4.15 vlevo vidime
feSeni goniometrickych rovnic sinx = k a sinx = —k, kde £k > 0. V prvnim piipadé
jde o thly z I. a II. kvadrantu a ve druhém piipadé jsou vysledné thly x z kvadrantu
ITI. a IV., jak lze vy¢ist z obrazku. V pravé ¢asti obrazku jsou znazornéna feSeni rovnic
tgx =k atgr =—k.

K zakladnim goniometrickym rovnicim maji blizko rovnice

flaz+b) =c,

kde f je jedna z goniometrickych funkci a a, b, ¢ € R dana ¢isla, a # 0. Linearni substituci y = ax+b
pfevedeme takovou rovnici na zékladni rovnici f(y) = c.

B Piiklad 4.4.1. V oboru R fedte rovnici sin(2z + %) = —1.
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1
1 6 c -1
s=—k
-1
(a) (b)
Obrazek 4.15: Rovnice sinz = k, sinz = —k a tgx = k, tgx = —k TeSené na jednotkové kruznici
Resen:
=2+ = sing=-—2
y=2z+ siny = -5,
sin ! € <0 TF> = i
SINY = —. 1 — = —
Y 279 D) Y 6’
1 T T T 1w
siny = —o,y € (0,27) P=TE = =2 o=
1 7 11
siny:fi,yeR = yl,k=%+2kﬂ,y2’k=%+2kﬂ (k € 2),
T T 11
2I+Z—F+2kﬂ' = I17k—ﬁ+k71'7
T  1l=w 197
2$+Z—T+2kﬂ' = $27k—ﬁ+kﬂ.

nic, uz vypisovat feeni konkrétnich zakladnich rovnic f(ax + b) = ¢ (na které FeSené rovnice vzdy
redukujeme) nebudeme.

Prejdeme nyni k dilezitym z hlediska praxe rovnicim

flaz +b) = f(cx +d),

kde f je jedna z goniometrickych funkei sin, cos, tg,cotg a a,b,c,d jsou dana realné cisla. Kvili
periodi¢nosti funkce f nelze zadanou rovnici redukovat na rovnici axz +b = cx +d. Funkce tangens a
kotangens jsou na zédkladnim intervalu (=%, %), resp. (0, 7) délky jejich spole¢né periody m prosté.
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Proto l1ze zadané rovnice s témito dvéma funkcemi fesit apravami

tg(ax + b) = tg(cz + d) = axr +b=cx+d+km,
cotg(ax + b) = cotg(cz + d) = axr +b=cx+d+km,

kde k € Z; musime vSak v zavéru feSeni zjistit, pro ktera z nalezenych FeSeni xj s parametrem k
mé hodnota tg(azy + b), resp. cotg(azy, + b) smysl. U rovnic

sin(az + b) = sin(cz + d), cos(ax + b) = cos(cz + d)

je situace slozit&jsi, nebot funkce sinus a kosinus se spole¢nou periodou 27 nejsou na intervalu délky
27 prosté. Uvedeme nyni dva postupy, jak takové rovnice fesit. Protoze tvar argumenti ax+b, cx+d
neni pro tyto Gvahy podstatny, pojedndme o rovnicich sinU = sinV a cosU = cos V' s obecnymi
vyrazy U a V, které nabyvaji hodnot z oboru R.

o

\04237”5295 \oaﬂ'ﬁz/z
(a

) (b)
Obrazek 4.16: Kdy pro «, 3 € (0,27) plati sin = sin 3, resp. cos a = cos 3.

e Uvaha o zakladnim intervalu (0, 27).

Rovnost sina = sin 8, a, 8 € (0,27), « # 3, nastane ve dvou pifpadech (viz obr. 4.16 vlevo):

3
al‘;ﬁl:g 54 51271'7041 a 042‘2"ﬁ2:?7r < 522371'7042.

Diky periodé funkce sinus odtud ziskdme zavér o feSeni rovnice sin U = sin V' v oboru R:

sinU=sinV <& V=U+2kr Vv V=n—-U-H+2kn, kde k € Z.

Rovnost cosa = cos 3, a, 8 € (0,27), a # [, nastane opét ve dvou piipadech (viz obr. 4.16
Vpravo):

algﬁlzﬂ &S fL=2r—m a %62:

=4 52:271'—0@.

Diky periodé funkce kosinus odtud ziskdme zavér o feSeni rovnice cos U = cos V' v oboru R:

cosU =cosV & V=U+2kr V V=-Ud+2kn kdekeZ.
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e Uprava na soucin.

Rovnice typu sinU =sin V' a cos U = cos V muzeme pomoci vzorcu pro rozdily sini a kosinti
piepsat do soucinovych tvari

Uu-Vv U+Vv
cos —5—,

2
uv-v  U+V
sin —

0=sinU —sinV = 2sin

0=cosU —cosV = —2sin

a pak TeSit zakladni otazku, kdy se jeden nebo druhy ¢initel rovna nule, coz jsou zakladni
goniometrické rovnice pro nulové body funkei sinus a kosinus. Jejich feSeni dobfe zname

snW =0 & W=kt a cosW=0 & W:g—i-kmkdekez.

Na rovnice, kterymi jsme se pravé zabyvali, mizeme jednoduchymi tpravami prevést i nékteré
dalsi podobné rovnice. Uvedme nékolik piikladu takovych tprav:

sin(ax + b) = —sin(cz + d) & sin(az + b) = sin(—cx — d),

cos(ax + b) = —cos(cz + d) & cos(ax + b) = cos(cx + d + ),
tg(az + b) = cotg(cz + d) & tg(az +b) = tg (5 —cx — d) ,

sin(az + b) = cos(cz + d) & sin(az + b) = sin (g —cx— d) .

B Piiklad 4.4.2. V oboru R Feste rovnici sin(3z 4+ §) = — cos(2x + §).
Regeni: V prvnim kroku vyuZijeme prevodniho vzorce sin(x — §) = —cos a:

sin <3x + g) = —cos (256 + g) ,
sin (33: + %) = sin (237 + T_ z) ,

3 2
3z+f (21‘+777>+2kﬂ' = x 775—ﬂ-+2k7r
4 3 2 LE= 7
m 117w 2k
T (s ff,) 2% =" , kde k € Z.
Sed oy =7 (9”3 g) TAT = T2k = gt €

Metodu substituce jsme dosud uplatiiovali pouze tak, Ze za novou neznamou jsme volili argument
goniometrické funkce, kterd v feSené rovnici vystupovala. Metodicky vyznamnéjsi je moznost volit
za neznamou piimo dotyénou hodnotu goniometrické funkce, ktera v rovnici vystupuje. Tak ¢asto

ze slozité rovnice pomoci jedné ze substituct
y=sinz, y =cosx, y =tgx, y=cotgx, y=tg > obecndji y = f(ax +b)

ziskdme rovnici, vétsinou algebraickou, s novou nezndmou y a pak uréime vSechny jeji redlné ko-
feny y1,¥y2,...,yn. (V praktickych situacich ptjde obvykle o kvadratickou rovnici, kterd ma vzdy
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nejvyse dva realné kofeny.) Po navratu k pivodni neznamé vyFe$ime, nam jiZz znamou metodou,
goniometrické rovnice tvaru

flaz +0b) =y1, flax +b) =y, -, flax +b) = yn.

Tak napiiklad rovnice 2 cos? x — 7 cos  +3 = 0 po substituci y = cos z piejde v kvadratickou rovnici
2y%2 —Ty+3=0skofeny y; =3 a yp = %; zbyvé vytesit rovnici cos r = % (druha rovnice cosz = 3
7adné TeSeni nema).

U nékterych goniometrickych rovnic je potfeba pred samotnym zavedenim substituce pfepsat jednu
goniometrickou funkci, popf. jeji druhou mocninu, pomoci jiné goniometrické funkce. V tomto kroku
vyuzivame vztahy:

-2 2 2 . 9 sinx
sin“x =1 —cos“z, cos“r =1—sin“z, tgr =
cos T
sin 2x = 2sinx cos z, cos 2z = cos’z —sin?z =1 — 2sinz = 2cos?x — 1.

Konkrétn& rovnici 7cos z + 2sin? z — 5 = 0 pFepiseme takto:

2

Tcosz +2(1 —cos’z) —5=0 < 2cos’z —Tcosx+3=0.

Uvedme nejcastéjsi pripady goniometrickych rovnic prevadénych na algebraické rovnice.

e F(sinz,cos’z) =0 a F(sinz,cos2x) = 0 fesime substituci
e F(cosx,sin?2) = 0 a F(cosx,cos 2x) = 0 fedime substituci
e F(sinz + cosz,sin2z) = 0 FeSime substituci |y = sinz + cos 2|, pfitom vyuZzivame rovnosti

y? = 1 % sin2z.

e Substituci fesime rovnice F(cosz,sinz) = 0 specidlniho typu, u nichz je funkce
F(c,s) v proménnych ¢, s homogenni. Znamena to, Ze existuje (nejCast&ji celé nezaporné)
¢islo m, pri kterém rovnost

F(tc,ts) =t" - F(c,s)

plati pro libovolné ¢isla t, ¢, s, kdy maji obé strany rovnosti smysl. Po dosazeni sin x = y-cos x,
kde y = tgx, totiz volbou ¢t = cos x v nasi podmince dostaneme

F(cosz,sinx) =0 & cos"x - F(1,y) = 0.

V pripadé cosx # 0 tak prechazime k FeSeni rovnice F(1,y) = 0 s nezndmou y. Vyznamnym
prikladem homogennich rovnic jsou rovnice

acos’z + beosxsinx + csin’z =0

s konstantnimi koeficienty a, b, ¢, k nimz se nékdy dostaneme po tpravé rovnic obsahujicich
cos 2z nebo sin 2z. Za zminku stoji, Ze na uvedenou homogenni rovnici lze pfevést i rovnici

acos?z +beossing + csin®x = d
s dalsi konstantou d # 0, kterou lze diky goniometrické jedni¢ce pfepsat do tvaru

(a—d)cos®>z +beoszsinz + (¢ —d)sin®z = 0.
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V predchozim vyétu chybi rovnice obecného tvaru F(cosz,sinz) = 0, na ktery lze snadno pfevést
i rovnice typu F(cos z, sin x, cos 2z, sin 2z) = 0. Takové rovnice (zejména ty, u kterych je funkce F
line4rni v obou proménnych) se objevuji v praktickych tlohach, pfedchozi substituce v8ak k jejich
feden{ zpravidla nevedou. SpiSe jen teoreticky vyznam pro feSeni rovnic F(cos z,sinz) = 0 ma tzv.
univerzdlni substituce

2y 11—y . 2y . 1—y?
— = T = , cotgx = ,
1+ 42 BT =12 & 2

T .
Y= tg§ = sinz =

nebot vede v nové neznamé y na algebraické rovnice vysokych stupiia. Vyhodnéjsim postupem nékdy
byva zavést dvé nové nezndmé | c=-cosx, s =sinx ‘ a misto jedné pivodni rovnice F(cosz,sinz) =
= 0 Tesit soustavu rovnic o dvou neznamych

‘F(c,s):O7 A rs?=1.

Takovy postup je schudny zvlasté tehdy, kdyz z prvni rovnice lze neznamou c¢ vyjadrit pomoci s,
nebo naopak s pomoci ¢. Po dosazeni takového vyjadieni do druhé rovnice pak feSime rovnici pro
zbylou neznadmou s, resp. c.

Jak jsme jiz naznadili, vyznamnym pifkladem rovnic F(cosz,sinz) = 0 je rovnice

‘acosa:ersinx: c,

kde a,b,c € R, kterd byva ¢asto nazyvana linedrni rovnici mezi kosinem a sinem a které se ted
budeme vénovat podrobnéji. Pfedné si povSimneme, Ze pokud je jedno z &isel a, b, c rovno nule,
ziskdvame zékladni goniometrickou rovnici (neni-li oviem a = b = 0), kterou jiz umime Fesit:

. c
a=0 = smxzz, b=0 = coszx=—,

Qo

c=0 = tgx:—% (b#0) VvV cotgx=—— (a#0).

V dalsim vykladu proto budeme piedpokladat, Ze a,b,c # 0. Metody TeSeni linearni rovnice mezi
kosinem a sinem jsou dvé — (vy8e obecné popsand) algebraickd metoda a metoda goniometrickd.
V tomto pofadi je nyni i posoudime. Je$té predtim vSak poznamenejme, Ze k feSeni zkoumané
rovnice lze Gsp&né uplatnit i t¥eti postup: diive zminéna univerzalni substituce y = tg5 nas od
rovnice a cosx + bsinx = ¢ ziejmé piivede ke kvadratické rovnici

a(l —y?) + 2by = c(1 +¢?).

1. U algebraické metody prechazime k soustavé dvou rovnic o dvou neznamych sinz a cosz,
které uz ted nebudeme pieznacovat jako s a c:

acosx + bsinx = ¢,
cos?z +sin’z = 1.
Kazdé feseni [sin z, cos x] této soustavy urcuje nekoneéné mnoho feseni piivodni rovnice diky

periodé 27 obou funkef sinus a kosinus, pricemZ na intervalu (0,27) existuje jediny thel z,
ktery danému feSeni odpovida. Analyticky-geometrickou interpretaci algebraické metody je
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1 sinx P
T2
T 1
-1 O Ccos T
k
-1

Obrézek 4.17: Rovnice a cos x + bsinx = ¢ feSené na jednotkové kruznici

hledani priniku pifmky p : acosz + bsinz — ¢ = 0 a jednotkové kruznice k : cos? z +sin®z =

=1 (obr. 4.17). Kritériem existence feSeni rovnice acosx + bsinz = ¢ je tedy podminka, aby
dany priinik byl neprazdny, coz zapiSeme pomoci vzdalenosti po¢atku O = [0, 0] od piimky p:

pNk#D & |Op| < 1.

Z analytické geometrie vzpomenime vzorec % pro vzdalenost bodu [zg, ] od pFimky

az + by + ¢ = 0, do kterého v nasi podmince |Op| < 1 dosadime:

_la-0+b0-0—¢f | AT
101 = Va2 + b2 7\/a2+b2§1 < el < Viat 5%

Tak jsme odvodili, Ze rovnice acosz + bsinxz = ¢ je TeSitelnd, pravé kdyz jeji koeficienty
a, b, ¢ spligji podminku |c| < v/a2 + b2. Je-li posledni nerovnost ostra, ma zkoumané rovnice
v intervalu (0, 27) dvé rtizné feseni, jak je tomu v situaci na obr. 4.17.

. Myslenkou goniometrické metody je tprava levé strany rovnice acosx + bsinx = ¢ na tvar
K -sin(z + ), kde K > 0 a ¢ € (0,27) jsou vhodna &sla.® Touto tipravou ziskavame zékladni
goniometrickou rovnici pro funkci sinus ve tvaru

K -sin(z +¢) =c & sin(z + ¢) = e
Ukazme proto, jak kyzené vyjadieni levé strany ptivodni rovnice prakticky najit. Pro kazdé
r € R ma platit

acosx + bsinx = K -sin(z + @),

acosx + bsinx = K - (sinx cos ¢ + cos z sin ),

acosx + bsinz = Ksingpcosz + K cos ¢psinx.

S P - . . . . P P P
9Leva strana rovnice a cos x + bsinz = ¢ je tak v proménné x sinusoiddlni funkci. Tomuto druhu funkci se budeme
vénovat v prikladu 4.7.1.
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Cisla K a ¢ tudiz hledame z podminek
Ksinp = a, Kcosp =b.
Umocnénim obou rovnosti a jejich naslednym sec¢tenim uréime neznamé kladné ¢islo K:
K%sinp+ K?cos?p=a’4+0* = K?. 1=d>+0® = K= \/m.
Pro druhou neznamou ¢ € (0, 2m) tak dostaneme soustavu rovnic

. a a b b
sing = = = ———, CoSp = — = ———.
¥ K ‘/a2+b2 ® K ’/CL2+62

Jeji Tesitelnost je zaruena tim, Ze soucet druhych mocnin pravych stran obou rovnic je (diky
uréené hodnoté K') rovna 1. Prakticky lze &islo ¢ urcit napiiklad tak, Ze nejprve v oboru
(0, 2m) vyresime rovnici
twos @
8¥Y =17

a pak podle znamének ¢&isel a,b vybereme feSeni ¢ ze ,spravného” kvadrantu.

B Priklad 4.4.3. Obéma metodami vyfeste v oboru R rovnici 6 cosz — 8sinx = 5.
Resent:

1. Algebraickad metoda:

_6c—5
=5

c=cosz, s=sinx = 6c—8s=5H = s

6c — 5
8

2
A+si=1 = cz+( ):1 = 6402+(60—5)2:64 =
= 100¢® — 60c — 39 = 0,
D = (—60)2 —4-100- (—39) =400-48 = /D =803,

_ 60+80v3  3+4v3 61 —5  —4+3V3

“ 200 10 @ 8 10
b 60-80v3 3-4V3 65 _-4-3V3
277200 10 0 PT 8 T 10

Dvojici kladnych &isel (1, $1) odpovida FeSeni x z prvniho kvadrantu, takze

—4+3V3

2km, k € 7.
10 + 2k, kK €

T1} = arcsin

Dvojici zapornych €isel (cg, s2) odpovida Feseni x ze t¥etiho kvadrantu, takze

+3v3

4
29 ) = T+ arcsin 0 + 2km, k € Z.
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2. Goniometrickd metodas:
Zadanou rovnici vydélime &islem K = va2 + b2 = /62 + 82 = 10:

1
gcosx—gsinx:§,
1 4 3
sin(z + ¢) = 3 kde cosp = —g 8 singp = 5
arcsin1 =T *ﬂ—arcsin§
2_ 67(10_ 57
3 3 5
1k + 7 —arcsin - = % +2km, )+ 7 — arcsin 5= % + 2k,
5

5 3
Tik = —% + arcsin 5 +2kn (ke€Z),

3
Tok = —% + arcsin — + 2k7 (kez).
5

Presvédceme se, Ze oba postupy feseni vedly ke stejnému vysledku, Ze tedy plati rovnosti

arcsin 774 +3V3 -_T + arcsin §
0 6 5’
4
T + arcsin %\/g = 75% + arcsin g + 2m.

Protoze % < arcsin% < %, je prvni rovnost rovnosti dvou thlii z prvniho kvadrantu, takze plati,

6
pokud
ﬂ = gin _r + alrcsin§
0 6 5)°
Uzitim sou¢tového vzorce dostavame

sin —E—i-aurcsin§ = gin aurcs.in§ cosz—cos arcsin§ sinz—§ ﬁ—é l—ﬂ
6 5) 5 6 5 6 5 2 N '

Druh4 rovnost

4+43V3  Tm .3
———— = — 4 arcsin —

T -+ arcsin 10 6 5

je rovnosti dvou thlu ze t¥etiho kvadrantu, nebot 0 < arcsin% < §. ZmenSeme je oba o hodnotu 7
a pak porovnejme hodnoty jejich sint:

. (T .3 . .3 T .3 1 4 3
sin g—i-arcsmg :smgcos arcsmg +cos€sm arcsmg :5-5—0— .

Tim je rovnost obou mnozin feSeni ovérena. |

_4+3V3
10

ot w

Vratme se k obecnému vykladu o metodéch feseni goniometrickych rovnic. Zadny dal3i jejich typ
uz obecné zapisovat nebudeme. Misto toho poznamename, Ze mnohé goniometrické rovnice fesime
tak, zZe vyuzivime algebraické a goniometrické upravy, abychom je pfevedli na soucinovy tvar

Fi(z)  Fa(z) ...  Fp(z) =0,
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kde kazdy ¢initel je tvaru F;(x) = fi(a;x+b;) — ¢;, v némz f; znad¢i nékterou goniometrickou funkei a
koeficienty a;, bs, ¢; jsou dana realna &isla (Gasto je ¢; = 0).1° Protoze souéin nékolika ¢initel je roven
nule, pravé kdyz je aspoi jeden €initel nulovy, v8echna feSeni rovnice Fiy(x) - Fo(z) ...  Fy(z) =0
dostaneme, kdyz vyfesime kazdou z jednotlivych zakladnich rovnic

Fi(x):fi(aim—i-bi)—cizo (’L':LQ,...,TL)

a mnoziny jejich Feseni nakonec sjednotime.!’ Tato zavéreéna faze je tedy rutinni zaleZitost, rozho-
dujicim krokem celého priubéhu feSeni je dovést vychozi goniometrickou rovnici vhodnymi apravami
do soucinového tvaru, o kterém jsme pravé pojednali.

B Priklad 4.4.4. Kazdou z jednotlivych rovnic

a) 3sin (a:+277r> = 2sin (ng 8;) ,

b) sinz +sin3z + sinbz = 0,
c) cosx - cos2z = cosdx - cos b
pieved'te na soucinovy tvar.

Resent: a)

xr 87 N 9 167 N +27T 9 9
= — 4+ — =2y — — T+ — =2y — 2m,
YT YT 7 - Y

3sin(2y — 2w) =2siny < 3sin2y = 2siny,

1
0=3sin2y —2siny = 3-2sinycosy — 2siny = 6siny (cosyf 7> ,

3
sin EJr8—7r cos §+8I ! =0
2 7 27 3]

b)
sinx + sin 3z + sindz = 0 (soucet sint prevedeme na soudin),
2sin 5x2+ z cos br — 2 + sin 3z = 0,
2sin 3z cos 2z 4 sin3x = 0 (vytkneme spoleény €initel),
sin3z - (2cos 2z + 1) = 0.
c)
cosx - cos 2z = cos 4z - cos bx (soudiny kosinii pfevedeme na soucty),

cos 3x + cos x

5 = 5(005 9z + cos x),

0 = cos 9z — cos 3z (rozdil kosini pFevedeme na soucin),

0 = —2sin6z - sin 3z.

10V soucinovém tvaru tedy napf. neni rovnice sinz - cosz = % (na pravé strané neni nula), kterou ovSem vyFesime
prevodem na zékladni rovnici sin 2z = %
1 Tyto mnoziny &asto nejsou disjunktni. Abychom jejich sjednoceni zapsali ,,bez opakovani“, vypiSeme nejprve a

porovname vSechna FeSeni na nékterém intervalu délky rovné spoleéné periodé obou stran ptvodni rovnice.
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Nas prehled metod feSeni goniometrickych rovnic zavrsime poznamkou, ze u nékterych rovnic lze
vyhodné vyuzit poznatku o ohrani¢eném oboru hodnot (—1, 1) funkei sinus a kosinus. Tak napiiklad
rovnice

sin P+ cos@ + 2 =0, sinR-cosS =—1 a 3sinT —4 = cos® U
(tvar vyrazti P,@Q, R, S,T,U neni dillezity) mohou byt splnény jeding tak, Ze plati
sin P =cos @ = —1, {sinR,cos S} = {-1,1} a sinT =1AcosU = —1.
Pro libovolna &isla s, ¢ € (—1,1) totiz plati
s+c+22>0, s-c>—1 a 38—4§—1§c37
pritom rovnosti nastanou jen ve vyse uvedenych piipadech. |

V kratsi druhé ¢asti této podkapitoly pojedname stru¢né o feSeni goniometrickych nerovnic.
Setkavame se s nimi napiiklad pii stanovovani defini¢nich obori slozenych funkei. Tak funkce zadané

predpisy
y1 = log(V/3 — tgz), Yo = Vsinx + cosx

maji definiéni obory tvofené vSemi feSenimi nerovnic
tgx < \/3, resp. sinz 4+ cosz > 0.
Prvni z nich patfi mezi zdkladni goniometrické nerovnice, které jsou obecné tvaru

fl@) <e f@) <c f(z) 2 ¢ fx) >,

kde f je jedna z goniometrickych funkci sin,cos,tg,cotg a ¢ je dané realné ¢islo. Jejich feSeni
méa uzkou souvislost s piislusnou goniometrickou rovnici f(xz) = c. Je-li tato rovnice Fesitelna,
jsou jeji jednotliva feSeni krajnimi body intervald, ze kterych je slozen obor pravdivosti pavodni
nerovnice.'? O které intervaly se konkrétné jednd, milzeme zjistit z grafu goniometrické funkce f
nebo z jeji urcenosti goniometrickou ruci¢kou na jednotkové kruznici. Obé metody nyni stru¢né
okomentujeme.

o Reseni goniometrickyjch nerovnic na grafech
Touto metodou miZeme Fesit nejen zakladni goniometrické nerovnice (viz napf. obr. 4.18),
ale i nerovnice typu'3

flax +0b) <c a flax +b) < g(cx +d),

kde f a g jsou (ne nutné ruzné) goniometrické funkce (viz napt. obr. 4.19). Obecné lze konsta-
tovat, ze feSenf nerovnice F(z) < G(z) je vyhodné ,odecitat” graficky, kdykoliv mame grafy
funkei F' a G k dispozici.

o Reseni goniometrickyjch nerovnic na jednotkové kruznici
V roving s kartézskou soustavou soutadnic Ocs (doplnénou piipadné o osy ¢ a ct pro funkce

12Neni-li pFislusna rovnice fesitelna, je situace jednodussi: nerovnice sina > 2 nemé feSeni, nerovnice cosz > —2
ma za FeSeni kazdé x € R.

13Pro stru¢nost budeme od tohoto mista zapisovat typy nerovnosti jen se znakem <, i kdyZ na jeho misté mize
byt i kterykoliv ze znakti >, < nebo >.
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Obrézek 4.19: Nerovnice sin > cosz a sin 2z < sinz v oboru z € (0, 27)

tangens a kotangens) muzeme fesit zakladni goniometrické nerovnice zptusobem, ktery objas-
nime podle obr. 4.20 na piikladech sinz < —% atgar > —%. V prvnim z nich hledame ty
body na jednotkové kruznici k, které lezi ve vyznacené poloroviné p o rovnici s < f%. Vysled-
nou mnozinou je znazornény oblouk, jehoz krajni body odpovidaji dvéma vyznacenym thliam
1, T9 — FeSenim prislusné rovnice sinx = —%. Ta jsou pak krajnimi body uzavieného intervalu
(x1,x2), jenz je hledanym oborem pravdivosti zadané nerovnice v oboru (0, 27).

U druhého prikladu, nerovnice tgx > f%, hledame ty body na jednotkové kruznici k, jejichz
(prodlouzend) spojnice!? s pocatkem O protne tangentovou osu ¢ v bodé vyznagené polo-
piimky ¢ > —%. Vysledna mnozina je tvotena dvojici obloukt, takze mnoZina TeSeni zadané
nerovnice v oboru (0, 27) je sjednocenim piislusnych intervali (0, §), (1,3 5) a (x2,2m), kde

r9 = x1 + 7 — v souladu s tim, Ze funkce tangens mé periodu 7.

B Piiklad 4.4.5. Reste goniometrickou nerovnici sin(2z + §) > 1
Reseni: Zavedeme substituci y = 2x + § a vyreSime pnslu'snou gomomctrlckou rovnici:

1 5
siny:§ & y1:%+2k’7r, y2:§+2kﬂ'.

Z grafu nebo z jednotkové kruznice nerovnici vyfesime a vratime se zpatky k neznamé x:
1 5T
siny2§ & JdkeZ: 7+2k7r<y<?+2k7r

5t
%—}—21@71‘3210—}—1 —+2k7r = ——+/€7T§:E§%+kﬂ'.

3 6 12
Odpoved: x € U <—— + k7r, + k7r>

MPfipominame, ze p¥i odeétu hodnot tga na ose t je nutné (v 2. a 4. kvadrantu) goniometrickou ruc¢icku OA
prodlouzit nikoliv za bod A, ale za bod O.
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Obréazek 4.20: Nerovnice sinz < —% atgxr > —% v oboru z € (0, 27)

Vénujme se nyni souhrnné pocetnim metodam feSeni slozité&jsich goniometrickych nerovnic. Vse-
obecné lze konstatovat, zZe pro né muzeme vyuzit stejné postupy jako pro piislusné goniometrické
rovnice, které jsme podrobné popsali dfive. Tak pro jednotlivé typy goniometrickych nerovnic

F(sinz,cos 2z) < 0, F(cosz,cos2x) <0, F(sinz £ cosz,sin2z) <0

zavadime po Fadé substituce y = sinz,y = cosz,y = sinz £ cosz, podobné jako pro obecnou
nerovnici F'(sinx,cos z) < 0 mizeme uvazovat o univerzalni substituci y = tg §. Kazdou takovou
substituci y = f(z) pfechazime k algebraické nerovnici P(y) < 0, jejiz mnozina FeSeni je — obecnd
vzato — sjednocenim nékolika omezenych ¢i neomezenych intervali. Pro kazdy z nich pak usku-
tefnime navrat od nové neznamé y = f(z) k pivodni neznamé x. Je-li napf. (c,d) jeden takovy
interval, zminény navrat spoé¢iva v feSeni soustavy goniometrickych nerovnic ¢ < f(z) < d. K fesent
soustav prechazime i v pfipadech, kdy se nam vychozi{ goniometrickou nerovnici podaii upravit na
soudinovy tvar Fj(z) - Fa(z) < 0; vysledny obor pravdivosti je sjednocenim mnoZin FeSeni dvou
soustav

Fi(z) <OAFy(z) >0 a Fi(z) > 0A Fy(z) <0,

nebot o znaménku hodnoty souinu rozhoduji znaménka ¢initeli. (Podobné soustavy bychom mohli
vypsat i pro nerovnice v souinovém tvaru slozeném z vice ¢initeli.)
Posledni pozndmku vénujme linedrnim nerovnicim typu

acosx + bsinz < c.

P11 jejich feSeni algebraickou metodou dostavame pro jednu neznamou ¢ = cos x nebo s = sinx kva-
dratickou nerovnici, kterou pak fesime v oboru (—1,1). Tento postup (stejné jako u rovnic) miiZeme
interpretovat (a zaroven i kontrolovat) graficky zptsobem z obr. 4.21, kdy hledame prinik jednot-
kové kruznice k s polorovinou p, ktera odpovida prislusné linearni nerovnici. Druh& goniometricka
metoda TFeSeni linedrni nerovnice mezi sinem a kosinem spociva ve difive popsané tpravé

acosx +bsinz < ¢ & sin(z + ¢) <

C
VET B
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s vhodnou hodnotou ¢.

CcoS T

Obrazek 4.21: ReSenf nerovnice 3cosz + 2sinz > —1

te nerovnice

o5 (e )

b) + (1 + cosz) cos 2z < cos 3z + 2 cos® z.

B Piiklad 4.4.6. V oboru (O 27) fe

Reseni: a)

in (2045 ) <sin(2+2) & sin(204 %) —sin(v+2) <0

sin (20 + & sin (2 + 3 sin (22 + ¢ sin (2 + 3 ,

3r w . T ™ 3r 7 . T ™
2cos<7+z)-sm(§—ﬁ)<0 < 1) cos(7+z>>0/\sm<§—ﬁ)<0,

3z 7 /T ™
2) cos(7+z> <0/\sm<§fﬁ> > 0.

T 3r ™ 9w x s

—— + 2k —+ - < = +2k 21 ——— <2 21

2+ 7T<2+4<2+ T N T+ 7r<2 12< T+ 20,
7 4dkw T 4dkw 137 25m
o -+ — A — +dr —— + 4w, kde k,l € Z.
2+ 3 <CE<6+ 3 6 + <z < 6 + 4lm, e k,l €

€(0.2r) = 2z€(0,HUCEE) Aze(0,E) = z€(0,F).

2)
T k< LT 3T Lok A 04 2r< P < ryoln
2 2 4 2 2 12 ’
7w 4dkw 5 4kw T 137
—+t—<zz<—+— AN —+Hdr<x<—+4n, kde k,l € Z.
6+ 3 <@ 6 + 3 6+ T 6 + 4im, kde k,l €
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b)
14 (1 + cosz) cos 2z < cos 3z + 2 cos® z,
14 (1 + cosz) cos 2z < cos(2x + ) + 2 cos® ,
1+ cos 2z + cos x cos 2z < cos 2x cos & — sin 2z sin x + 2 cos® T,

1+ cos 2z + sin 2z sinz — 2cos® x < 0,
2cos8? 2 + 2sin® zcosz — 2cos® x < 0,
2cos z(cos x + sin® x — cos? x) < 0,
2cos z(cosz + (1 — cos? ) — cos® x) < 0,

2cosx(cosz 4+ 1 —2cos?z) < 0.
Pro y = cos x tak méame nerovnici
y(14+y—2y%) <0 mneboli y(1—y)(1+2y) <0

s nulovymi body y = 0,y = 1,y = —1, ktera ma v oboru R fegeni y € (—3,0) U (1,00). S ohledem
na substituci y = cosx druhy interval vylou¢ime a dostavame f% < coszx < 0. ReSenim puvodni

nerovnice v intervalu (0,2r) je proto x € (5, %7) U (47, 37).

4.5 Goniometrické soustavy rovnic

V predchozi podkapitole jsme se seznamili s rozliénymi metodami FeSeni goniometrickych rov-
nic. Kazdé z nich byla tlohou na nalezeni vSech vyhovujicich hodnot jedné nezndmé x € R. Nefesili
jsme vétsinou jednotlivé rovnice, nybrz jsme popisovali metody FeSeni celych skupin typové blizkych
rovnic.

Resent geometrickych tloh nas vsak ¢asto stavi do situace, kdy hleddme vice neznamych thla
svazanych riaznymi podminkami, které dokazeme vyjadfit uréitou soustavou rovnic. Je-li mezi nimi
aspoii jedna goniometrické rovnice (tedy rovnice s neznamymi v argumentu goniometrickych funkef),
mluvime o goniometrické soustavé rovnic. Vytvorit metodiku feseni néjakych Sirsich skupin takovych
soustav je prakticky nemozné, proto se pii nasemu vykladu budeme zabyvat pomérné konkrétnimi
soustavami, které pfesto jisty rys obecnosti postradat nebudou. Pijde totiz vesmés o pfiklady sou-
stav popisujicich konkrétni geometrické situace s jednim nebo vice vstupnimi udaji, které se pak
stavaji parametry doty¢nych rovnic v obvyklém vyznamu tohoto terminu skolské matematiky. Re-
Seni takovych soustav pak samoziejmé vyzaduji diskusi o existenci, tvaru a po¢tu feSeni.

Goniometrické soustavy rovnic, které budeme formou piikladd Fesit, jsme vétSinou pievzali
z knihy [26].1° Z rozsahovych divodi nebudeme prokazovat, Ze tyto soustavy skuteénd maji sviij
,geometricky puvod“. Prvni z vyjimek u¢inime v piipadé Snellovy soustavy z tvodniho ptikladu
4.5.1. PopiSeme jiz nyni dalezitou ilohu z matematické geodézie, ktera nés privede pravé ke Snellové
soustaveé.

Na mapé, na které uz jsou zakresleny zndmé geodetické body A, B a C, mdame vyznacit novy geo-
deticky bod M, z neéhoZ jsou usecky AB a BC vidét pod ihly o, resp. B, jez byly prakticky zméieny.

V daném trojuhelniku ABC oznac¢ime a = |AB|,b = |BC| a ¢ = |£ABC/|. Polohu bodu M

5Na odlisny pivod pFikladii upozornime poznamkami pod &arou.
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Obrazek 4.22

uréime vypod¢tem dvojice uhli x = |[{BAM]|,y = |{BCM| vypoftem z naméfenych uhli o =
= |{AMB]| a f = |BMC|. K tomu sestavime soustavu dvou rovnic s neznamymi z a y. Prvni
z nich

rH+y=2m—(a+p+p)

okamzité plyne ze sou¢tu vnitinich thla étyfahelniku ABCM. Druhou goniometrickou rovnici od-
vodime ze sinové véty zapsané pro trojuhelniky ABM a BCM:

sinz  |BM| siny |BM| sinz  bsina

= o D
sin a sin 8 b siny asinf

Tak jsme zadanou geodetickou tlohu prevedli na feSeni soustavy rovnic s neznamymi x, y, ktera je

tvaru

sinr bsina

T4y =21~ (a+B+¢).

siny asing’

Bude to prvni ze skupiny prakticky vyznamnych goniometrickych soustav, které budeme fesit a
které jsou vSechny typu

‘f(l’)*f(y):% xiy:b‘

s neznamymi z,y € R, danou goniometrickou funkeci f, danou aritmetickou operaci * a parametry
a,b € R. Z rozsahovych davodi nebudeme zapisovat feSeni téchto i dalsich soustav az do konce,

nybrz se spokojime zpravidla s odvozenim nékteré zékladni goniometrické rovnice o jedné neznamé,
se kterou uz je dokonceni celého feSeni rutinni zalezitosti.

B Priklad 4.5.1. Refte soustavu rovnic

sin x

=a, x+y=>

siny

Reseni: Vyjadieni z = b—y z druhé rovnice dosadime do prvni rovnice, kterou pak upravime pomoci
souc¢tového vzorce pro sinus:
sinz  sin(b—y) sinbcosy — cosbsiny

a=——= - = - =sinb - cotgy — cos b.
siny siny siny
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Dostavame tak zakladni rovnici s nezndmou y pro funkci kotangens
sinb - cotgy = a + cosb.
Diskuse o jejim feseni (podle toho, zda ¢islo sin b je rovno nule ¢i nikoliv, a zda v pfipadé sinb = 0 je

rovno nule i ¢islo a+ cosb) je snadna. Kazdému nalezenému Feseni y pak odpovida jediné z = b—y.
Dodejme jesté, ze podobnym postupem lze fesit i soustavy

sin x Ccos T
- =a, z—y=">b| a
siny

=a, zEty=h
cosy

B Priklad 4.5.2. Reite soustavu rovnic

sinx +siny=a, x+y=0>=.

Reseni: Do prvni rovnice upravené podle vzorce pro soucet sinti dosadime za soucet x +y hodnotu b
z druhé rovnice:

T—y b T—y

Y P
cos = 2sin — cos
2 2

a =sinx +siny = 2sin

To je zékladni rovnice s nezndmou u = % pro funkeci kosinus. Existence jejich feSeni ziejmym
zpusobem zavisi na hodnotach a, sin g. Ke kazdé vyhovujici hodnoté u pak uréime piislusné x,y ze
soustavy linearnich rovnic
r—y
r+y=0, — = U.

Dodejme, Ze stejnym postupem lze Fesit i soustavy

sinx £siny = a, miy:b‘ a |cosacic0sy:a7 rty=>o.

B Piiklad 4.5.3. Reite soustavu rovnic

sinz-siny=a, x+y=0>.

Regeni: Dvojnasobek levé strany prvni rovnice vyjadiime jako rozdil kosini a za soucet x + y
dosadime hodnotu b z druhé rovnice:

2a = 2sinzsiny = cos(z — y) — cos(x + y) = cos(z — y) — cosb.

To je zékladni rovnice s nezndmou u = = — y pro funkci kosinus (kterd ma Feeni, pravé kdyz
|2a 4+ cosb| < 1). Ke kazdé vyhovujici hodnoté u pak uréime p¥islusna z,y ze soustavy linearnich
rovnic

r+y=0>b, x—y=u.

Podobnym postupem lze fesit i soustavy

sinxsiny = a, x—y:b‘ a |cos:ccosy:a, rEty=>0.
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Drfive neZ piejdeme k soustavam daného typu pro funkce tangens a kotangens, poznamenejme,
ze postupy TeSeni prvnich ti{ pfiklada lze pouzit i pro obdobné soustavy, u nichz je parametru a
roven jeden z vyrazi

. . sin x
sinx £ cosy, sinzcosy,

cosy’
nebot sta¢i vyuZit prevodni vzorec cos (1 —y) = sin Fitom substituce ¢y’ = T — y zméni rovnici
Yy p 5 Y Y, P Yy 35— Y

x £y = b na rovnici téhoz typu z Ty’ =bF .

B Priklad 4.5.4. Reite soustavu rovnic!®

‘tngrtgy:a, r+y=>.

Reseni: Predpoklddejme nejprve, Ze hodnota tg b existuje. Potom z danych rovnic odvodime vztah

tgr +tgy a
teb =1t = = ,
& g(z+v) 1—tgatgy 1—tgatgy

ze kterého (v piipads, Ze a - tgb # 0) vyjadiime hodnotu p = tgz tgy zlomkem
a
1——.
tgb

Zname tedy jak soucet, tak i soucin hodnot tgz a tgy, takZe je miZeme urcit jako kofeny t; o
kvadratické rovnice

p:

thater:().

(Diskusi o existenci kofent stejné jako rozbor pifpadu a - tgb = 0 vynechame.) Nakonec ve vyjad-
Fenich
r =arctgty + km, y=arctgte +Im

(nezapomenme, Ze kofeny t; a ty musime dosadit v obou pofadich) uré¢ime zéavislost parametrt
k,l € Z tak, aby byla splnéna pitivodni rovnice « +y = b (a nikoliv jen jeji dusledek tgb = tg(z+y),
ze kterého nas postup vychazel).

V pfipadé, kdy hodnota tgb neexistuje, vede rovnice z + y = b k hodnoté p = tgxtgy = 1.
Dalsi postup s kvadratickou rovnici je stejny jako v prvnim piipadé.
Dodejme, ze podobnym postupem lze fesit i soustavy

tgx —tgy =a, J:—y:b| a ‘cotgxicotgy:a, rty=">

(v obou rovnicich druhé soustavy se berou stejna znaménka). |

Vyklad jednotlivych piikladii goniometrickych soustav nyni ozivime ukézkou zajimavé kon-
strukéni tlohy, jejiz feSeni snadno prevedeme na soustavy rovnic s funkci tangens z predchoziho
prikladu 4.5.4.

Na dané tecné ke kruznici o stiedu S sestrojte usecku dané délky d, jeZ je ze stiedu S widét pod
danym uhlem w.

Ozna¢me r polomér dané kruznice a x,y neznamé thly, které podle obrazki obou moznych situaci
urcuji polohy krajnich bodu A, B hledané usecky. Je patrné, Ze x,y spliiuji soustavu rovnic

d d
tgr+tgy=—, x+y=w| resp. |(tgr—tgy=—-, z—-y=w.
T T

Prvni soustava pro situaci z levého obrazku je piimo v zadani piikladu 4.5.4, druha soustava odpo-
vidajici pravému obrazku je zminéna v zavéru jeho feSeni.

16V knize [26] je tato soustava pouze okrajové zminéna, aniz by byla uvedena souvisejici geometrické tloha, kterou
) )
popiSeme vzapéti poté, co soustavu vyresime.
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Obrazek 4.23

B Piiklad 4.5.5. Reste soustavu rovnic!”

tgx—tgy=a, z4+y=>ob.

Resent: Predpokladejme nejprve, Ze hodnota tg b existuje, a zaved me pomocné neznamé p = tgx tgy
a s =tgx + tgy. Z druhé rovnice soustavy plyne
tgx +tgy S

tgb=tg(z+y) = T tgrtey =T, odkud s = (1 — p)tgb.

Ze soustavy linearnich rovnic
tgzr +tgy = (1 —p)tgh, tgz—tgy=a

nachazime i g i Jtgb
—p)tgb+a —p)tgb—a
AT gy =
2 2
Po dosazeni do vztahu tgx tgy = p ziskdme kvadratickou rovnici

tgxr =

(1—p)*tg’b—a® =4p

k uréeni hodnoty p (v pripadé tgb = 0 jde o rovnici linearni). Ke kazdé vyhovujici hodnoté p
vypocteme podle uvedenych vzorct hodnoty tgx a tgy. Zbytek feSeni je stejny jako u prvni Gasti
feseni prikladu 4.5.4 — musime zajistit, aby byla splnéna nejen rovnice tg(z +y) = tg b, ale i pivodni
rovnice x +y = b.

V pripadé, kdy hodnota tgb neexistuje, vede rovnice = + y = b k hodnoté p = tgaxtgy = 1,
takze hodnoty u = tgx,v = tgy lze v tomto piipadé urcit z jednoduché soustavy rovnic

u—v=a, u-v=1.

Zbytek (Feseni zakladnich rovnic tgx = u,tgy = v a zajisténi podminky x + y = b) je nasnadé.
Dodejme, Ze popsanym postupem lze fesit i soustavy rovnic

|tg:c+tgy:a, xfy:b| a ‘cotga;:tcotgyza, I:Fy=b~|

"Uvedeme vlastni (odlisny od knihy [26]) postup FeSeni.
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B Priklad 4.5.6. Reite soustavu rovnic

|tngtgy:a, z+y=>0.

Regeni: V piipadg, kdy hodnota tg b existuje, z druhé rovnice soustavy plyne

tgr +tgy  tgr+tgy
1—-tgatgy 1—a

tgb=tg(zr +y) =

takZe musi byt a # 1, jinak soustava nem4 FeSeni. Ze vztahi
tgx +tgy=(1—a)tghb a tgx-tgy=a
vidime, Ze ¢isla t1 = tgx a to = tgy jsou kofeny kvadratické rovnice
t?—(1—a)tgb+a=0.
Po jejich urceni zbyva vyfesit dvé zakladni rovnice tgx = ¢ a tgy = t2 a zajistit splnéni rovnice
x +y = b, kdyZ zarucené plati tg(z + y) = tgb.
V pripadé, kdy hodnota tgb neexistuje, z rovnice z + y = b plyne tgxtgy = 1, takze dana

soustava méa feSeni, jen kdyZ a = 1, a jsou to vSechny dvojice (z,y) uréené rovnici « +y = b.
Podobny postup lze uplatnit i k feSeni soustav

|tgxtgy:a, xfy:b‘ a |tg:)ccotgy=a7 xj:y:b,|

piitom od soudinu tg x cotg y lze pomoci substituce y' = § —y piejit k soudinu tgx tgy’. (Soustavu
rovnic se zadanym soudinem cotg x cotgy jsme ani nezapsali, nebot tento soucin je prevracenou
hodnotou sou¢inu tgx tgy.) |

Ve v8ech predchozich piikladech jsme feSili soustavy dvou rovnic, z nichz jedna byla goniomet-
rickd a druhé linedrni. Nyni pfejdeme k soustavam, v nichz obé rovnice budou goniometrické. I jejich
vybér je dan praktickym vyznamem pii feSeni geometrickych tloh (které vSak uvadét nebudeme).

B Priklad 4.5.7. Reite soustavu rovnic

sinzsiny = a, coszcosy:b.‘

Reseni: Ze souctového vzorce pro funkci kosinus vyplyva, ze zadanad soustava je ekvivalentni se
soustavou zékladnich goniometrickych rovnic

cos(z+y)=b—a, cos(z—y)=b+a.

Takové rovnice jsou Fesitelné, pravé kdyZ plati |b — a| < 1 a zarovei |b+ a| < 1. Po uréeni hodnot
u=2x+y,v =2 —y (nezapomeiime na dva nezavislé celo¢iselné nasobky periody 27) se vratime
k ptivodnim neznamym

1 1
xzi(u—i-v), yzi(u—v).

Podobnym postupem zaloZenym na sou¢tovém vzorci pro funkci sinus lze fegit soustavu

‘sinxcosy =a, coszsiny= b.‘
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B Piiklad 4.5.8. Reite soustavu rovnic

‘sinzcosy:a, CoSTCOSY = b.‘

Resent: Predpokladejme nejprve, ze b # 0. Pak nutné plati i cosx # 0 a cosy # 0, takZe po vydéleni
prvni rovnice soustavy jeji druhou rovnici dostaneme zakladni goniometrickou rovnici

tx*g
g =

Po urceni vyhovujicich ¢isel & a dosazeni pfislusnych hodnot cos z, které jsou ziejmé tvaru

+b 20
COSL = — e ,
Va2 + b2

do druhé rovnice piivodni soustavy dostaneme zakladni rovnici
cosy = £v/a? + b2

k uréeni druhé neznamé y. Zarovenn vidime, ze v piipadé b # 0 ma zadana soustava FeSeni, pravé
kdyz a? + b2 < 1.

V pripadé b = 0 je druhé rovnice soustavy splnéna, pravé kdyz cosxz = 0 nebo cosy = 0. Je-li
cos ¢ = 0, uréime odtud neznamou x a po dosazeni hodnoty sinx = +1 do prvni rovnice dostaneme
rovnici cosy = +a k uréeni hodnoty y. Je-li naopak cosy = 0, musi byt a = 0, jinak prvni rovnici
soustavy nelze splnit, v kladném p¥ipadé (a = 0) je pak hodnota z libovolna.

Podobnym zptisobem miizeme Fesit i soustavu rovnic

‘sinxcosy =a, sinzsiny= b.|

B Piiklad 4.5.9. Reste soustavu rovnic

|sinac—i-siny:a7 cosa:—i—cosy:b.‘

Reseni: Po znamém prevodu souctl na souciny dostaneme soustavu rovnic

+y r—y a Tz+y z—y b
cos =_—, cos cos =

. T
sin , ,
2 2 2 2 2

ktera po substituci u = 3(z 4+ y),v = 3(z — y) piejde v soustavu fesenou v piikladé 4.5.8.

Uvedeny postup lze vyuzit i pro feSeni soustav

‘sinz:l:siny:a, cosrtcosy=1b

s ostatnimi tfemi variantami znamének v obou rovnicich.

B Piiklad 4.5.10. Redte soustavu rovnic

tgx +tgy =a, cotgx + cotgy =b.

Resend: Substituci u = tgx,v = tgy dostaneme algebraickou soustavu rovnic

1
ut+v=a, —+-—=0b,
u v
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kterou v pripadé b # 0 snadno vyfesime na zakladé implikace

1 1
b:waf=u+v=i = w=-o
u v uv uv b

(je-li b =0, musi byt i a = 0, jinak soustava nema feSeni). Odtud totiZ plyne, Ze neznamé u, v tvori
dvojici kofenti t1 2 kvadratické rovnice

a
t? —at+ - = 0.
b
Po jejich vypoctu (podminku existence vypisovat nebudeme) pak zbyva vyfesit dvojici zakladnich
rovnic tgx = ¢1,tgy = t2 (s ohledem na symetrii jsme zapsali pouze jednu z obou soustav). |

Zavéretnou trojici prikladi budou tvofit soustavy se spole¢nou geometrickou motivaci, kterou
je uloha uréit vnit¥ni ahly «, 3,7 vSech téch trojuhelniki, pro néz jsou hodnoty f(a), f(8), f(7)
s danou goniometrickou funkei f v daném postupném poméru p : g : r. Tato podminka

fl@): f(B): f(v)=p:q:r

s danymi parametry p, ¢, € R vlastné pfedstavuje dvojici rovnic pro t¥i neznamé «, 3, y; potfebnou
t¥eti rovnici je zakladni vztah a4+ 8+ v = 7. V zadéani piikladi nebudeme uvadét podminku, Ze
parametry p, g, r jsou ruzné od nuly. Je-li totiz napiiklad p = 0, vede zakladni rovnice f(a) = 0
pfimo k urceni hodnoty «; pro zbylé neznamé 3, pak dostavame soustavu, kterou jsme se uz za-
byvali dfive.

Pro funkei f(z) = sin z ma popsana tloha zifejmou souvislost se sinovou vétou pro obecny troja-
helnik. Uvedeme ji jako prvni v pofadi, zavér FeSeni nas diky zminéné souvislosti patrné nepiekvapi.

B Priklad 4.5.11. Reste soustavu rovnic!8

sinz:siny:sinz=p:q:r, r4+y+z=m.

Resend: Prvni rovnice soustavy bude splnéna, pravé kdyz pro vhodné realné &islo ¢ # 0 bude platit
sinz = pt, siny=qt, sinz=rt. (4.24)
Z druhé rovnice soustavy odvodime tii analogické disledky, prvni z nich takto:
sinz = sin(r —y — z) = sin(y + z) = siny cos z + cos ysin z = rt cosy + qt cos z.
Po dosazeni do rovnosti sinz = pt a zkraceni ¢islem ¢ dostaneme prvni ze ti{ rovnosti
P =1rcosy + qcosz, =TCcoST 4+ pcosz, T =qCosT+ pcosy, (4.25)

zbylé dvé rovnosti se odvodi analogicky. Ziskali jsme soustavu tii linedrnich rovnic pro neznamé
cos T, cos ¥, cos z, kterd mé, jak se snadno ovéfi, jediné feseni

@+ 12— p? P4+ g P2+ —r?
coSx =-——"—"—, CcOSy=—""—"6o, CosSz=-—"—".
2pr 2pq

4.2
S (4.26)

8[34], uloha 63, str. 44. V feSeni na str. 202-203 jsou pouze odvozeny zékladni rovnice pro cos x,cosy,cos z. N&§
vyklad doplnime o dalsi ivahy, nebot uvedeny postup Feseni je zalozen na disledkovych tpravach takového druhu,
Ze je principialné nelze ,obratit“.
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To jsou zakladni goniometrické rovnice k uréeni neznamych z,y, z (které ne ndhodou pfipominaji
rovnosti z kosinové véty). Spliuji vSechny trojice z,y, z vyhovujici témto tfem zakladnim rovnicim
zadanou podminku pro pomér sinz : siny : sin z? V§imnéme si, Ze z rovnice pro cos x plyne

2 2 _ 2\ 2
[sinz] = /1 — cos? _\/1_(q tr p> Ve

2qr B 2|gr|’

kde ¢ = /2(pq + pr + qr) — (p> + ¢ + r2), podobné se stejnou konstantou c plati

Ve Ve

|siny| = = .
2|pr| 2|pq|

a |sinz|

Musi tedy byt ¢ > 0, tehdy z odvozenych vyjadieni dostavame

Ve e e

|sinz| : |siny|: |sinz| = : :
2lgr| " 2[pr|  2lpg|

= Ipl < lal = Ir].

Odtud ur¢ime pro hodnoty sin z, sin , sin z, jejichZ absolutni hodnoty jiz zname, spravné kombinace
znamének, aby byla splnéna prvnf rovnice ze zadani piikladu. Pak podle dvojic hodnot kosinu a
sinu neznamych z,y, z najdeme &islo zg, yo, 20 € (0, 27) tak, Ze bude platit

T =umx0+2km, y=uyo+2r, z=2z0+2mnw (4.27)
pro vhodna k,l,m € Z. Je v8ak vzdy mozné zajistit vhodnou vazbou mezi ¢isly k,l a m, aby byla
splnéna i druhé zadané rovnice = +y + z = 7?7 Ani tato otazka jesté neni trivialni, a proto kladnou
odpovéd na ni zdivodnime. Vime, Ze hodnoty z,y, z tvaru (4.27) s parametry k = { = m = 0 spliuji
soustavu rovnic (4.25) a Ze pro né plati i rovnosti (4.24) s vhodnym ¢ # 0. Odtud dostavame

sinx = pt = (rcosy + qcos z)t = rtcosy + gt cos z = sin z cos y + siny cos z = sin(y + 2).
Analogicky se odvodi i dalsi dvé z rovnosti

sinx =sin(y + 2z), siny =sin(z +2), sinz =sin(z +y).

Podle znamého prubéhu funkee sinus to uz znamena, ze soucet = 4y + z je pro vhodné n € N tvaru
(vyuzijme toho, ze k =1 =m = 0)

o+ yo + 20 = 7+ 2n, (4.28)
nebot v opa¢ném piipadé by musela byt cela vSechna t¥i ¢isla

To — Yo — 20 Yo —To — 20 20 — %o — Yo
2 ’ 2w ’ 2 ’

takze by bylo celé i naptiklad ¢islo

To—Y — 2 0 —To—Y _ T
27 27 '
coz odporuje tomu, Ze sinzg # 0. Proto je vybér trojic k, I, m v (4.27) vzdy mozny a je dan jedinym

omezenim
k+l+m=—n,

125



KAPITOLA 4. GONIOMETRICKE FUNKCE V OBORU R

kde n je celé ¢islo z (4.28), jehoZ existenci jsme pravé zdivodnili.

Dodejme na uplny zévér, ze zadand soustava rovnic mé feSeni pro pravé ty trojice nenulovych
parametru p, q a r, pro které jsou absolutni hodnoty v8ech t¥{ zlomku v (4.26) mensi nez 1. Z nasich
naslednych tvah vSak plyne, Zze tuto pomérné malo piehlednou podminku lze jednoduseji vyjadiit
pomoci zavedené konstanty c¢ ve tvaru ¢ > 0 neboli

2(pq+pr+qr) >p*+ ¢ +r2

V pfipadé kladnych ¢isel p, ¢, r jsme tak netradi¢ni cestou odvodili zndmou podminku ekvivalentni
s trojahelnikovymi nerovnostmi®®

lg—r|<p<q+r

B Priklad 4.5.12. Reste soustavu rovnic

tgx:tgy:tgz=p:q:7, xz4+y+z=m.

Reseni: Oznacme t nenulovy koeficient, pfi kterém ma platit
tgx =pt, tgy=qt, tgz=rt. (4.29)
Z druhé rovnice soustavy plyne

_tgx+tgy

tgz=tg(r—z—y)=—tglz+y) = Tpv———

takze musi byt tgx tgy # 1 a po vynésobeni krajnich ¢lenti pfedchoziho odvozeni a snadné tpravé
dostaneme symetricky vztah?®

tgr +tgy +tgz =tgartgytg 2. (4.30)

Obracenym postupem z (4.30) dostaneme tg z + tg(z +y) = 0, coZ znamena, Ze x + y + z = nw pro
vhodné n € Z. Proto misto piivodni soustavy miizeme TeSit soustavu rovnic (4.29) a (4.30); poté
pak bude mozné pric¢ist k ¢islim z,y, z z vyhovujicich trojic takové nasobky periody =, aby byla
splnéna i puvodni rovnice x +y + z = 7.

Dosazenim z (4.29) do (4.30) dostaneme po vydéleni ¢islem ¢ rovnici

ptqg+r
par

p+q+r=pgrt> neboli ¢?=

(pfipominame obecny predpoklad pgr # 0). Vyhovujici ¢ # 0 proto existuje, pravé kdyz je p+q+r
nenulové &islo téhoz znaménka jako pgr. Po dosazeni kazdého z obou kofent

pt+q+r

tl’g ==
pgr

do (4.29) dostaneme vzdy trojici zakladnich rovnic s funkei tangens k uréeni hodnot z, y, z. Protoze
obor hodnot tgx je celé R, zaddné dalsi podminky existence feSeni kromé

par-(p+q+7)>0

zadana soustava rovnic nema.

9[12], str. 111.
200 jeho zobecnéni pojedname v piikladu 4.6.4.
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W Piiklad 4.5.13. Reite soustavu rovnic?!

COSX : COSY :COSZ=p:q:T, x—Q—y—i—z:ﬁ.‘

Resend: Prvni rovnice soustavy bude splnéna, pravé kdyz pro vhodné ¢ # 0 bude platit
cosx =pt, cosy=qt, cosz=rt. (4.31)

K urceni nezndmé hodnoty ¢ budeme muset nahradit druhou rovnici soustavy rovnici pro hodnoty
cos x, cos Y, cos z, podobné jako jsme v FeSeni predchoziho piikladu nahradili stejnou rovnici x +y +
rovnice

cos? x + cos?y 4 cos? z + 2cos T cosycos z = 1, (4.32)

kterd je (jak vime z podkapitoly 3.4) zarufené splnéna v piipadé, kdy z,y, z jsou vnitini thly libo-
volného trojthelniku. V uvodni ¢asti podkapitoly 5.1 ukdzeme, Ze rovnost (4.32) plati i v obecngjsi
situaci, kdy je splnéna podminka cos z = — cos(z + y). Piislusné odvozeni v8ak nenf mozné piimo
obrétit, a tak neni jasné, zda je podminka cosz = —cos(z + y) ke splnéni (4.32) nejen postacu-
jici, nybrz i nutna. Rozhodneme o tom tak, Ze poloZime ¢ = cos z a pfepiSeme rovnost (4.32) jako
kvadratickou rovnici

4+ 2coszcosy-c+cos’x +cos?y —1=0,

jejiz jeden kofen je, jak vime, ¢; = — cos(z + y). Druhy kofen ¢y proto snadno uréime z Vietova
vzorce pro soucet kofent
1+ cg = —2cosxcosy.

Po dosazeni c¢; a snadné tpravé dostaneme
g = —2cosxcosy —c; = —2cosx cosy + cos(x + y) = —cos(x — y).
Vidime tedy, Ze rovnice (4.32) je splnéna v pravé dvou piipadech
cosz = —cos(z +y), resp. cosz= —cos(x —y).

Podle znamého prubéhu funkce kosinus tyto dvé moZnosti znamenaji pravé to, ze existuje Cislo
n € N s vlastnosti, Ze pfi vhodném vybéru znamének plati

trty+z=m+2nm. (4.33)

Nasli jsme tak vSechna FeSeni rovnice (4.32). ProtoZe v ni vystupuji pouze hodnoty funkce kosinus,
ktera je suda, miZe u vyhovujicich ¢isel z,y, z zménit podle (4.33) znaménka a pak k nim pricist
vhodné nasobky periody 27 tak, aby byla splnéna rovnost = + y + 2z = 7 pozadovana zadanim
prikladu. Ukéazali jsme, Ze takové trojice x,y, z tedy existuji pro kazdou trojici kosint spliujicich
rovnici (4.32). Proto se dale budeme zabyvat jiz jen FeSenim soustavy rovnic (4.31) a (4.32) pro
neznamé hodnoty cos x, cos y, cos z, tedy pro neznamou t z jejich vyjadieni (4.31).

Dosazenim z (4.31) do (4.32) dostaneme kubickou rovnici

2pqrt® + (p* + 2 +rH)t* — 1 = 0.

Vyuzijeme pii ném i komplexnt ¢isla, o kterych pojedname v podkapitole 6.2.
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S ohledem na obor hodnot (—1,1) funkce kosinus nas budou po vyfeseni ziskané rovnice zajimat
pravé ty jeji kofeny, které spliwji podminku

max {|pt|, [qt], [rt[} < 1. (4.34)

Pro lepsi prehlednost postupu feseni u¢inime imluvu, Ze zadana nenulové ¢isla p, g, r z postupného
poméru p: ¢ : r jsou ,normovana‘“ tak, ze plati

pgr = 1. (4.35)
Kromé toho zavedeme novy parametr s predpisem

87p2+q2+r2

4.36
LA (436)
abychom feSenou kubickou rovnici mohli pfepsat do vyhodného tvaru
3s 1
4+t - - =0. 4.37
+5t =5 (4.37)

Podle (4.35) a (4.36) spliiuje parametr s diky nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym pri-
mérem trojice &sel p?, 2,72 odhad

2 2 2
S:p +(]3+7" > 3/])2(]27'2:%:1-

Rovnici (4.37) bude tcelné vyfesit v piipadech s = 1, resp. s > 1 oddélené. V prvnim z nich plati

|p| = |g| = |r| = 1 a mnohoclen v (4.37) ma snadno objevitelny rozklad
3 1 1
3 222 = 2 — =
4587 =5 = (t+1) (t 2).

Vyhovuji tedy hodnoty t = —1 a t = %., takZe v pfipadé p,q,r € {—1,1} za podminky pgr = 1 jsou
vS8echna TeSeni puvodni soustavy urcena zakladnimi rovnicemi

- (P qT
(cosz,cosy,cosz) = (—p, —q,—7), resp. (cosz,cosy,cosz) = (5, = —)

(podminky (4.34) jsou ziejmé splnény).
Zabyvejme se az do konce FeSeni piipadem s > 1. Poviimnéme si predevsim, Zze mnohoclen

1

3 38
F(t)y =1+ 24> - = 4.38
(1) =8+ 24— (438)
mé v jistych ¢tyfech vyznamnych bodech hodnoty
3 2753 2753 1 1 3s3 1 3.1
F-2) =2 2% 2, Fl-s)=-s*+ 2 -~ =""25,
2 8 8 2 2 2 2 2
1 s 3 3% 1 s3-1 (4:39)
Foy =L <o, P2 =S L
(0) 5 < 0 2 3 + s 2 5 > 0

Proto na kazdém ze tif otevienych intervali (—2£,—s),(—s,0) a (0, %) bude mit kubickd rovnice

(4.37) jeden realny kofen. Vypoc¢téme je nyni uzitim Cardanovy metody. Nejprve tedy zavedeme
substituci

t=u— (440)

S
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abychom pro novou neznamou u dostali kubickou rovnici s nulovym koeficientem u ¢lenu w?:

(=5 5 (-3) -5 =0
2 2 2 27
5 32 s 1

1 S VA (4.41)

Nyni uplatnime hlavni obrat Cardanovy metody: feSeni posledni rovnice budeme hledat ve tvaru
u = up + ug, kde u; a ug je dvojice Cisel, jez bude feSenim vhodné soustavy rovnic, kterou za
okamzik sestavime. (Jak se ukaze, ¢isla uq, us nebudou redlnd, nybrz imagindrng — piesnéji komplexné
sdruZend.) Dosadime-li vyjad¥ent

u=uy+ug, ud=ud+ud+ 3ugug(ug + ug)

do rovnice (4.41), dostaneme po snadné apravé rovnici

84 ud+ 3(ur + ua) cal WA
Uy Uy Ul U ULU2 1 1 B = U.
Ta bude splnéna, budou-li ¢isla uq, ug feSenim soustavy rovnic

2 .
S S
3 3
u1u2:—4, u1+u2:

w

1

- - —. 4.42
5~ 4 (4.42)

Cisla u$ a ud tak maji predepsany nejen soucet, ale i souéin — ten se rovna tieti mocning hodnoty
2

- Proto je ur¢ime jako kofeny v1 2 nové kvadratické rovnice

Do (L SN S 1 S 1S
o 43 42 4 4 42 4

coz je zaporné ¢islo, nebot s > 1. Kofeny v; 2 jsou proto komplexné sdruzené ¢isla

(l_s_g)ii. B —1
2 1 2 1 .
V12 = :—~(2—83:|:2i\/s3—1).

2 23

K urceni &isel uy,up 2z rovnosti u3 = vy a ug = v9 budeme muset vypocitat tfeti odmocniny z ¢isel
v1, v (a pak vybrat tyto nejednoznaéné hodnoty tak, aby byla splnéna prvni rovnice z (4.42), kterou
jsme v dals$im postupu umocnili na tfeti). Nejprve proto najdeme goniometricky tvar komplexnich
¢isel vy 2. Pro jejich absolutni hodnotu plati

1 . 1 - 5$\3
oLl = 55 - ’2—53121\/33— 1‘ = VPP A -1 = 5 = (7> .

Zavedeme-li proto thel w € (0, 7) rovnosti

=2 (4.43)
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(posledni vyraz ma hodnotu v intervalu (—1,1), nebot s > 1), bude platit

S 3
Vi = <§> (cosw * isinw),

takZe soustavu rovnic (4.42) spliji tii dvojice komplexnd sdruzenych ¢isel
s w+2k:71'i,. w + 2km
ulo=—-|cos ——— +isin ——— |,
b2 3 3

kde k € {0,1,2}. Kubicka rovnice (4.41) ma tedy tii redlné kofeny

2k
u:u1+u2:s-cosw+%, kde k € {0,1,2} .

Po dosazeni do (4.40) tak dostaneme tii kofeny ptvodni rovnice (4.37). Oznadime je

s w s w—+ 2 s w+ 47
=—1(2 ‘7—1> = — | 2cos -1 = —| 2cos —1]. 4.44
t1 2( cos 3 , 12 2( cos 3 ), t3 2( cos 3 ) ( )

Cely vypocet pro pfipad s > 1 je u konce. Hodnoty cosz, cos y, cos z kazdého feseni soustavy ze
zadani piikladu jsou dany rovnostmi (4.31), do nichZ dosadime za t libovolné z &isel ti,t9,t3 ze
vztahi (4.44), jez spliuje omezeni (4.34).

UkaZzme jests, Ze diskusi o splnéni podminek (4.34) lze podat prehledné i v obecném piipadé s > 1,
bez ohledu na pomérné slozita vyjadieni (4.44) piesnych hodnot 1, t, t3. VSimnéme si, Ze z nerov-
nosti 0 < w < 7 plyne

1< w<1 1< w+271'< 1 1< w+47r<1
= < cos— — cos —=, —=<cos =
2 3 ’ 2’ 2 3 2’
takZe pro kofeny z (4.44) dostavame odhady
s 3
O0<ti <=, —=s<ta<-—s, -—5<t3<0,

2 2

jez odpovidaji intervalim, které jsme difve stanovili na zakladé nerovnosti (4.39). Odtud je jasné,
7e kofen to musime z FeSeni nasi ulohy vzdy vylouéit, nebot z predpokladu s > 1 zfejmé plyne

[t2] >1 a max{|p|,lql,|r[} >1

(pripominame definici (4.36) parametru s), a proto podminka (4.34) pro ¢ = t5 neplati. Ve zbylé
Casti nasi diskuse ukézeme, Ze pro kazdé s > 1 je podminka (4.34) splnéna jak pro ¢ = t1, tak pro
t = ts, ze tedy oba kofeny t; a t3 vzdy generuji feSeni nasi tlohy.

Parametry p, ¢, 7 bude nyni vyhodné usporadat tak, aby platilo |p| > |g| > |r| > 0. Pak totiZ splnéni
podminky (4.34) pro kladné ¢ = t1, resp. zaporné t = t3 lze vyjadfit jedinou nerovnosti

1 1
tl S ITRE 2 TR
Ip| Ip|

Vzpomeneme-li si, Ze t; € (07 %) a tg € (—s,0) jsou kofeny mnoho¢lenu F z (4.38), ktery méa
v krajnich bodech uvedenych intervaltt hodnoty (4.39), dojdeme k zavéru, Ze nerovnosti (4.45)

budou splnény, pravé kdyz bude platit

F (i) >0, resp. F (—i) > 0.
Ip| [p|
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Oveérit posledni dvé nerovnosti je snadné:

(L) 131 L 243l =P 240+ ¢ +r?)lpl = PP _
lpl) o> 2 pP 2 2Ipf? 2/pf?
2 2 2
_2+(¢ +37" el o,
2|pf*
(_i) __ b 3s b 1 =243l P =2+ (0" + ¢+ )l = PP _
Ip| lpl® 2 |pl* 2 2[pf? 2[pf?
2 2 ) 1.2
_ - lar| _ (Il IZT\) >0,
2|p| 2[p|

Shriime v dplném zavéru vysledek diskuse pfipadu s > 1: zatimco kofen to Zadné feSeni puvodni
goniometrické soustavy negeneruje, kazdy z kotfeni t1,t3 takova feSeni prinasi.

[lustrujme nyni numericky vySe uvedené FeSeni vypoctem pro konkrétni hodnoty p = 4,q¢ =
= 2,7 = 1. Pro lepsi piehlednost uvedeme tuto numerickou ukazku jako samostatny ptiklad.

W Piiklad 4.5.14. Reste soustavu rovnic cosz : cosy:cosz=4:2:1, x4+y+z=m.

Reseni: Zadané hodnoty p = 4,q = 2,7 = 1 nespliiuji podminku pgr = 1 potfebnou k postupu
vypoctu podle pfedchoziho TeSeni, proto je zaménime timérnymi hodnotami

p, — p =2 q, — q =1 7‘, — r — 1
pgr ypqr ypqr - 2

Dalsi kroky postupu byly detailné popsany v 4.5.13, proto je nyni uvedeme bez komentare.

1
e cosx =2 -t,cosy=1-t,cosz = B -t pro vhodné t € R,

_ 24124 () 7
N 3 s
21, 1
22 =9
8 2 7

® S

ot3+

\° . 1 7\?
o U =uj+ ug, kdeu1u2=(7) ,uf+u§=§f2-<f) R

8 8
1 7\? 7\°
3 2
= kd - ==-2-(= -] =
® VU2 = Ui, e v (2 <8) v+ (8) 0,
o 25 V29 oy o] = 38 _ (7 s
D) 32 0 "M T s T \8)
215
® Cosw = ~33 pro w = 128,8160543...°,
7 w+2k~180°i. . w+2k-180°
L] = = S 1S11
ui,2 3 COs 3 S 3 s
7 w + 2k - 180°
° u:u1+u2:1vcosf,
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[ ]

~
i

Il

w 7
. — — — =10,406 145469...
cos 373 ) )

s% - g — _9.547984821...,

OS# _ g — —0,483160648...,

1
e (cosz,cosy,cosz) = <2t1,t1,§t1) ,

t3

N
Do
Il

FNURN IR ENEN
Q
o

1
arccos 2t; = 35,67963001...°, arccos t; = 66,037 071 94...°, arccos 5251 = 78,28329803...°,

1. skupina feSeni:

(x,y,2) = (35,7° + - 360°,66,0° + m - 360°,78,3° + n - 360°),

kde l,m,ne€ Z,l+m+n=0,

2. skupina FeSeni:

(z,y,2) = (—35,7° +1-360°,—66,0° +m - 360°, —78,3° + n - 360°),
kde l,m,neZ,l+m+n=1,

1
e (cosz,cosy,cosz) = <2t2,t2,§t2) ,

2ty = —2,548 ¢ H(cos),

1
e (cosz,cosy,cosz) = <2t3,t3, 5153) ,

arccos 2tg = 165,087 7978...°, arccos t3 = 118,892 033 2...°, arccos %tg =103,9798311...°,
3. skupina FeSeni:

(z,y,2) = (165,1° + 1 - 360°,118,9° + m - 360°, —104,0° + n - 360°),

kde I,m,n € Z,l + m+n =0,

4. skupina feSeni:

(x,y,2) = (—165,1° + 1 - 360°, —118,9° + m - 360°,104,0° + n - 360°),

kde l,m,n € Z,l+m+n=1.

4.6 Goniometrické identity a rovnosti

V piedchozich podkapitolach jsme po zavedeni goniometrickych funkei v oboru R uvedli a do-
kazali zakladni vzorce, které tyto funkce spliuji a které by mél aktivné ovladat kazdy, kdo chce
s goniometrickymi funkcemi sp&iné pracovat pii jejich nejriiznéjsich aplikacich.?? V matematickeé
literatufe najdeme ov8em zna¢né mnoZstvi dalSich rovnosti pro goniometrické funkce s rtizné sesta-
venymi argumenty zahrnujicimi readlné proménné, ve kterych tyto rovnosti zpravidla plati identicky,
vzdy kdyz maji sestavené vyrazy smysl. Rikejme jim proto goniometrické identity. Mnohé z nich
byly v minulosti patrné odvozeny pii feSeni konkrétnich problémi, at uz praktického ¢ teoretic-
kého puvodu, a vSechny potvrzuji bohatost celé teorie goniometrickych funkeci. Na hledani takovych,
mnohdy neéekanych a pfekvapivych souvislosti se zaméfime v prikladech zavérecné Casti 4.7 celé
kapitoly. V této podkapitole 4.6 uvedeme formou fesenych piikladi nejprve nékteré dalsi vyznamné

22V dale fesenych piikladech budeme proto tyto zakladni vzorce uplatiiovat bez odkazii, zejména pii postupnych
apravéach vyrazu.
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goniometrické vzorce a identity s pomérné jednoduchymi zépisy a zajimavou formou. Poté v dalsich
prikladech dokazeme fadu ciselngch rovnosti, které spliuji hodnoty goniometrickych funkei v né-
kterych danych vyzna¢nych thlech. Tyto rovnosti jsou o to ptsobivéjsi, Ze zminéné hodnoty jsou
zpravidla iracionalni ¢isla, kterd neumime ,rozumnym‘ zptusobem vyjadrit, takze exaktni ovéreni
takovych rovnosti neni mozné provést prostym dosazenim dotyénych hodnot (numerické vypocty
s kalkulackou nebo pocitacem jistotu piesnych rovnosti ovem poskytnout nemohou). Goniometrické
identity a rovnosti mezi redlnymi vyrazy, resp. Cisly, které lze snadnéji odvodit vyuzitim algebry
komplexnich Cisel, uvedeme az v ¢asti 6.2 posledni kapitoly.

B Priklad 4.6.1. Dokazte vzorce pro funkce trojnasobného argumentu

sin 3z :3si]f195—4singac7 cos 3x :4cos3x—3cosm,

3tgz — tgdx cotg®z — 3cotg

tg3r = ———— tgdr = ———+"—
8o 1—3tg2z ' 08 T 3cotg?z — 1

Prvni dva vzorce pfitom plati pro kazdé z € R, tfeti a ¢tvrty za podminky, kdy mé smysl zlomek
v jejich pravé strané.
Reseni:

e sin3z = sin(2z + x) = sin 2z cos  + cos 2rsinx = 2sinx cos? x + (1 — 2sin’ ) sinx =
= 2sinz(1 — sin? ) + sinz — 2sin® z = 2sinz — 2sin® z + sinz — 2sin® z =
= 3sinz — 4sin’z.

e cos3z = cos(2z + x) = cos 2z cosx — sin 2z sinx = (200521 —1)cosx — 2sin? z cos =

2

:20055:5—(:0533—2(1 — cos“x)cosx = 2cos®x — cosx — 2cosx + 2cos’ & =

= 4cos®x — 3cos z.

2t 2tg z+tg z—tgd
3 — (2 _ tg2zt+tgx %thgx 7W73tgm7tg3w
o tgdz =tg(2rx+z)= 1 _tg2atgr 1_ 287 (o,  I-twfo—2w’c | _ 3tg’z
1-tg%z & 1—tg2z
tgZz—1 g3z —cotg z—2cotg x
e cota(an 4 gy _ COB2TCOT— 1 _ G cotgr — 1 segugs deons
o cotg 3z = cotg(2z + ) = cotg 2z + cotgw | cotla—1 ot T T cotg?z—142cotg2e
2cotg x cotgw 2cotg x

_ cotg®z — 3cotg x
~ 3cotg?r —1

B Priiklad 4.6.2. DokaZte vzorce pro souciny hodnot tangens a kotangens

tgr +tgy
cotgx + cotgy’

t t
cotgx - cotgy = 7cot§ii§gygy,
tgx + cotgy

cotgx +tgy’

tgx - tgy =

tgx - cotgy =

které plati pro vSechna x,y € R, pro néz mé piislusny zlomek v pravé strané vzorce smysl.
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Reseni:
tgx +tgy :tgx+tgy:tgx+tgy:tgz.tgy
1 1 1 cotg x 4 cotg y
tez-cotgy = —— - — = _ '
e cotgx - cotgy tgxr tgy _tgrtigy tgx + tgy

cotg r+cotgy

T tgm—l—tg(%—y) tgx + cotgy
e tgux-cotgy =tgx-tg<ffy>= p = .
2 cotgx + cotg (5 —y) cotgx +tgy
B Priklad 4.6.3. Dokazte vzorce pro soucty hodnot tangens a kotangens
sin(x +
tga +tgy = SnE@+Y)
COS T COs Y
cotgx + cotgy = w7
sinx siny
tez + cotgy = @ =Y
cosxsiny

které plati pro vSechna x,y € R, pro néz maji oba s¢itanci v prislusné levé strané vzorce smysl.
(Zaménime-li y za —y, dostaneme obdobné vzorce pro rozdily hodnot tangens a kotangens.)
Resent:

sinx  siny sinzcosy+cosxsiny  sin(z +y)

o tgx +tgy = + = .
coST  COsY COS T COS Y COS T COS Y
cosSx  COos sinycosx + cosysinx  sin T

e cotgx + cotgy = — + = V= Y - +. Y = .(y+. ).
sinx  siny sin z sin y sin x siny
sinx  cos sin x sin ¢ + cos x cos cos(x —

e tgw +cotgy = + = LA Y - L ( y)
cosx  siny cos x siny cos xsiny

B Priklad 4.6.4. Dokazte, Ze pro libovolna x,y, z € R plati
sin(x + y + 2)

tgx +tgy +tgz —tgrtgytgz =
COS T COS ¥ COS 2

za piedpokladu, Ze cosx - cosy - cos z # 0.23
Reseni: Podminka cos x - cosy - cos z # 0 zarucuje, Ze vSechny tii hodnoty tg z,tg vy, tg z maji smysl.
Pro jejich soucet tpravou dostaneme

b + by + bg 2 = sin(z + y) LI sin(z + y) cos z + sin z cos T cos y _
COSTCOSY  COSZ COS T COS Y COS 2
sin(z 4+ y) cos z 4 cos(x + y) sin z — cos(x + y) sin z +sin z coswcosy
COS T COS Y COS 2 B
sin(z +y + z) +sinz - (cos z cosy — cos(z + y))
COS T COS Y COS 2
sin(z +y+z2) +sinxsinysinz  sin(z +y+ 2)

= = +tgartgytg .
COS & COS Y COS 2 COS T COS Y COS 2

Pozndmka: Identita z pfedchoziho pfikladu mé dusledek tykajici se zajimavé rovnosti
tgx +tgy +tgz =tgartgytg z,

Ze totiz takova rovnost plati, pravé kdyz sin(z + y + z) = 0; spliwji ji tedy napiiklad vnitini thly
x,y, z libovolného nepravouhlého trojahelniku (nebot = + y + z = ).

23(34], str. 20.

134



4.6. GONIOMETRICKE IDENTITY A ROVNOSTI

B Priklad 4.6.5. Dokazte, Ze pro libovolna x,y € R plati

2 2

sin(z 4 y) sin(z — y) = cos?y — cos® x = sin x — sin? y,

cos(z + y) cos(z — y) = cos? x — sin y = cos? y — sin? z.

Resent: Dokazovat budeme pouze identity z prvniho Fadku, nebot identity z druhého fadku z nich
ziejmé plynou, kdyZ z zaménime za § — z. Druhd rovnost v prvnim fddku plyne z porovnani dvou
goniometrickych jednic¢ek

cos? z + sin’ z = cos? Y+ sin? Y,
dikaz prvni rovnosti provedeme takto:

9 9 l+4cos2y 1+cos2x  cos2y—cos2r
cos”y —cos” T = - = =
2 2 2
cos(z+y— (x—y)) —cos(x+y+a—y)

= 3 = sin(z + y) sin(z — y).

MW Piiklad 4.6.6. Pro libovolna z,y € R dokaite rovnosti*

(cosx + cosy)? + (sinz + siny)? = 4 cos? %,

T
(cosx — cosy)? + (sinz — siny)? = 4sin?
Regeni:
o (cosx +cosy)? + (sinz + siny)? = cos? 2 + 2cos z cos y + cos?y + sin? z + 2sin zsiny + sin? y =
=2+ 2(coszcosy +sinzsiny) =2+ 2cos(z —y) =
14 cos(z —y) 2T —Y
2 2
o (cosz —cosy)? + (sinz —siny)? = cos?z — 2cos x cos y + cos?y + sin? x — 2sinxsiny + sin? y =

=4 =4 cos

=2—2(coszcosy +sinzsiny) =2 —2cos(z —y) =

gy locoslemy) 0y
2
B Piiklad 4.6.7. Pro kazdé x € R ozna¢me
a = sin? z + cos? x, b= sin® z + cos® z.

Vyjadiete b pomoci a.?

Reseni: Umocnime-li rovnost 1 = sin 2 + cos? & jednou na druhou, podruhé na tfeti:
12 = (sin? & + cos? z)? = sin* z + 2sin’ z cos? z + cos? z,
1= (sin2 x + cos? z)B =sin® z + 3sin? z cos? x + 3sin® z cos? z + cos®

dostaneme po tpravé soustavu dvou rovnic

1=a+2sin®zcos?z, 1=0b+3sin?zcos?z - (sin® x + cos® x).
—_—————
1
Odtud s¢itaci metodou vylou¢ime sin? z cos? x, &im7 ziskdme kyzené vyjadieni:
3a—1
1=3a—-2b = b= 7

24[34], str. 10.
[29], str. 90-91.
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B Piiklad 4.6.8. Dokazte, Ze hodnota vyrazu
V(z) = cos? & 4 cos?(a + x) — 2 cos a cos z cos(a + )

s parametrem a € R nezavisi na hodnoté proménné z € R.26
Reseni: Protoze cos § = 0, volbou # = § — a dostaneme

\%4 (g — a) = cos? (g - a) =sin?a.

Proto je nasi tlohou dokazat identitu

cos® x + cos?(a 4+ z) — 2cos acos z cos(a + z) = sin? a.

Jeji levou stranu uzitim vzorce 2 cosa cosz = cos(a + x) + cos(a — =) upravime takto:

cos? x4 cos’(a + ) — (cosQ(a + ) + cos(a + x) cos(a — z)) =

= cos?z — (cosacosz — sinasin ) - (cos acos z + sinasinz) =

Zasin?z = cos?z - (1 — cos? a) + sin? asin® z =

24 =sina.

= COS2 xTr — COS2 a COS2 T + sin

= cos? zsin a + sin? asin? z = (cos® & + sin® ) sin
W Priklad 4.6.9. Soucet

S =sin(x —y) +sin(y — z) + sin(z — x)

upravte na soudin.?’

Reseni: Vyuzijeme dusledki vzorce pro soucet dvou sint
T —z T4z -2y

sin(xz — y) + sin(y — z) = 2sin 5 cos 5

a vzorce pro sinus dvojnasobného argumentu

zZ—X zZ—X

sin(z — z) = 2sin cos —

Pro zkoumany soucet S tak dostaneme:

z— —2 -
S:sin(w—y)+sin(y—2)+sin(Z—x):2sinr2Z (cosm—i_z Y cos’ x) =

. r—z L 2=y . x—y .=y L Yy—z2z . 2=
= 2sin —2sin 7 sin = —4sin sin sin .

2 2

B Priiklad 4.6.10. Rozlozte na soudin vyrazy

C = cosz + cosy + cos z + cos(z + y + 2),
S =sinz+siny + sinz — sin(z + y + 2)

s libovolnymi proménnymi z,y, z € R.2®
Reseni: Pred vlastnim odvozenim si povSimnéme jednoduchych situaci, kdy jsou zkoumané vyrazy

26[34], str. 11.
27129], str. 94.
28(34], str. 20.
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rovny nule. Rovnost C' = 0 zi'ejmé nastane, je-li jeden ze sou¢tt x + y,z + 2,y + 2z roven &islu m
(plyne to ze vzorce cos(m —t) = — cost); bude-li jeden z téchto soucti roven nule, bude zase platit
S =0 (nebot sin(—t) = —sint). Tato poznamka ,ospravedliiuje volbu znaki £ u posledniho ¢lenu
v definici vyrazi C a S, aby byl mozZny jejich rozklad na soucin.

o C= (cosx-i—cosy)+(cosz+cos(x+y+z)) =

) g
= 2cos —2|—y os +2 +y2+ Zcos x2 Y _
2
—9eos Y (COS W):
2
Vw—i—y V—y—z r+y Y+ z Z+x
= 2cos 2 cos 08 =4cos cos cos .
2 2 2
e S = (sma:+smy)+ 81n2751n(x+y+z))

2 —r—
:2sin 2 os$2y+2 +y2+ zsin x2 ¥_
— 2
:25111x+ycosx y72sinx+ycosx+y+ Z:
—25111x+y cosz_y—cosw _
N 2 2 9 =
*QSinx+y- —ZSinx+Zsin_y_Z *4sinz+ysiny+zsinz—’_z

V nékolika dalsich piikladech vyuZijeme techniku tzv. teleskopického scitani. Spo¢iva v tom,
ze sCitance zkoumaného sou¢tu S upravime do tvaru vhodnych rozdilt, abychom ziskali vyjadieni,
které nyni ponékud neformélné zapiseme jako

S=(a=-b+b-—c)+(c—d)+--+(y—=).

Odtud pak po zrueni dvojic navzajem opacnych ¢lent dostaneme vysledek ve tvaru S = a — z.
Podobné probiha i kraceni dvojic shodnych ¢initelt pii teleskopickém nasobeni

které také pozdéji nékolikrat uplatnime. Pied vlastnimi ptiklady uvedme tii jednoduché vysledky
teleskopického s¢itani, totiz goniometrické identity

sin(z — y) . sin(y — 2) . sin(z —z)

COSTCOSY  COSYCOSZ  COSZCOST
sinzsin(y — z) + sinysin(z — z) + sin zsin(z — y) = 0,
coszsin(y — z) + cos ysin(z — x) + cos zsin(z — y) = 0.

Sc¢itance na kazdé z levych stran lze zfejmé zapsat jako tii analogické rozdily, které pro prvni s¢itanec
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maji tvar

SI@ = Y) _ ey,
COS T COS Y
sinxsin(y _ z) _ COS(ZE — y+z) ;COS($+y7 2)7
coszsin(y — z) = sin(z +y — z) ;sm(m—y_q_z)7

takze po jejich secteni vyjde ve vSech tfech piipadech skuteéné nula.

B Priklad 4.6.11. Pro libovolné z € R a kazdé n € N dokazte vzorce
. . . sin ("J;l)m sin ¢
Sp =sinx +sin2zx + --- +sinnx = e —
sin §
cos ("';1)1' sin &
Cy =cosx +cos2x + - -+ cosnw = —————=
sin 3

’

za predpokladu, Ze plati sin § # 0.2
ReSeni: Budeme upravovat vyrazy sin - Sy, a sing - Cy,
sinz - S, = sinzsinaz—l—singsin?x—ﬁ—-~~+singsinnw =
cos(§ — nx) — cos(§ + nx)
5 =
cos (2";1”

cos(3 — 2x) — cos(§ + 2x) N

_cos(§ —x) —cos(5 + ) N
2
3z . 5z cos (2n;1)z

N 2
cos§  Cos 37’“ Cos % COS %
2 2 T3 T3 et B 2

Po teleskopickém secteni dostaneme

cosy  cos w 1 ( x (2n + 1):1:)
- =g l|eosg —cos—— ) =

sin— - S, = 5 5 5

2
(_2‘ z 4 @ntl)r 1(2"J2rl)$> (n+1)z | ne
sin = sin —————sin 7.

2 2 2
sin
2 2

N =

sm§ -Cp = 51n—cosm+51n§c052x+ +s1n§cosnz =
_ sin(3 + ) +sin(3 — ) N sin(3 + 2z) 4 sin(5 — 2z) n sin(3 + nx) + sin(§ — nx) _
2 2 2
sin 37"‘ sing  sin %“ sin 37"‘ sin 77’” sin 57‘” sin w sin w
T2 2 2 2 2 2 2 2
Podobné po tpravé a teleskopickém secteni druhého vyrazu dostaneme
oz sin w sin § 1/. 2n+ 1)z LT
sm§~C’n: 5 — 5 =g|sinT——o—— —sing | =
1 (2n+§)x+m . (2n+;)x7m (n + 1)117 oz
= | 2cos sin = cos ————sin —.
2 2 2 2 2

29V pripadg, kdy sin 5 = 0 neboli x = 2k pro vhodné k € Z, ziejmé plati S, = 0 a C, = n pro kazdé n € N.
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Pozndmka: Vzorce z predchoziho prikladu se ¢asto uvadéji v obecnéjsi podobé

o (ntl)z nx
sin “—5—= sin (a + 7)

)

sina + sin(a + ) + - - - +sin(a + nx) = -
)

. (n+D)z nx
sin “—5—— Ccos (a + 5 )

i
Sin 9

cosa + cos(a+z) + -+ + cos(a + nx) =

s libovolnym parametrem a € R. My je muzeme ziskat z dokdzanych vzorct pro a = 0 diky zfejmym
rovnostem

sina +sin(a +z) + -+ +sin(a + nz) =sina- (1 + Cp,) + cosa - Sy,
cosa+ cos(a+ x) + - -+ + cos(a + nz) =cosa- (1+C,) —sina - Sy,
do nichz stac¢i dosadit za S,, a C),.
B Priklad 4.6.12. Pro libovolné x € R a kazdé n € N dokaZte rovnost

sinz  sin2z sin nx " cos(n+ 1)z
.. =cotgr — ——— 2~
cosx  coslx cos™ x sinx cos™ x

za predpokladu, Ze plati sin 2z # 0.30
Reseni: Uvodem si v8imnéme, Ze podminka sin 2z # 0 znamend, Ze obé hodnoty sinx,cosx jsou
nenulové. Ze souctového vzorce pro kosinus plyne

sin kx sin x = cos kxz cos z — cos(k + 1)z,

kde k € N je libovolné. Kdy?z vydélime obé strany rovnosti vyrazem sin x cos® x, obdrzime

sin kx cos kx cos(k + 1)z

coskz  sinzcosk~lz sinzcoskz’

Nyni jiz teleskopickym se¢tenim odvodime zadanou rovnost:

sinz  sin2z sinnx
cosx  cos?x cos™ x
cos cos 2z cos 2z cos 3z cos nx cos(n+ 1)z

sinz sinzcosz sinzcosz sinzcosiz sinzcos” 'z  sinzcostz
cos(n + 1)z

sinzcos?x

= cotgx —

B Priklad 4.6.13. Pro libovolné z € R a kazdé n € N dokaZte rovnost

1 1 1 cotg x — cotg(n + 1)z

COST — COS3T  COST — COSHT + cosz — cos(2n + 1)z 2sinx

za predpokladu, Ze % nenf celé ¢islo.3!
Reseni: Budeme upravovat levou stranu rovnosti, a to tak, Ze jmenovatele zlomki nejdiive prepiSeme

30[31], str. 28.
81[31], str. 28.
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podle vzorce pro rozdil kosinii a néasledné kazdého séitance vynasobime zlomkem % rovnym 1:
1 1 1 B
2sin 2z sin * 2sin 3z sin 2z o 2sin(n + )zsinnz
B 1 sin(2z — z) 1 sin(3z — 2x) o
2sin2zsinz  sin(2z —x) 2sin3zsin2z  sin(3z — 2x)
1 sin((n + 1)z —nx)

2sin(n + 1)z sinnz  sin((n + 1)z — nz)
sin2x cosx — cos2xsinx  sin3x cos 2z — cos 3x sin 2z
= - - - + - - - +--+
2sin 2z sinrsinx 2 sin 3x sin 2x sin x
sin(n + 1)z cos nx — cos(n + 1)z sin nx

2sin(n + 1)z sinnz sinz

_ cotgx — cotg 2z + cotg 2z — cotg 3z + - - - + cotgnx — cotg (n + 1)z cotgx — cotg (n + 1)z

2sinx 2sinx

Podminka £ ¢ Z neboli # # kr (k € Z) zarucuje, Ze viechny uvazované zlomky maji nenulové

jmenovatele a nas§ vypocet tak je korektni.
B Priklad 4.6.14. Dokaite, Ze pro libovolné z € R a kazdé n € N plati rovnost
1 1

sin2x  sindx sin 2"z

= cotgx — cotg 2"z

za piedpokladu, Ze viechny séitance na levé strané maji smysl.32
Reseni: Jednotlivé séitance nejdiive upravime na vhodné rozdily:

1 2cos?z — (2cos?z — 1) 2cos? 2cos?z — 1 cos 2x
: = : =5 - : = cotgx — — =
sin 2x sin 2x 2sinxcosz sin 2z sin 2x
= cotg x — cotg 2x,
1 2cos? 22 — (2cos? 2z — 1) 2 cos? 2z 2cos?2z — 1 to oy SO 4x
= = — = CO €T — =
sin 4x sin 4x 2sin 2z cos 2z sin 4x & sin 4x
= cotg 2z — cotg 4z,
1
- = ... = cotgdx — cotg 8x,
sin 8x

Nyni jiz teleskopickym sectenim dostaneme:
1 1 1

sin2z | sindr | sin2"z
= cotgx — cotg 2x + cotg 2z — cotg 4z + - - - + cotg 2" Lz — cotg 2"z = cotg x — cotg 2.

B Priklad 4.6.15. Dokaite, ze pro libovolné z € R a kazdé n € N plati rovnost

T T AN n 1+2cosx
<1—2COS§> <1_2COSZ)(1_2COS2_TL)_(_1) m

za predpokladu, 7ze zadny ¢initel na levé strané neni roven &islu 2.33

Reseni: Kazdy z ¢initeli 1 — 2 cos a upravime na podil rozsifenim &islem 1 + 2 cos a:
1—4cos?a 1 —2(1+cos2a) 14 2cos2a

1-2 = = = .
cosa 14+ 2cosa 14+ 2cosa 14+ 2cosa

32[31], str. 28.
33(31], str. 29.
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Takové rozsiteni je korektni uprava, pokud 1+ 2cosa # 0 neboli 1 — 2 cos a # 2. Diky predpokladu
uvedenému v zadani tlohy miZzeme tuto tpravu vyuzit pro kazdy Cinitel:
1+ 2cosw 1+2cos 3 1+2cos 515 1+ 2cos 52

1+ 2cos 5 1+2cos 7 1+ 2cos

P\ Ly, Lt 2ooss
FReT 1+2cos g% ) 1+2cos &

|
V nasledujicich tfinacti piikladech dokdZeme rozmanité ¢iselné rovnosti, které spliiuji hodnoty

goniometrickych funkeci v nékterych danych vyznacénych thlech. Vyjimkou bude prvni pfiklad o ¢i-
selné rovnosti, kterou naopak spliji ¢tyfi thly s vyznaénymi hodnotami tangens.
B Piiklad 4.6.16. Dokazte rovnost3*

arctg— + alr(:tg1 + ar(:tg1 + aurctg1 = E.
3 5 7 8 4
Resend: Protoze tg0 =0 a tg 7 = 1 a funkce tangens je na (0, §) rostouci, kazdé z ¢isel
a= aufc‘cgl7 b= arc‘cgl7
3 5
lezi v intervalu (0 z

¢ 1
c = arctg=
g77
, —4), takze plati

1
d = arctg—
arc g8

0<a+b+c+d<4-E:7r

Proto sta¢i dokézat rovnost tg (a + b + ¢ + d) = 1. Podle souctového vzorce pro tangens postupné
dostavame

1,1 1,1
1+l 1yl
tg(a +b) = 2 151:77 tg(c+d) = L 181:*7
-7 -1 n
4.3
tgl(a+b) + (c+d)] = 17_ é.“i =1.
7011
B Piiklad 4.6.17. DokaZte rovnost3®
11 1
sinf sinZ  sin 3T
Reseni: Dokazovanou rovnost vynasobime nenulovym &slem sin Z - sin 27“ - sin 37”

. . LT, 27 L 3m
sin — - sin — =sin — ( sin — +sin — | .
7 7 7 7 7
Jelikoz 37” + 47” = m, plati sin 37” = sin 47”. Mame tudiz dokdzat rovnost
27

sin — sin—ﬂ*sinﬁ sin2—7r—|—sin4—7r
7 T T 7 7))

Vyraz na pravé strané upravime s vyuZitim vzorce pro soucet sini a nasledné vzorce pro sinus
dvojnasobného argumentu, az dostaneme vyraz na levé strané:

inz '12—7T—0—in4—7T
S - sin 7 S

7

34134], str. 32.

. . 3 T L2
= sin 7 2sin — cos — = sin — - sin —.
5[29], str. 22.

37
7 7 7
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W Piiklad 4.6.18. Dokazte rovnost36
(tg67° — 1) - (tg68° — 1) = 2.

Reseni: Levou stranu rovnosti nejdiive piepiSeme pomoci funkei sinus a kosinus, nésledné v tipravach
vyuZijeme vztah sinx — cosz = /2 sin(z — 45°) a konené od sint piejdeme ke kosintim:

sin 67° sin 68°
°—1)- °-1)= —-1])- —-1) =
(t6 67 ) (t868 ) (cos 67° ) (cos 68° >

B (sin 67° — cos 67°> <sin 68° — cos 680) B

cos 67° cos 68°
_ V/2sin22° V2sin23°
T Tcos67°  cos6%°
B V2cos68°  /2cos6T° _
T cos67°  cos68°

B Priklad 4.6.19. DokaZte rovnost3”
(2cos18° — 1) - (2cos 54° — 1) = tg9°.

Resent: Diky vzorci 2cos?x = 1 + cos 2z, ktery pouzijeme pro = 9° a pro x = 27°, piepiseme
dokazovanou rovnost do tvaru

(4cos?9° — 3) - (4cos?27° — 3) = tg9°
a nasledné pfi tpravach levé strany rovnosti vyuzijeme vzorec cos 3z = 4 cos® x — 3 cos z z piikladu

4.6.1 ve tvaru C(?Os:f = 4cos?x — 3, op&t s hodnotami z = 9° a z = 27°:

27° cos81°  sin9°
4cos9° — 3) - (dcos?27° —3) = S22l = = tg9°.
(4 cos ) (dcos ) cos9° cos27°  cos9° &

B Piiklad 4.6.20. Dokazte rovnost3®

LR Y (DN I T (L N
B COS7 2 COS7 2 COS7 = 8

Resent: Vyjdeme ze vzorce cos 3x = 4 cos® x — 3 cos « dokdzaného v prikladu 4.6.1, ktery po vydéleni
vyrazem — cosx (za podminky x # § + k7, k € Z) jesté déale upravime do tvaru:

5 3
CO89% _ 3 4cos?z = 1-2(2cos?z — 1) =1 — 2cos 2.

COos T

s vele ~e. o A _ m™ 3m 97
Jeho trojim uzitim pro pfipustné hodnoty = = {7, 17, 77 dostaneme

3T 91 27 27
__1.cosﬁ CoS T1 cosﬁ__l cos 1 l.cosﬁ_ 1
- LT 3 9 L o
8 cos{; cosyy cCOS Ty 8 cos{; 8 cos{y 8
36[29), str. 87.
37129], str. 95.

38[30], str. 244.
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W Piiklad 4.6.21. Dokazte rovnost3?
tg45° - tg 35° - tg 25° - tg 15° = tg 5°.

Resent: V dikazu pouZzijeme vzorce pro tangens souctu a rozdilu dvou thli a identitu pro tangens
trojnasobného argumentu, dokdzanou v prikladu 4.6.1:

tg45° - tg 35° - tg25° - tg 15° = 1 - tg (30° + 5°) - tg (30° — 5°) - tg (3 - 5°) =
_ tg30° 4 tg5° tg30° —tg5°  3tg5° — tg35°
T 1—tg30°-tgh° 1+1tg30°-tgh° 1 — 3tg25°
tg?30° — tg?5°  3tg5° —tg®5°
1—tg230° - tg25°  1— 3tg25°
_ 3 — tg?5° t85°(3 — tg?5°)
S 1-1-tg?°  1-3tg?°
~1—3tg%5° tg5°(3 — tg?5°)
T 3—tg25° 11— 3tg?5°

=tg5°.

W Piiklad 4.6.22. Dokazte rovnost®
27 sin® 9° + 9sin® 27° + 3sin® 81° + sin® 243° = 20sin 9°.

Reseni: Pouzijeme vzorec pro sinus trojnasobného argumentu sin 3z = 3sinz — 4sin® 2 z piikladu
3 3sinx—sin3z .
1 :

4.6.1, ktery prepiSeme do tvaru sin® z =
27sin> 9° + 9sin® 27° + 3sin® 81° + sin® 243° =

3sin 9° — sin 27° 3sin 27° — sin 81° 3sin81° —sin243°  3sin243° —sin729°

=27 1 +9 1 +3 1 + 1
1;‘. o _ o 2 o 1si o _ o o
_ 81sin 9° — sin 729 _ 81sin9° —sin9 — 920sin 9°.
4 4
W Piiklad 4.6.23. Dokazte rovnost?!
1 3 9 27

=10tg9°.
cotg 9° — 3tg9° + cotg 27° — 3tg 27° + cotg 81° — 3tg 81° * cotg 243° — 3tg 243° &

~ 3
Regend: Pouzijeme vzorec pro tangens trojndsobného argumentu tg 3z = 3822 , pifkladu 4.6.1,

1-3tg2z
ktery nejdiive vynasobime tfemi a je$té upravime na rozdil:
3tgx —tgdr  3tgdr — 9tgx 8tgx
3-tg3z=3- = —top— — 2%
& 1 - 3tg’x 3tglr — 1 & 3tg2xr — 1
Odtud dostaneme identitu
tgx _ 3tgdx —tguw
1—3tg2z 8 '

39140, str. 8.
40730], str. 243.
41[30], str. 243.
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kterou vyuZijeme na rozhodujicim misté nasledujicich tprav levé strany dokazované rovnosti:

1 3 9 27
cotg 9° — 3tg 9° + cotg 27° — 3tg 27° + cotg 81° — 3tg81° + cotg 243° — 3tg 243°
1 3 9 27
tg9° —3tg9° tg27° —3tg27° o 810 — Jtg8l° tg2430 — 3tg243°
tg 9° 3tg 27° 9tg 81° 27tg 243°

T 1-3tg%9° | 1-3tgZ27° | 1-3tg?8l° | 1-— 3tg?243°
| 3tg27° — tg9° 3tg 81° — tg 27° 3tg 243° — tg81° 3tg729° — 1g243°

3- 9- 27 -
8 + 8 + 8 + 8
1tg 729° — tg9° 1tg9° —tg9°
_ 81tg 7 98 g9 _ 8 g98 29 — 10tg9°.

B Priklad 4.6.24. DokaZte rovnost*2

1 cos 61° 1 cos 62° 1 cos119° 1
cos 1° cos 2° cosh9° )
Resent: V fegent vyuzijeme vzorec pro rozdil dvou kosinti cos x —cosy = —2sin - +y sin ¥ 2 , rovnost
25in 30° = 1 a identitu sinz = cos(90° — z) pro hodnoty =z = 31°,32°,...,89°:

1 cos 61° 1— cos 62° 1 cos 119°)
cos 1° cos 2° cos59° )

cos 1° — cos 61°  cos 2° — cos 62° cos 59° — cos 119°

cos 1° . cos 2° ' cos 59°
_ 2sin31°sin30°  2sin 32° sin 30° 2sin 89°sin 30°
- cos 1° ' cos 2° o cos 59° -
_cos(90° — 31°) cos(90° —32°)  cos(90° —89°)  cos59°cos58°---cos1°
- cos 1° ‘ cos 2° o cos 59° " cos1°cos2°---cos59°

B Piiklad 4.6.25. Dokazte rovnost*?
(tg89° — 1)(tg 88° —1)-- - (tg46° — 1) = 222,

Reseni: Po dpravé kazdého ¢initele na jeden zlomek pouzijeme pro rozdily v Eitatelich ziejmou
identitu sinx — cosz = \/isin(a: —45°) a pak od hodnot kosinu pfejdeme k hodnotam sinu:

(tg89° —1)(tg88° —1)--- (tg46° — 1) =
sin 89° — cos 89°  sin 88° — cos 88° sin46° — cos 46°

cos 89° ' cos 88° o cos 46°
~ V2sin(89° — 45°) /2sin(88° —45°)  /2sin(46° — 45°)
N cos 89° . cos 88° o cos 46° N
_ ( )44 _ sin44°sin43°- - -sin1° 022 sin 44° sin43° - - - sin 1° _ 92
cos 89° cos 88° - - - cos 46° sin(90° — 89°) sin(90° — 88°) - - - sin(90° — 46°)

B Piiklad 4.6.26. Dokazte rovnost

(V3 +1tg1°)(V3+tg2°) - (V3 +tg29°) = 2%,

42(30], str. 244.
3(30], str. 244.
44[30], str. 244.
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Resens: P apravé levé strany nejprve isla v/3 nahradime tg60°, pak pouZijeme vzorec pro sinus

souctu, rovnost cos 60° = % a nakonec hodnoty sinu zaménime hodnotami kosinu:

(V3+1tg1°)(V3 +122°) - (V3 + tg29°) =
= (tg60° + tg 1°)(tg 60° + tg2°) - - - (tg 60° + tg29°) =

[ sin60° n sin 1° sin 60° . sin 2° sin 60° n sin29°\
" \cos60° ' cosle cos 60°  cos?2° cos60° ' cos29° )

sin(60° + 1°) sin(60° +2°)  sin(60° 4+29°) _ sin61° 9 sin 62° 5 sin89°
" cos60°cos1°  cos 60° cos 2° cos 60° cos 29° cos 1° cos 2° cos29°
_ 920 08 29°cos28°---cos1° o9

cos1°cos2°---cos29°

W Piiklad 4.6.27. Dokazte rovnost?
1 1 1 1

sind5osind6° | smarosindse T sni33°sin134°  sinle

Reseni: Po vynasobeni obou stran dokazované rovnosti nenulovym ¢&islem sin 1° piejdeme k tukolu
dokazat, ze soucet

_ sin 1° n sin 1° oy sin 1°
T sin45°s8ind6° | sin47° sin 48° sin 133° sin 134°

mé hodnotu rovnou 1. K tupravé kazdého zlomku pouzijeme identitu

sin(x — y) __ sinxcosy —cosxsiny  sinxzcosy _ cos xsiny

: : : : - - : p = cotgy — cotgx
smxsmy smxsmy Smx smy smxsmy

a v ziskaném souc¢tu zménime poradi ¢lent
S = (cotg 45° — cotg 46°) + (cotg 47° — cotg 48°) + - - - + (cotg 133° — cotg 134°) =
= cotg 45° — (cotg 46° + cotg 134°) + (cotg 47° + cotg 133°) — - - -
—(cotg 88° + cotg 92°) + (cotg 89° + cotg 91°) — cotg 90°.

Protoze kazda ze zévorek je podle identity cotgax + cotg (m — x) = 0 rovna nule, cely soucet ma
hodnotu S = cotg 45° — cotg 90° = 1 — 0 = 1 a diukaz je hotov.

B Piiklad 4.6.28. Dokazte rovnosti%t

sin 10° + sin 50° = sin 70°, (4.46)
1
sin 10° - sin 50° - sin 70° = 3’ (4.47)
1 1 1
= 6. 4.48
sin 10° * sin50°  sin 70° + (4.48)
Reseni: Je vhodné si uvédomit, Ze plati sin(3 - 10°) = sin(3 - 50°) = —sin(3 - 70°) = 5. Vyuzi-

jeme vzorec pro sinus trojnasobného argumentu sin3z = 3sinz — 4sin® x (priklad 4.6.1) ve tvaru
sin®x — %sinx + %sin 3z = 0. Pro hodnotu sin3x = % tak podle prvni véty feSeni dostavame, Ze

realné ¢isla sin 10°, sin 50°, — sin 70° jsou kofeny kubické rovnice

45130], str. 243.
46[40], str. 11-12.
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Podle Viétovych vztaht pro kofeny kubické rovnice plati

sin 10° + sin 50° — sin 70° = 0, (4.49)
3
sin 10° sin 50° — sin 50° sin 70° — sin 70° sin 10° = D (4.50)
sin 10° sin 50° sin 70° = %
Ze vztaht (4.49) a (4.51) ihned plynou rovnosti (4.46) a (4.47). Vztah (4.50) upravime na ekviva-
lentni tvar

. (4.51)

1 11 3

sin 10° + sin50°  sin 70° + 4 sin 10° sin 50° sin 70°

a dosadime sem z (4.51), ¢imz ziskame i t¥eti dokazovanou rovnost (4.48).

4.7 Priklady

Poznatky o goniometrickych funkcich v oboru realnych ¢&isel, kterymi jsme se podrobné v této
kapitole zabyvali, nyni uplatnime pfi FeSeni rozmanitych pfikladd, které ilustruji metody, jakymi
s témito funkcemi pracujeme. Vybrané piiklady nejsou rutinni a vyZzaduji od FesSitelit ¢asto nemalé
asili pfi hledani zptsobu, jakym danou situaci ,,uchopit”, zejména jak se pustit do tprav sestave-
nych vyrazi pomoci vhodné zvolenych goniometrickych vzorci, kdyZ zpocatku neni piili§ vidét ke
kyzenému cili.

Uvodni piiklad se lisi od viech nasledujicich tim, Ze ma formu vykladu o dilezitych funkcich,
které nachéazeji uplatnéni jak v mnoha védnich i technickych oborech, tak t¥eba i v sou¢asné socio-
logii, biologii a 1ékafstvi, v§ude tam, kde popisujeme periodické procesy, jako jsou nejriznéjsi vinové
jevy (napf. svétlo, zvuk ¢i pohyb moiské hladiny), ekonomické, klimatologické a biologicko-popula¢ni
cykly, biorytmy v télech organismt apod.

B Priklad 4.7.1. Kazdou periodickou zavislost mezi dvéma skalarnimi veli¢inami y a z, kterou lze
vyjadiit ve tvaru
y = Asin(Bzx+ C) + D, (4.52)

kde A > 0,B > 0 a C, D jsou realna ¢isla, nazyvame sinusoiddlni funkei y = f(x). Parametr B
uréuje nejmensi periodu®” T takové funkce f, jez je zfejmé dana vzorcem T = 27. Znadi-li g a
Ymaaz Nejmensi, resp. nejvétsi hodnotu dané funkce f na intervalu délky 7', pak z rovnosti y,in =
= —A+4+ D a ymax = A+ D vyplyva, Ze parametry A, D zvané po fadé amplituda a stiedni hodnota
funkce f jsou ureny vzorci

A= Ymax ; Ymin a D= Ymax ‘2|’ Ymin )

Zbyvajici parametr C ve vyjadieni (4.52) je ur€en az na aditivn{ konstantu 2k, kde k € Z. Upfes-
nime ho, kdyZ tpravou argumentu sinu prepiSeme formuli (4.52) do tvaru

21 (z — )

= Asi
Y sin T

+ D (4.53)
a pro novy parametr xg zvany fdzovy posun funkce f stanovime podminku 0 < xy < T. Vyhoda
zépisu (4.53) spoCiva v tom, Ze v ném zastoupené parametry T, A, D, xy jsou dobfe patrné na
grafu takové sinusoidalni funkce f, kterym je tzv. sinusoidalni kiivka (obr. 4.24). Dostaneme ji ze
(zdkladni) sinusoidy y = sin x roztaZenimi ¢i smriténimi ve sméru os z a y s koeficienty 27", resp. A
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@] o x

Obrézek 4.24: Sinusoidalni funkce y = A sin Ljfw") + D

a naslednymi posunutimi ve sméru os x a y o hodnoty xg, resp. D.
Zduraznéme, Ze sinusiodalni funkce mohou byt zadany predpisy, které se tvarové od vzorcu
(4.52) ¢i (4.53) odlisuji, presto v8ak popisuji stejnou zéavislost, coz obvykle ovéfime uzitim vhodnych

goniometrickych identit. Ctyfi priklady takovych uprav sinusoidélnich funkei na ,kanonicky“ tvar
(4.52) ted uvedeme:

. T
Y1 = COST = SIn <x+§),

. 9 1—cos2zx 1 . (2 7r>+1
=S "r=-————= —SsIn r — — _
2 2 2 2) o
=cos’z = 1+coslde 1sin(2x+7r)+1
9= T2 T 2) T

1
Yg =SIMITCOST = < sin 2.

Pokud chceme ziskat kanonicky tvar pro sinusoidalni funkce zadané predpisem (4.52), ve kterém

4"Dale uz namisto ,nejmensi perioda® budeme struéné psat ,,perioda“.
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jsou jeden ¢i oba parametry A, B zaporné, postupujeme napt. takto:

Y5 = —2sin 3x73—7r = 2sin 3x+3—7rf7r = 2sin 331772—7r ,
5 5 5
2
Y6 = 25in 73x+3—7r =2sin |7 — 73x+3—7r = 2sin 3$+£ ,
5 5 5
y7 = —2sin (—335— 3%) = 2sin (3l‘+ 3%) .

Jesté jedno vyjadieni zkoumanych funkei je vyznamné: ukazme, Ze kaZdou sinusoiddlni funkci y =
= f(z) s periodou T > 0 a stFedni hodnotou D lze zapsat ve tvaru

2 2
Y = acos %ﬂ + bsin%ﬂj + D, (4.54)

kde a,b jsou vhodnd redlnd cisla, a Ze naopak pro libovolnd ¢isla a,b za podminky (a,b) # (0,0)
urcuje predpis (4.54) sinusoidding funkci y = f(x) s periodou T a stiedni hodnotou D. Skuteéné,
podle vzorce pro sinus rozdilu plati

27 (x — ) 2mx 21X 2rx . 2mxo

T =AsmTcos T ¢ T in T

Asin

takze predpisy (4.53) a (4.54) zadavaji stejnou funkei y = f(x), je-li splnéna dvojice rovnosti

21z 21z

b= Acos

a = —Asin (4.55)
Tim je prvni ¢ast tvrzeni dokdzéna, zbyva ovéfit, Ze v piipadé (a,b) # (0,0) jsou posledni dvé
rovnosti splnény pro vhodna &isla A > 0 a zg € (0,7).%8 Je ziejmé, ze amplituda A je ze soustavy
(4.55) urcena vzorcem A = v/a? + b2 a vyhovujici fazovy posun zg dvojici rovnosti

2mxg b . 2mxg —a
cos = a sin —— =

T Va2 +b? T Va2 + b2

(hodnoty na pravych stranach jsou skutetné soufadnicemi nékterého bodu na jednotkové kruznici).

Z dokazané moznosti zapisovat zkoumané funkce predpisy (4.54) vyplyva, Ze soudet dvou sinu-
soiddlnich funkci se stejnou periodou T je bud opét sinusoiddlni funkce s periodou T, nebo funkce,
kterd je konstantni. Od tohoto pomérné jednoduchého poznatku je jesté hodné daleko ke genialni
myslence, se kterou prisel r. 1822 francouzsky matematik Joseph Fourier, kdyZ navrhl vyjadiovat
jakékoliv periodické funkce, Feknéme s periodou T, jako soucty vhodné volenych sinusoiddlnich funkci
s periodami T, %7 %, ... O této konstrukci pro limitni pfipad, kdy pocet s¢itanych funkci roste do
nekone¢na, dokazal sim Fourier dilezité vysledky a polozil tak zaklady obséhlé teorie Fourierovijch
fad, vyznamného odvétvi matematické analyzy, v némz goniometrické funkce nalezly nepochybné
svého nejvétsiho uplatnéni nad ramec elementarni matematiky. |

V dalsf ¢tverici piikladi vyfesime nékolik tloh o rovinnych trojtahelnicich. Vratime se tak k té-
matu kapitoly 3, v niz jsme byli ve vybéru nestandartnich pfikladi dosti omezeni, protoze nam pro
mnohé vypoé¢ty chybél bohatsi aparat goniometrickych vzorci. K soustavngjsimu vykladu nékterych
trigonometrickych vysledku se jesté vratime v kapitole 5.

48Podobnou otazku jsme posuzovali uz dfive v podkapitole 4.4 pfi vykladu druhé metody feseni goniometrické
rovnice acosx + bsinx = ¢, jejiz levou stranu jsme vlastné prevadéli na kanonicky tvar (4.52) sinusoidalni funkce.

148



4.7. PRIKLADY

W Piiklad 4.7.2. Uréete viechny trojuhelniky ABC), jejichz vnitini ahly spliuji rovnost*?
cosacos B+ sinasin Ssiny = 1.
Resent: Ze ziejmych nerovnosti siny < 1, sinasin 8 > 0 a zadané rovnosti plyne
1> cos(a — ) =cosacos B +sinasinf =1+ sinasin8(1 —siny) > 1.

Tudiz cos(a — 8) = 1 a siny = 1, odkud plyne v = 90° a a = 8 = 45°. Pro takové vnitini thly je
zadan4 rovnost splnéna jako % + % = 1. Hledané trojihelniky ABC, pro které plati zadané rovnost,
jsou tedy pravouhlé rovnoramenné s hlavnim vrcholem C.
B Piiklad 4.7.3. Dokazte, e trojihelnik ABC je rovnoramenny, pravé kdyz plati®®
a+b+c

5 .

Reseni: Diky rozsifené sinové vété a = 2rsina, b = 2rsin 8 a ¢ = 2r sin-y, kde r je polomér kruznice

acosfB+bcosy+ccosa =

opsané, je zkoumané rovnost ekvivalentni s rovnosti
2sin acos B 4 2sin B cosy + 2sin-y cos a = sin «a + sin § + sin v,
ktera se dé jeSté prepsat na tvar
sin(a + 8) + sin(a — B) + sin(B8 + ) + sin(8 — ) +sin(y + a) + sin(y — a) = sina + sin 8 + siny.
Jelikoz o + B + v = 180°, plati sin(a + ) = sin~, sin(8 + ) = sina a sin(y + «) = sin 4. Tudiz
upravenou rovnost lze zjednodusit do podoby
sin(a — B) + sin(f — ) + sin(y — a) =0,

a nasledné, po uplatnéni vysledku z pitkladu 4.6.9 o rozkladu sou¢tu sin(z—y)+sin(y—z)+sin(z—z),
na soucinovy tvar

4sinagﬁsinﬁgvsin7;a =0.
Souéin je roven nule pravé tehdy, kdyZ jeden z ¢initelii se rovnéa nule. Zkoumané rovnost je tedy

ekvivalentni podmince, Ze plati &« = 8 nebo 8 = v nebo v = «, ¢imz je dikaz hotov.
W Piiklad 4.7.4. Pro libovolny trojihelnik ABC dokaZte nerovnosti®!

. a< a . ﬁ< b . 'y< c
sin — , sin = < , sin — < .
2 " b+e 2 a+c 2 a+b

Resend: S ohledem na symetrii staci dokdzat jen napf. prvni nerovnost. PouZzijeme opét rozsifenou
sinovou vétu a nasledné vzorec pro dvojnasobny argument (v ¢itateli) a vzorec pro soucet dvou sini
(ve jmenovateli):

a sin 2sin § cos § sin §

b+c sinf+siny QSinﬁ—;YCOSﬂ—EY B cosﬂ%'

Posledni upravu jsme provedli na zakladé toho, Ze funkce sinus mé svoji kofunkci kosinus a Ze
hodnoty § a ﬁgﬂ se dopliuji do 90°. Jelikoz 0 < |8 — | < 180°, plati 0 < cos 52;7 < 1. Tudiz

sin § o
> sin —
cos B2 7 2

Q

a dikaz je hotov. Zaroven jsme zjistili, Ze v prvni nerovnosti nastane rovnost, pravé kdyz g = ~.

49[32], str. 20.
50[29], str. 112.
51[29], str. 66.
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B Piiklad 4.7.5. Dokaite, Ze pro libovolny trojihelnik ABC plati
a=28ca*=0b*+bc a a=38= (a®> —b*)(a —b) = bc>.

Rozhodnéte rovnéZ, zda obecné plati i implikace opaéné k druhé implikaci.®?
Resent:

a=208sa®=0+bc

Je-li a =28, je v = 7 — 34, takZe podle rozsitené sinové véty plati
a=2rsin28,b = 2rsinf3,c = 2rsin 34,
kde r je polomér kruznice opsané. K diikazu rovnosti a? = b2 4+ be proto stadi ovérit identitu
sin? 28 = sin? 8 + sin 8 sin 35.
Jeji prava strana je podle znamych goniometrickych vzorci rovna
sin B(sin B + sin 33) = sin 3 - 2sin 28 cos 8 = sin? 23,

takze se skutecné rovna levé strané.
Predpokladejme nyni, Ze naopak plati a® = b? 4 be. Porovnanim s rovnosti z kosinové véty

a? =b%+ ? — 2bccos a
dostaneme

b2 +be = b? + 2 — 2bccos o,
be(1 +2cosa) = ¢,

b(1+2cosa) =c.
Dosadme sem b = 2rsin 3, ¢ = 2rsiny = 2rsin(«a + 8) a postupné upravujme:

2rsin B(1 + 2cos @) = 2rsin(a + ),
sin 8 4 2sin B cos a = sin a.cos 5 + cos asin 3,
sin § = sin awcos B — cos asin G,

sin 8 = sin(a — 3).

Odtud plyne o — 8 > 0, takZe oba tuhly 3, — § lezi v intervalu (0, 7). Jak vime, odvozena rovnost
jejich sint je tehdy mozna, jen kdyz bud 8 = o — 8 nebo 8+ (o — 8) = w. Druha moZnost (o = 7)
je v8ak vyloucena, takze plati § = a — 8 neboli a = 203, jak jsme chtéli dokazat.

‘oz:36:>(a2—b2)(a—b):b02‘

Je-li a =30, je v = 7 — 40, takZe podle rozsifené sinové véty plati

a=2rsin3B3,b=2rsinf,c = 2rsin4p, (4.56)

5292. roénik MO (1972/1973), tloha A-P-3, a 46. roénik MO (1996/1997), tloha A-TIT-1.
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kde r je polomér kruznice opsané. Proto k dikazu implikace staci ovéfit identitu
(sin? 38 — sin? B)(sin 38 — sin B) = sin B sin® 45. (4.57)
Podle znamych goniometrickych vzorcu plati

(sin 38 — sin 8)% = (2 cos 23 sin B)? = 4 cos? 23 sin? 3,
sin3f + sin 8 = 2sin 23 cos 8

a odtud pro levou stranu rovnosti (4.57) plyne

(sin? 33 — sin? B)(sin 36 — sin B) = (4 cos? 23sin? B) - (2sin 23 cos B) =
(2sin B cosf) - (2sin28 cos23) - 2sin B cos 28 =
sin 23 - sin4p - 2sin B cos 28 = sin B sin? 485.

Tak jsme dokazali, ze (4.57) plati pro kazdé j3.

Vysvétlime nyni, pro¢ opa¢na implikace neplati. Funkce sinus ma periodu 360°, takze strany
trojihelniku ABC' jsou tvaru (4.56) i v pfipadé, kdy plati o = 38 — 360° (a v = 540° — 403), napf.
pokud a = 15°, 8 = 125° a v = 40°. Pro trojuhelnik s takovymi vnitinimi thly plati (jak jsme
dokézali) rovnost (a® — b?)(a — b) = bc?, prestoze o # 34. [ ]

V dalsi skupiné tloh se vratime k problematice podkapitoly 4.4 vénované feSeni goniometrickych
rovnic a jejich soustav. Standardni pifiklady k procvi¢ovani této dovednosti lze nalézt v Cetnych
uéebnicich a sbirkéch pro stfedni ékoly7 které naée prace nechce suplovat Proto se omezime jen
pritom zkoumat otézky TeSitelnosti a z tvaru zadanych rovnic odvoaovat vlastnosti ‘]e‘]lch feSent,
aniz je vyjadiime v explicitnim tvaru.

V prvnim pfl’kladu vSak prece jen uvedeme ukézky toho postupu kter}?m goniometrické rovnice

k tém, které jsme v podkapitole 4.4 nazvali zdkladnimi.

B Priklad 4.7.6. Kazdou z jednotlivych rovnic

a) sin*z + costz = p,

b) sinzsin(a — z) = p,

c) sin(z + 3a) = 3sin(a — z),

d) sin(z +a) +sinasinz tg (z +a) = pcosacosz (kde cosa # 0)

s neznamou x a parametry a,p € R pievedte na zakladni rovnici pro vhodnou goniometrickou funkeci

s vhodnym argumentem.*®

Reseni: a) Umocnime na druhou zakladni vztah sin? x + cos?

x =1 a z vysledku vyjadfime levou
stranu zadané rovnice:

(sin? 2z + cos® z)? = 17,

4

sin?z + 2sin? z cos? z + cos? z = 1,

sin*z + cos* z = 1 — 2sin® z cos? z.

5334, str. 43.
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Nyni jiz upravime na zékladni rovnici:
2 2.
1 — 2sin” x cos* x = p,

2

4sin? zcos®z = 2 — 2p,

sin? 2z = 2(1 — p),
sin 2z = ++/2(1 — p).

S ptihlédnutim k oboru hodnot funkce sinus ma podminka FeSitelnosti tvar % <p<l.

b) Pomoci vzorce pro prevod soucinu dvou sinii na soucet upravime levou stranu zadané rovnice

cos(2z —a) — cosa
2

sinzsin(a — x) =
a nyni jiz pfevedeme na pozadovanou zakladni rovnici:

cos(2x — a) — cosa = 2p,

cos(2z — a) = 2p + cosa.
Podminka fesitelnosti je —1 < 2p + cosa < 1.

¢) Pouzijeme souc¢tové a rozdilové vzorce pro piepis levé i pravé strany zadané rovnice a nasledné
vzorce pro cos3a a sin3a z pr. 4.6.1:

sin x cos 3a + cos x sin 3a = 3(sina cos x — cosasinx),
sin (4 cos® a — 3cos a) 4 cos z(3sina — 4sin® a) = 3sinacosz — 3cos asin,

3 3

4sinxcos”a —4cosxsin®a =0,

cosa=0=cosz=0,cosa#0=tger = tha,
d) Z levé strany zadané rovnice nejdiive vytkneme vyraz tg (z + a) a nasledné pouZijeme souctovy
vzorec pro funkci kosinus:
tg (z +a) - (cos(z + a) + sinasinz) = pcosacosz,

tg (z +a) - (cosxcosa —sinxsina + sinasinz) = pcosacos z,

coszcosa - (tg (z+a) —p) =0.

Jelikoz podle zadéani plati cosa # 0, je mnozina feSeni pivodni rovnice sjednocenim mnozin resSeni
zakladnich rovnic
cosz =0 a tg(z +a) = p.

B Priklad 4.7.7. DokaZte, zZe goniometrickd rovnice
sin(cos z) = cos(sin z)

nemé v oboru realnych ¢&isel zadné Feseni.>*

Regeni: ProtoZze obé& funkce sin(cos x) a cos(sin ) maji periodu 27, staci ukazat, ze se nikde nerovnaji

54[30], str. 234.
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na intervalu (—m, 7). A protoze jde o dvé funkce sudé, mizeme interval (—m, m) ziZit na interval
(0, 7). Pripustme tedy, Ze pro nékteré z € (0, ) plati rovnost

sin(cos z) = cos(sin z).

Pro takové x oviem 0 < sinz < 1 < §, takZe cos(sinz) > 0. Z nerovnosti sin(cosz) > 0 pak

s ohledem na —% < —1 < cosz < 1 < T plyne cosz > 0. Rovnost sin(cosz) = cos(sinz) je proto
rovnost{ sinu a kosinu dvou argumentii cosz,sinz z intervalu (0,1), a tedy i intervalu (0, §). Jak
vime, takova rovnost je splnéna, pravé kdyZz soucet obou argumentii z intervalu (0,%) je roven Z,
v naSem piipadé

. T
CoST +Sinx = 5

Tato rovnost v8ak nemiZze nastat pro zadny thel z, jelikoz obor hodnot funkce
f(z) =sinz + cosz = \/ﬁcos(g — )
je interval (—v/2,v/2), zatimco 5 > V2.
B Priklad 4.7.8. Ma-li rovnice
p1cos(z 4 ar) + pacos(z + ag) + -+ - + ppcos(z + a,) =0

s realnymi parametry p;,a; takova dvé feSeni x; a x9, Ze Cislo neni celé, pak jejim FeSenim

je kazdé realné ¢islo x. Dokazte a uved'te piiklad takové rovnice s libovolnym FeSenim pron =2 a

xTra—I1
s

kladné pi, ps.®

Reseni: Pro dané parametry p;, a; definujme vyrazy

c(z) = prcos(z + a1) + pa cos(z + az) + -+ + pp cos(z + ap) =0,
s(z) = p1sin(z + a1) + pasin(x + ag) + - - - + pp sin(x + a,,) = 0.

Vsimnéme si, Ze z rovnosti
cos(y + a;) = cos(y — x) cos(z + a;) — sin(y — ) sin(x + a;)
vyplyva, ze pro libovolna z,y € R plati rovnost
c(y) = cos(y — x)c(x) — sin(y — z)s(z). (4.58)

Ve shodé se zadanim ulohy predpokladejme, Ze pro néktera &isla 1, zo plati ¢(z1) = ¢(z2) a pritom
29 =x1 +7-r, kde r € R\ Z. Z rovnosti (4.58) pro z = x1 a y = x9 vychazi

0 =cos7r-0—sinnr - s(zq) neboli sinzr - s(xy) = 0.

ProtoZe v8ak sin 7 # 0, musi platit s(x1) = 0. Z rovnosti (4.58) pro & = x1 pak pro libovolné y € R
mame
c(y) =cos(y —x) -0 —sin(y —z1) - 0=0,

takZe TfeSenim zadané rovnice je skutecné kazdé realné ¢islo.
Zadanym prikladem pro n = 2 je rovnice

cosz + cos(z +7) =0,

jejimz FeSenim je skutecné kazdé x € R, nebot &islo 7 je antiperioda funkce kosinus.

5534, str. 21.
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B Priiklad 4.7.9. Predpokladejme, Ze rovnice
acosT + bsinx = ¢

s parametry a,b,c € R, kde a? + b?> > 0, ma v intervalu (0,27) dvé rtzna feSeni x1, vo. Dokazte
rovnost®®

2 X1 — T2 C2
0S” ———

¢ 2 a2+

Regens: Danou rovnici acos z + bsinz = ¢ upravime goniometrickou metodou popsanou v podkapi-
tole 4.4 do tvaru K sin(z 4 ¢) = ¢, kde K = va? + b? a ¢ je vhodny thel (jeho hodnotu nebudeme
potFebovat). Podle zadani pro dvé rizna ¢isla 1,z € (0, 27) plati

Ksin(z1+¢) =c¢ a Ksin(za +¢) =c. (4.59)
Odectenim rovnic (4.59) s ohledem na K # 0 dostaneme

xr1 — X9 T1 + 22+ 2¢
cos 5 .

0 = sin(z1 + ¢) — sin(z2 + ¢) = 2sin (4.60)

Z nerovnosti 0 < x1,22 < 27 plyne —m < #5% < 7, odkud diky pfedpokladu x; # zp mame

sin #1572 £ 0, takZe rovnost (4.60) znamena

1+ 22+ 20 .
cos — s = 0, a proto sin

T1+ X2+ 20

+1.
2

Dosadime-li posledni hodnotu do vysledku se¢teni rovnosti (4.59), ktery lze upravit do tvaru

1 +w2+2<,0COS$1—CE2

2K sin = 2¢,
2
dostaneme ) )
xr1 — X2 Tr1 — X2 C C
+2K cos — = 2¢, odkud cos? Sy TR Er R

coZ je rovnost, kterou jsme méli dokazat.

Pozndmka: K feSeni predchozi tlohy lze vyuzit i algebraickou metodu feSeni goniometrické rovnice
acosx + bsinx = ¢, kterou jsme v podkapitole 4.4 ilustrovali obrazkem 4.17. Ziskdme tak dokonce

CcoS X1 + CcoS X2 ac sinxq + sin zo be (4.61)
= a = .
2 a? + b2 2 a? + b2’

ze kterych po umocnéni na druhou, secteni, uziti dvou goniometrickych jednic¢ek a aplikaci vzorce
pro cos(x1 — x2) totiz vyplyva

62

— 4+ cos(x1 —x =
1 2 a2 b2’

2
coz je ptvodni dokazovana rovnost, nebot odvozena leva strana je ziejmé rovna cos? #5722 K ditkazu
rovnosti (4.61) si povsimnéme, Ze jejich levé strany jsou soufadnice stfedu usecky s krajnimi body
[cos z1,sinz1] a [cos za,sin 9], jeZ jsou priseciky piimky p s jednotkovou kruZnici k vyznacenymi

56(34], str. 51.
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na obr. 4.17. Proto stad ovéfit, Ze kolmy primét pocatku [0,0] na pfimku o rovnici az + by =
= ¢ ma soufadnice uvedené v pravych stranach rovnosti (4.61). To je trivialni poznatek analytické
geometrie, nebot zfejma rovnost

a ac b be
a2+b2 a2+b2

=cC

ukazuje, ze bod s takovymi soufadnicemi na dané piimce lezi, a polohovy vektor (af—sz, azb—sz>

tohoto bodu je zfejmé rovnobéZny s normélovym vektorem (a,b) dané piimky az + by = c.
B Priklad 4.7.10. Necht a,b € R,a # b. Dokazte, Ze soustava rovnic
asin?z +beos?z =1, acos’y + bsin?y =1, atgxr =btgy (4.62)

s nezndmymi x,y a parametry a,b ma v oboru R feSeni, pravé kdyz plati a + b = 2ab > 0 (coz

znamena, Ze obé &isla a, b jsou kladna, jedno z intervalu (3,1), druhé z intervalu (1, 00)).>7

Reseni: o V prvni ¢asti pfedpokladejme, Ze vypsana soustava ma feseni, kterou je dvojice (z,y). Ze
tieti rovnice soustavy pak plyne cosz # 0 a cosy # 0 (jinak by hodnoty tgz,tgy nemély smysl).
Prvni dvé rovnice soustavy pak po vydéleni cos? x, resp. cos?y a uziti rovnosti
1 sin? ¢ + cos? ¢ 9
= =tgt+1
cos?t cos? t gt

pro t =z a t = y muzeme piepsat do podoby
(a—Dtg2z=1-b a (b-Dtg?y=1-a.

Odtud plyne a =1 < b = 1. Protoze vSak a # b podle zadéani ulohy, jsou a — 1,b — 1 nenulova ¢isla
riznych znamének, nebot nenulova &isla tg2xz, tg?y jsou kladna. Hodnoty tg2z, tg?y jsou tedy dvé
navzajem prevracena kladna ¢isla urcena takto:

) 1 b—1

t = =_2 - 4.63
g =ty | (4.63)

Z t¥eti rovnice (4.62) nyni (diky nenulovosti ¢isel tg z,tgy) plyne a = 0 < b = 0, takZe s ohledem
na a # b jsou i obé ¢isla a, b nenulova a plati

92_ tgx 2_tg2x_ b—1\2
a) \tgy) tgy \a—-1) "~

kam jsme za tg2z, tg?y dosadili z (4.63). Plat{ tedy néktera z moznosti

b b-—1 b b—1

;_a71<0 nebo E—fa71>0. (4.64)
Diky implikacim

b b-1

- = lib(a—l):a(b—l)ﬁa:b,

a e (4.65)

b b—-1
—-=- 1$b(a—1):a(1—b):>a+b:2ab

a a —

a predpokladu a # b musf nastat druha moznost v (4.64), z niz tedy plyne kyZena rovnost a + b =
= 2ab. Protoze hodnoty 2ab a 3 maji zfejmé stejné znaménko a Z > 0 podle (4.64), plati i 2ab > 0

57[36], str. 91.
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a prvni ¢ast FeSeni je hotova.

e Predpokladejme nyni, Ze rtzna ¢isla a, b spliuji podminku a + b = 2ab > 0. Protoze z a + b =
= 2ab zfejmé plyne a =0 < b=0aa =1« b =1, jsou a,b dvé ¢isla riaznd od 0 a 1, takze
implikace v (4.65) se daji obratit a vedou pak k zavéru, Ze plati druhy vztah v (4.64), pfitom se
vyuzije pfedpoklad 2ab > 0, podle néhoz g > 0 . Posledni vyraz v (4.63) ma tedy kladnou hodnotu,
takze existuji ¢isla z,y € (0, F) takova, Ze (4.63) plati; dokonce pfitom méme x 4y = 5. Hodnoty

tgx,tgy jsou tedy kladné a plati
_1_ ] b*l_\/ﬁ
Ctgy a—1 Va

(opét jsme vyuzili druhou ¢ast (4.64)). Odtud plyne jednak

atgr =btgy = Vab,

takze tfeti rovnice soustavy (4.62) je splnéna, jednak

1-b o2 sin? 2
= T =
a—1_ '8 cos? x
odkud
(1—b)cos’z = (a — 1)sin’z neboli asin®z + beos’x = 1.

Urcené x tedy spliwje i prvnf rovnici soustavy (4.62), v disledku ¢ehoz i uréené y = 5 — x splije
jeji druhou rovnici. Tim je i druha ¢ast feseni tlohy hotova.

B Piiklad 4.7.11. UvaZujme soustavu rovnic
cos T + cosy = a, sinz +siny = b (4.66)

s neznamymi z,y € (0,27) a parametry a,b € R. Popiste grafickou metodu feseni (4.66) s vyuzitim
jednotkové kruznice, podejte diskusi o po¢tu FeSeni (4.66) v zavislosti na parametrech a, b a odvod'te
algebraickou soustavu dvou rovnic s nezndmymi ¢, s a parametry a,b, jejimiz feSenimi jsou pravé
dvojice

(c,s) = (cosx,sinx) a (¢,8) = (cosy,siny)
sestavené z Fegeni puvodni soustavy (4.66). Nakonec pfevedte soustavu (4.66) na soustavu zakladnich

goniometrickych rovnic pro vhodné vyrazy sestavené z neznamych z,v.%8
Resgeni: V roving s kartézskou soustavou soufadnic Ocs sestrojme jednotkové vektory

OX = (cosz,sinz) a oY = (cosy,siny)

odpovidajici poloham goniometrické rucicky pro ahly z, resp. y. Soustava (4.66) pak vyjadfuje prave
to, Zze vektorovy soucet OX + OY je vektor OZ = (a,b) s danymi soufadnicemi a,b. Rovnobé&znik
OXZY je koso¢tverec s jednotko m1 stranami, takze ze zadaného vektoru 07 ur¢ime koncové
body X,Y neznamych vektoriu 5;% OY jako pruseciky jednotkové kruznice s osou o tsecky OZ
(pfitom je jedno, ktery z prisefiki oznac¢ime X a ktery Y, nebot soustava (4.66) je v neznamych
x,y symetrickd). To je hledana grafickd metoda feseni soustavy (4.66).

Existence a pocet zminénych prusecikii zavisi na vzdélenosti osy o od pocatku O, jez je rovna
poloving délky va? + b? tsetky OZ. Odtud plyne:

58[29], str. 60.
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Obrazek 4.25

o je-li a® 4 b2 > 4, soustava (4.66) nem4 Fesent,

o je-li a? + b? = 4, soustava (4.66) ma jediné feSeni x = y = ¢, kde ¢ € (0,27) je thel urceny
rovnostmi

2cos p = a, 2sinp = b,

o je-li 0 < a® + b2 < 4, soustava (4.66) ma dvé feseni (w0, y0) a (yo,z0), kde zg,yo € (0,27) a
zo # Yo (0 jejich urceni pojedname nize),

e je-li a = b = 0, soustava (4.66) ma nekoneéné mnoho FeSeni, jeZ jsou pravé tvaru (z,y), kde
z,y € (0,2¢) a |z — y| =7 (odpovida to situaci X + oY = ).
K urceni pozadované soustavy pro neznamé c, s najdeme rovnici osy o tusecky OZ. Je to primka

s normalovym vektorem OZ = (a,b), ktera prochazi bodem S [§ b

5 5]7 takZe jeji rovnice méa tvar

a b . a? + b2
a<cf§)+b<sf§)—0 neboli ac+ bs = 1

Priseciky osy o s jednotkovou kruznici jsou proto uréeny soustavou rovnic
a® + b2

bs =
ac + bs T

A+s2=1.

To je hledana algebraicka soustava pro FeSeni pivodni soustavy (4.66).
K trigonometrickému feseni pfepiSme rovnice soustavy (4.66) pomoci vzorci pro soucet dvou
kosinti a dvou sinti do ekvivalentniho tvaru

r+y T—y . Tty T—y
——~cos —— =a, 2sin cos

2 2 2

2 cos

=b. (4.67)
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Vydélenim rovnic (4.67) dostaneme

r+y b r+y a
=2 , to o J =2 4.
5 , resp cotg — A (4.68)

podle toho, zda a # 0 ¢ b # 0 (pfipad a = b = 0 z vySe uvedenych divodi jiZz neuvazujeme).
Z téchto rovnosti zfejmé plyne

tg

)

T4y a LIty b (4.69)
cos = , sin = , .
2 1/a‘2_‘_b2 2 1/0124_[)2
pFicemZ oba vztahy plati se stejnym znaménkem + ¢ —. Po dosazeni do té z rovnic (4.67), jejiz
pravé strana je rizna od nuly, dostaneme v obou pfipadech stejny vztah
_ Va2 + b2
cos LY - LV + (4.70)

2 2

s tymz znaménkem jako ve (4.69). Vsimnéme si, Ze z rovnic (4.69) a (4.70) plynou naopak rovnice
(4.67). Tak jsme ptvodni soustavu (4.66) prevedli na soustavu zakladnich goniometrickych rovnic
(4.69) a (4.70), ve kterych vezmeme stejné znaménko. (Timto postupem najdeme vSechna FeSeni
v oboru z,y € R.) |

Prejdeme nyni k tiloham o goniometrickych nerovnostech. Nebudeme vsak 7esit nerovnice, nybrz
dokazovat nerovnosti. Proménné v nich zastoupené tedy nebudou neznamé (které je tfeba urcit),
nybrz budou nabyvat libovolnych hodnot z predem stanovenych obori. Dokazovéni takovych ne-
rovnosti mize byt mnohdy tvrdym ofiskem, pfesto ve vybranych tlohéch vzdy vystacime s elemen-
tarnimi prostfedky, uplathovanymi vSak ¢asto dosti rafinované.

B Piiklad 4.7.12. Dokazte, Ze pro libovolna ¢isla z,y € (0, 3) plati®

1
> 2/tgx +tgy.

CoOS T Cosy

Reseni: Protoze pro uvazovana z,y plati 0 < x + y < m, mame

sinzcosy +coszsiny sin(z + y) < 1

tgx +tgy = (4.71)

COS T COS Y COSTCOSY ~ COSTCOSY’

takZe misto nerovnosti ze zadani tlohy staci dokdzat nerovnost

1 1 1
+ >/ (4.72)
COoS T COos Yy COS T COS Y

To je ale snadné, nebot po prevedeni odmocniny z pravé strany na levou dostaneme po tpravé ,na

Ctverec” ziejmou nerovnost

(\/cim _ ¢;)Ty)2 > 0. (4.73)

Tim je cely dikaz hotov. Dodejme, Ze nerovnost (4.72) téZ plyne z nerovnosti mezi aritmetickym a
geometrickym primérem (kladnych) ¢isel Colsz é Colsy.
Rovnost v dok4zané nerovnosti nastane, pravé kdyz nastanou rovnosti v obou nerovnostech

(4.71) a (4.73). To lze ziejmé vyjadiit podminkami

. 1 1
sin(z +y) =1 a = ;
cosT  cosy

s

které jsou pro né&jaka x,y € (0, §) splnény, pravé kdyz z +y =5 a2 =y, neboli z =y = 7.

5951, roénik MO (2001/2002), tloha A-TI-1.
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B Priiklad 4.7.13. DokaZte, Ze pro libovolna realna &isla x,y plati nerovnosti
3 1
cos x + cosy + cos(r +y) > — cos z cosy cos(x + y) > %

a podminky, kdy nastane prvni, resp. druhé rovnost, vyjadrete zakladnimi rovnicemi pro vhodné
goniometrické funkce s vhodnymi argumenty sestavenymi z proménnych z a, 3.5

Reseni: Vyrazy v levych stranach nerovnosti oznacime P, resp. Q a pri jejich tpravach uzijeme
kromé goniometrickych vzorct téz metodu doplnéni kvadratického trojclenu na ¢tverec.

P:cosw—l—cosy-i-cos(z-i-y):2cosx;ycosx;y+(200s2mT+y—1) =
r+y r—y

B) COS B)

1 —y\? 1 -
:§<200sx+y+cosl2y> —5c052u_ =

2
2
:1 2cosx+y+cosm y Jrlsin2z yfg
2 2 2 2 2 2

ty

= 2COSQL+2COS

V poslednim vyrazu jsou hodnoty prvnich dvou séitancii (diky druhym mocnindm) nezaporna
¢isla, takze plati P > —%7 jak jsme méli dokdzat. Rovnost P = —% nastane, pravé kdyz

zéklady obou druhych mocnin budou rovny nule:
T — . T—Y

+cosT:0 a sin 5

2cosx+y

Druhé rovnost je splnéna, pravé kdyz cos % = +1. Po dosazeni do prvni rovnosti tak na-
3

chazime kritérium rovnosti P = —3 ve tvaru soustavy rovnic

r+y 1

==1
cos , cos 5 :F2

(pozadujeme, aby obé rovnice platily bud s hornim, nebo s dolnim znaménkem).

cos(z + y) + cos(x — y)

Q =coszcosycos(z +y) = 3 ~cos(z +y) =
= % cos?(z +y) + % cos(z + y)cos(z —y) =
= é(2 cos(z + y) + cos(z — y))? — écos2(ac —y) =
= é(Z cos(x +y) + cos(z —y))? + ésinz(a: —y) — %

Ze stejnych divodu jako v prvni ¢asti feSeni odtud plyne nerovnost ¢ > —%, pri¢emz rovnost
nastane, pravé kdyZz je splnéna soustava zékladnich rovnic

1
cos(z —y) = %1 a cos(z +y) = ¥5-

60[34], str. 50-51.
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B Priiklad 4.7.14. Pro kazdé pfirozené ¢islo n > 2 urcete nejvétsi hodnotu vyrazu
V, = sinxq cosxg + sinxg cosxs + - - - + sinx,_1 cos x, + sin z,, cos x1,

kde 1,22, ..., , jsou libovolna realna ¢isla.6!
Reseni: Kromé vyrazu V,, uvazme jesté vyraz

Sp = (sinzy — cos x2)2 + (sinzg — cos x3)2 + -+ (sinx, — cos xl)z,

ktery je sou¢tem n druhych mocnin, takze mé pouze nezaporné hodnoty. Po provedeni téchto dru-
hych mocnin rozdilt a vyuziti n goniometrickych jedni¢ek dostaneme vyjadieni

Sn

Sn=n—2V, neboli Vo= 5

N3

odkud vzhledem k S, > 0 plyne V,, < §. Zkoumany vyraz V, proto nabyva nejvétsi hodnoty
nebot, jak snadno nahlédneme, pro &isla ¥y = 29 = - -+ =z, = J plati 5, = 0, takZe potom V,, =
coz je vidét i po pfimém dosazeni hodnot

[30l3

V2

sinxi:cosaji:7 (1=1,2,--- ,n).

B Piiklad 4.7.15. Dokaite, Ze pro kazdé = € (0,7) a kazdé n € N plati®?

sin3z  sinbz sin(2n — 1)z

3 5 T omn—1

sinx +

Reseni: Ozna¢me S, levou stranu zkoumané nerovnosti. V feSeni vyuZzijeme vzorec pro soudin sint
2sin z sin(2k — 1) = cos(2k — 2)z — cos 2kz,

nésledné v tipravach odhadneme hodnoty kosinti ¢islem 1 a ziskany vyraz teleskopicky sec¢teme:

. L 2sin x sin 3z 2sinzsin(2n — 1)z
2sinx - S, =2sinzrsing + — + -+ - + =
3 2n—1
cos 2z — cos 4z cos(2n — 2)z — cos 2nx
=1—-cos22 + ——+ - + =
3 2n—1
1 a2z (1 1 4 1 1 cos2n:L'>
=1l—-cos2z(1—<)—cosdz|s—=|—-—
3 3 5 n—-1 7~

SR (R R

Protoze z 0 < x < 7 plyne cos 2z < 1, je dokdzana nerovnost 2sinx - S, > 0 ve skute¢nosti ostra,
takZe z ni s ohledem na sinz > 0 dostavame S, > 0, coZ jsme chtéli dokazat.

B Piiklad 4.7.16. Dokaite, Ze pro libovolna realna &isla a1, o, -« - , z, plati®3
Z cos(z; — ;) > —g.
1<i<j<n

6146. roénik MO (1996/1997), tloha A-TII-5.
62[35], str. 15.
63(35], str. 11.
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S v o, ; < > n n : z < .
Regeni: Umocnime dva koneéné soucty y ;" | cosx; a » . sina; na druhou a nésledné vyrazy, které
jsou pro jakakoliv x; nezaporné, seCteme:

n 2 n
E cosx; | = E cos? z; + 2 E COS T'; COS T,
i=1 i=1

1<i<j<n
n 2 n
(Z sin xb) = Z sin? x; + 2 Z sin z; sin x,
i=1 i=1 1<i<j<n

n 2 n 2 n n
E cosx; | + E sinx; | = E cos? x; + E sin? x; + 2 E (cos z; cos Z; + sin x; sin xj) =
i=1 i=1

i=1 i=1 1<i<j<n

=n+2 Z cos(x; — x;) > 0.

1<i<j<n
Odtud jiz plyne dokazovana nerovnost
n
E cos(z; — ;) > -3
1<i<j<n

Posledni dva piiklady teoretického charakteru ¢aste¢né objasnuji, pro¢ je tak malo pfesné zna-
mych velikosti ostrych thla, u nichZ zname (rovnéz piesné) i prisluné hodnoty goniometrickych
funkei.

MW Priklad 4.7.17. DokaZte, Zze ob& hodnoty cos 1°,sin 1° jsou iracionalni &isla.%4

Resent: Nejprve indukci vzhledem k &slu n dokdzeme: je-li x € R takové, Ze cosx € Q, pak
cosnz € Q pro kazdé n € N. Z piedpokladu cosxz € Q a rovnosti cos2x = 2cos?z — 1 plyne
cos 2z € Q. Plati-li cosnz € Q a soucasné cos(n + 1)z € Q pro nékteré n, pak z identity

cos(n + 1)z + cos(n — 1)z = 2 cosnx cos x

vzhledem k vychozimu predpokladu cosz € Q vyplyva cos(n + 1)z € Q a dikaz indukei je hotov.

Nyni uz k samotné tloze: kdyby platilo cos1° € @Q, méli bychom podle dokdzaného tvrzeni
cosn® € Q pro kazdé n € N, coz dava pro n = 30 spor, nebot cos30° = @ ¢ Q. Ke stejnému
sporu dojdeme i tehdy, kdyZ pFipustime, Ze sin 1° € Q, nebot pak by z rovnosti cos 2° = 1 —2sin? 1°
plynulo cos2° € Q, a tedy cos2k° € Q pro kazdé k € N, tedy i pro k = 15.

Pozndmka: Z uvedeného postupu plyne, ze cosk® ¢ Q pro k € {1,2,3,5,6,10,15} (vypsali jsme
v8echny kladné délitele &isla 30). Je znamo (viz [38, str. 64]), ze pro k € {1,2,3,---,89} plati
cos k° € Q pouze v pripadé k = 60.

B Priklad 4.7.18. Je-li cos mz racionalni ¢islo rizné od 0, i% a £1, pak je redlné ¢islo x iracionalni.
Dokazte tuto vétu pro pfipad, kdy hodnota cos mx je rovna zlomku g, kde p je celé ¢islo a g je liché
¢islo vetsi nez 1.9

Resent: Polozme t = 7z a predpokléadejme, Ze plati cost = %, kde p je celé ¢islo a g je liché ¢islo vétsi

64129], str. 114.

65 . . _1
V [41] je na str. 58-59 uveden diikaz pro zlomek % =3
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nez 1. ProtoZe moZznost %’ = +1 je zadanim vyloucena, miZeme navic pfedpokladat, Ze ¢isla p, ¢ jsou
nesoudélné (po kraceni zlomku 2 na zakladni tvar musi totiz vyjit zlomek s lichym jmenovatelem
vétsim nez 1). Indukef vzhledem k &fslu n dokéZeme, Ze cosnt je racionalnf &islo tvaru

Pn
cosnt = —
q

kde pro kazdé n € N je p,, celé ¢islo nesoudélné s ¢islem q. ProtoZze cost = 2, je p1 = p a z rovnosti

2

2 2 _ 2
cos2t:20052t—1:2p—2—1:u
q

e

plyne py = 2p% — ¢%. Pro¢ je &islo py (stejné jako &islo p) s &islem ¢ nesoud&lné? Kdyby nékteré
prvocislo r délilo obé &isla 2p? — ¢% a ¢, bylo by r liché (protoze ¢ je liché) a délilo by i ¢islo 2p?,
takZe by i délilo i ¢islo p. Cisla p, ¢ by tak méla spole¢ny prvocinitel r, coz je spor.
Predpokladejme nyni, Ze pro nékteré n > 2 plati

Pn—1 Pn
== cosnt = q_”
q

cos(n — 1)t
a obé &isla p,_1, py, jsou s ¢islem ¢ nesoudélna (tak je tomu, jak uz vime, pro n = 2). Pak z rovnosti

cos(n + 1)t + cos(n — 1)t = 2cosntcost

dostavame

Pn P DPn-1 2pp —q2p 1
cos(n+1)t =212 -2 = nnﬂn 7
" g q q

takZe plati ppi1 = 2ppPn — ¢°pn_1. Kdyby né&jaké prvocislo r délilo obé& &sla p,41 a ¢, bylo by

lichym délitelem ¢isla 2pp,,, takze by délilo aspon jedno z Cisel p, p,, coZ je vSak ve sporu s jejich

nesoudélnosti s ¢islem ¢. Proto je s ¢islem g nesoudélné i ¢islo p,41 a dikaz indukei je hotov.
Dokéazali jsme, Ze z rovnosti cos mx = g plyne

Pn
cosTne = —

pro kazdé n € N, pficemz p,, je ¢islo nesoudélné s ¢islem ¢ > 1, coz v dusledku znamené, Ze
cosmnr # £1.

Odtud vidime, Ze ¢islo nz neni celé pro zadné n € N, a tedy samo ¢&islo x je nutné iracionalni.
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