Goniometrické funkce, rovnice a nerovnice; trigonometrie

Goniometrické funkce sinus a kosinus s redlnym argumentem definujeme jako souradnice bodu na
jednotkové kruznici se stfedem v pocatku kartézské soustavy soufadnic (pomoci z-ové, resp. y-ové
soutfadnice pfislusného bodu jednotkové kruznice definujeme hodnotu funkce kosinus, resp. sinus).

e Funkce tangens a kotangens definujeme predpisy:
sin T Ccos T
tgx = ro reR— {—+k7r} a cotgx = — ro veR— km}.
& cosx P k;LeJZ 2 & sin P kLGJZ{ }

Vyse uvedeny pristup zobecnuje zavedeni goniometrickych funkci pomoci pravotthlého trojuhelniku
(ucivo ZS).

Ptimo z definic jednotlivych goniometrickych funkci plynou jejich zakladni vlastnosti. VSechny vyse
uvedené goniometrické funkce jsou periodicke, zakladni perioda funkci sinus a kosinus je 27, funkci
tangens a kotangens 7, tzn., Ze pro libovolné k € Z plati

sin (z 4+ 2k7) =sinz, cos (z + 2km) = cosx, tg(x+ kn)=tgx, cotg(x+ km)= cotguw.

Funkce sinus, tangens i kotangens jsou liché (tzn. graf kazdé z téchto funkci je stfedové soumérny
podle pocatku kartézské soustavy soufadnic), funkce kosinus je sudd (tzn. jeji graf je osové soumérny
podle osy y), tedy plati

sin(—x) = —sinz, cos(—x)=cosz, tg(—z)= —tgx, cotg(—z)= —cotgu.

Pti feseni goniometrickych rovnic a nerovnic se zpravidla snazime pomoci algebraickych tprav za uziti
vztahtl mezi goniometrickymi funkcemi dostat rovnici ¢i nerovnici, ve které se neznamé nachéazi ve
stejném nasobku v argumentu jediné goniometrické funkce. Nékdy je rovnéz vyhodné fesenou rovnici

¢i nerovnici prevést do soucinového tvaru, kdy na jedné jeji strané je nula.

Tabulka znamének goniometrickych funkci v jednotlivych kvadrantech:

| | 2€(0;7/2) |z e (n/2;m) |2 € (m;3n/2) | € (3n/2;2m) |

sinx + + - -
cos T + - - +
tgx + - + -
cotgx + - + -

Tabulka monotonie goniometrickych funkci v jednotlivych kvadrantech:

| | 2€(0;7/2) |z e (n/2;m) |z € (m;37/2) | € (3n/2;2m) |

sin x rostouci klesajici klesajici rostouci
cosx klesajici klesajici rostouci rostouci
tgx rostouci rostouci rostouci rostouci
cotg x klesajici klesajici klesajici klesajici

e V libovolném trojuhelniku plati tzv. sinova véta, kterou lze pti obvyklém znaceni matematicky zapsat

ve tvaru

b

sina  sinf  sinvy

= 2r,

kde r znaci polomér kruznice opsané uvazovanému trojuhelniku.




e V kazdém trojuhelniku pii obvyklém znaceni plati

a’? = b + ¢ — 2bccos a,
b? = a? + ¢ — 2accos 3,
c? = a® + b* — 2abcos .

Toto tvrzeni se nazyva kosinova véta. Specidlnim pripadem kosinové véty v pravouhlém trojihelniku
je pak véta Pythagorova (je-li ihel v pravy, pak cosy = 0).

e Uzitim goniometrickych funkci lze odvodit rizné vzorce pro vypocet obsahu S trojihelniku o stranach
délek a, b, ¢, vnit¥nich thlech o velikostech «, (3, v a poloméru kruznice opsané r, napf.

1 1 1
S = éabsinv = ébcsina = iacsinﬁ,
abc
S=—
4r

a tzv. Heronuv vzorec

S=+/s(s—a)(s—b)(s—c),

kde s = 1 (a+b+c).

Ulohy:

1. S vyuzitim definice (tj. pomoci jednotkové kruznice, nikoliv kalkulacky) vypoctéte

Al ; 177
Sl —— — CO _— .
6 8\

2. Urcete obor hodnot funkce
f 3—2coszx
Y= —.

COsS ™

3. S vyuzitim goniometrickych vzorct, tj. aniz urcite x, vypoctéte sinx, cos 5 a cotg 2z, vite-li, Ze
¢ ! e (5:)
r=—- a — 7).
8 3 2
4. Bez uziti kalkulacek vypoctéte
sin 11, 25°.

5. Vyjadrete
sin 3x

jako funkei sin z (tj. pomoci mocnin a nasobki sin x).
6. Najdéete vSechna x € R, pro néz plati

COS T sin 2x
1+cosx 1+ cos2zx




10.

11.

12.

13.

. Dokazte, ze v libovolném trojuhelniku ABC, kde a, b, ¢ znaci délky jeho stran, «, 3, v velikosti jeho

vnitinich thla a S jeho obsah, plati
_ *sinasin

- 2sin(a+f)

. Urcete velikosti vSech ostatnich stran a thla trojihelniku ABC', v némz plati

a)
b=2v2cm, c:<\/§+\/6> cm, a = 30°,

b)
a—c=12,86 cm, B = 47°39, r = 32,84 cm,

kde a, b, ¢ znaci délky stran, «, 3, v velikosti vnittnich Ghli a r polomér kruznice opsané trojihelniku
ABC.

. Urcete vzdalenost dvou nepristupnych mist M, N, jestlize byly zaméfeny z bodu A, B, které lezi
<

v téze poloroviné vytaté piimkou M N, a jsou od sebe vzdélené 435 m, thly
|[<KMAN| = a = 62°10 |[<NAB| = a3 = 41°2%
|[<MBN| = [ = 66°34 |[<MBA| = [ = 34°52".

V R vyfteste rovnice

1
sin<4x—ﬁ>:§, sin 2y = cos y, V2sinz = —/3tan z, tg Ju — cotg 3u =

2
3 el

V R vyfteste nerovnice

3 4 . .2 2
cos T < BN cotg <2y+6> > 1, sinz+sin®z > cos” 2.

Urcete defini¢ni obory funkei

f(x)=v1—=2cosz a g(z)=1/V3—cotg2z.

Necht je ddna funkce
1y =2sin <E + z
fy 515
Rozhodnéte, zda je funkce f sudé nebo lichd, nacrtnéte vérné jeji graf (vyznacte v ném dulezité body
a piipadné prvky soumérnosti), vypoctéte vSechny jeji priseciky se soufadnicovymi osami, stanovte
jeji obor hodnot a rozhodnéte, zda je funkce f periodickd (pokud ano, najdéte i jeji nejmensi periodu).

)+2.



Vysledky tuloh:

1.

2.

10.

11. x €
12.

13.

1) = sin 57 + cotg (1) =1 + cotg T = 3.

sin = 41” — cotg (
Predpis funkce f upravime do tvaru y = m — 2. Vzhledem ke skuteénosti, ze cosx € (—1; 1), plati

3_ ¢ (—o0; —3) U (3;00). Proto H(f) = (—o0; —5) U (1; 00).

Cos T

sinx

. Pro vSechna x € (%, 7r) plati sinz > 0, cosz < 0 acosg > 0. Resenim rovnice tgr = —S1&_ — —%

—4/1—sin?z
za uvedenych podminek dostavame sinx = %, proto cosz = —/1 —sin®z = —%. Dale plati cos 3 =

_ cos2x __ coslz—sin’x __ T
a COtg2[E " sin2z = 2sinxzcosx ~  24°

l1+cosz __

1
2 VG

. Plati sin 11, 25° = sinﬁ = ,/M. Ale cos22,5° = ,/% = V# = %\/2—#\/5, takze

sin 11,25° = \/2‘V2+ \/2

sin 3z = sin(2z + x) = sin 2z cosx + cos 2rsinx = 2sinx cos? x + (cos? r — sin®z)sinz = 2sinx(1 —
sin?x) + (1 — 2sin® ) sinw =—4sin® x + 3sinz.

Algebraickymi tpravami lze levou stranu rovnice upravit do tvaru tg 7, tzn. rovnice je splnéna pro
vSechna = € R, pro néZ je definovana, tj. © # 7 + 2km a x # § + km, kde k € Z je libovolné.

. Podle sinové véty plati a = % V libovolném trojuhelniku navic plati siny = sin [180° — (o + )] =

csina
sin(a+3)’

sin (a + ). Uvazime-li, ze S = %ac sin # a dosadime-li a = dostaneme dokazovany vztah.

a) Podle kosinové véty vypocteme a = 2 cm. Pomoci sinové véty uréime thel 3, o kterém vzhledem
k tomu, ze nyni jiz zname délky vsSech stran trojihelniku, vime, Ze je ostry. Zjistime, ze § = 45°
a dopocteme v = 105°.

b) Pomoci sinové véty snadno vypocteme b = 2rsin 3 = 48,54 cm. Na strané BC' pak uvazme
pomocny bod P takovy, aby |AB| = |BP|. Vzhledem k tomu, Ze trojthelnik ABP je rovnora-
menny se zadanym thlem ( pii hlavnim vrcholu, mizeme urcit velikost tupého thlu <APC.

Trojthelnik APC' je nyni jednoznac¢né urcen podle véty Ssu a tlohu lze dofesit uzitim sinové a
kosinové véty. Vysledky a = 64,71 cm, ¢ = 51,85 cm, a = 80°12" a v = 52°09'.

IMN| = 625,5 m.

r=35+k3, x———l—kz” g—l—lm,y:%+2k7r,y:%’r+2k:7r,z:k7r,z:%”+2k:7r,u:%+k:
u:i—g+kg,kez

Y

wly

(4 2kmYE +2kn), y€ (-5 + kT Z +kE), 2 € (E+2km; T + 2kn) U {32 + 2kn}, k € Z.
D(f) = (% +2km; & + 2km), D(g) = (& +kZ; 2+ k%), k€ Z.

D(f) = R, H(f) = (0;4), periodickd s hlavni periodou py = 4, neni ani suda ani liché, prtsecik
s osou y v bodé [0; 3], priseciky s osou z ve v8ech bodech, jejichZ x-ovou soufadnici lze zapsat ve
tvaru r = %’T + 4km, kde k € Z.



