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Očkování Matematický model vymírání (ne)očkované populace

Přínos očkování
D. Bernoulli: Essai d’une nouvelle analyse de la mortalité causée par la
petite vérole et des avantages de l’inoculation pour le prévenir. Hist. Acad.
R. Sci. Paris, 1–45, 1760/1766

Člověk se rodí citlivý k nákaze neštovicemi.
Očkovaný novorozenec s pravděpodobností m zemře;
pokud nezemře, získá imunitu.

Daniel Bernoulli,
1700–1782
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? ? ?

q 1− p

µ(x) µ(x)p
S R����
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1− m

m µ(x)

dR
dx

= −µ(x)R
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Očkování Matematický model vymírání (ne)očkované populace

Kritika modelu
J. d’Alembert: Sur l’application du calcul des probabilités à l’inoculation
de la petite vérole. Opuscules mathématiques II, 26–95, 1761

Předpoklady:
Člověk se rodí citlivý k nákaze neštovicemi.
Existuje konstantní intenzita nákazy q.
Existuje konstantní intenzita úmrtí na neštovice p.
Kdo neštovice přežije, je k nim imunní.
Intenzita µ úmrtí z jiných příčin závisí na věku x.
Očkovaný novorozenec s pravděpodobností m zemře;
pokud nezemře, získá imunitu.
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Eradikace malárie

Ronald Ross
R. Ross: The prevention of Malaria, John Murray, 1910

Lodní lékař
Básník a dramatik
Samouk v matematice
Lékař v koloniích (Indie, Čína)
Profesor tropické medicíny
Laureát Nobelovy ceny 1902

Ronald Ross,
1857–1931

N — počet lidí M — počet komárů
x = x(t) — počet nakažených z = z(t) — počet infekčních
b — intenzita přenosu komár→ člověk c — intenzita přenosu člověk→ komár
r — rychlost uzdravení g — mortalita komárů

a — intenzita napadání lidí komáry

x′ = ba
N − x
N

z − rx

z′ = ca
x
N

(M − z)− gz

Equilibrium: x∗ =
cba2M − grN
cba2M + carN

N, z∗ =
cba2M − grN
cba2 + bag

Podmínka existence:
M
N
>

gr
cba2
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N — počet lidí M — počet komárů
x = x(t) — počet nakažených z = z(t) — počet infekčních
b — intenzita přenosu komár→ člověk c — intenzita přenosu člověk→ komár
r — rychlost uzdravení g — mortalita komárů

a — intenzita napadání lidí komáry

x′ = ba
N − x
N

z − rx

z′ = ca
x
N

(M − z)− gz

Equilibrium: x∗ =
cba2M − grN
cba2M + carN

N, z∗ =
cba2M − grN
cba2 + bag

Podmínka existence:
M
N
>

gr
cba2
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Teorie epidemií Náhodné procesy

Aplikace matematiky v medicínských problémech

A.G. McKendrick: Application of mathematics to medical problems. Proc.
Edinb. Math. Soc., 13, 93–130, 1926

Anderson Gray McKendrick,
1876–1943
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Teorie epidemií Náhodné procesy

Aplikace matematiky v medicínských problémech
Nevratné jednodimenzionální procesy

- - - - -
x = 0 1 2 3 4 · · ·

f0 f1 f2 f3 f4 · · ·
· · ·

x . . . počet ataků jedné choroby

fx . . . pravděpodobnost ataku po x-té nákaze

vzniká (nedokonalá) imunita

choroba oslabuje

v = v(x) . . . počet subjektů v kompartmentu x

Model:
dv0
dt

= −f0(t)v0, v0(0) = N,

dvx
dt

= −fx(t)vx + fx−1(t)vx−1, vx(0) = 0, x = 1, 2, 3, . . .
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Aplikace matematiky v medicínských problémech
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Model:

dv0
dt

= −f0(t)v0, v0(0) = N,

dvx
dt

= −fx(t)vx + fx−1(t)vx−1, vx(0) = 0, x = 1, 2, 3, . . .

Lineární systém, explicitně řešitelný

v0(t) = N exp

−
t∫

0

f0(σ)dσ

 ,

vx(t) = exp

−
t∫

0

fx(σ)dσ


t∫

0

fx−1(s)vx−1(s) exp


s∫

0

fx(σ)dσ

ds, x = 1, 2, 3, . . .
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0

fx−1(s)vx−1(s) exp


s∫

0

fx(σ)dσ

ds, x = 1, 2, 3, . . .

První přiblížení: fx(t) = ϕ(t)(1+ cx), x = 0, 1, 2, 3, . . .

v0(t) = NΦ(t),

vx(t) =
(
1+ c(x − 1)

)
Φ(t)1+cx

t∫
0

vx−1(s)ϕ(s)Φ(s)−1−cxds, x = 1, 2, 3, . . .

kde Φ(t) = exp

{
−

t∫
0
ϕ(σ)

}
dσ.

vx(t) =
N
x!

Φ(t)
(
1− Φ(t)c

)x x−1∏
i=0

1+ ci
c

, x = 0, 1, 2, 3, . . .

Z. Pospíšil · Dynamické systémy · 10. listopadu 2022 7 / 13



Teorie epidemií Náhodné procesy

Aplikace matematiky v medicínských problémech
Nevratné jednodimenzionální procesy

v0(t) = N exp

−
t∫

0

f0(σ)dσ

 ,

vx(t) = exp

−
t∫

0

fx(σ)dσ


t∫

0

fx−1(s)vx−1(s) exp


s∫

0

fx(σ)dσ

ds, x = 1, 2, 3, . . .

První přiblížení: fx(t) = ϕ(t)(1+ cx), x = 0, 1, 2, 3, . . .

v0(t) = NΦ(t),

vx(t) =
(
1+ c(x − 1)

)
Φ(t)1+cx

t∫
0

vx−1(s)ϕ(s)Φ(s)−1−cxds, x = 1, 2, 3, . . .

kde Φ(t) = exp

{
−

t∫
0
ϕ(σ)

}
dσ.

vx(t) =
N
x!

Φ(t)
(
1− Φ(t)c

)x x−1∏
i=0

1+ ci
c

, x = 0, 1, 2, 3, . . .

Z. Pospíšil · Dynamické systémy · 10. listopadu 2022 7 / 13



Teorie epidemií Náhodné procesy

Aplikace matematiky v medicínských problémech
Nevratné jednodimenzionální procesy

v0(t) = N exp

−
t∫

0

f0(σ)dσ

 ,

vx(t) = exp

−
t∫

0

fx(σ)dσ


t∫

0

fx−1(s)vx−1(s) exp


s∫

0

fx(σ)dσ

ds, x = 1, 2, 3, . . .

První přiblížení: fx(t) = ϕ(t)(1+ cx), x = 0, 1, 2, 3, . . .

v0(t) = NΦ(t),

vx(t) =
(
1+ c(x − 1)

)
Φ(t)1+cx

t∫
0

vx−1(s)ϕ(s)Φ(s)−1−cxds, x = 1, 2, 3, . . .

kde Φ(t) = exp

{
−

t∫
0
ϕ(σ)

}
dσ.

vx(t) =
N
x!

Φ(t)
(
1− Φ(t)c

)x x−1∏
i=0

1+ ci
c

, x = 0, 1, 2, 3, . . .

Z. Pospíšil · Dynamické systémy · 10. listopadu 2022 7 / 13



Teorie epidemií Náhodné procesy

Aplikace matematiky v medicínských problémech
Nevratné jednodimenzionální procesy

První přiblížení: fx(t) = ϕ(t)(1+ cx), x = 0, 1, 2, 3, . . .

v0(t) = NΦ(t),

vx(t) =
(
1+ c(x − 1)

)
Φ(t)1+cx

t∫
0

vx−1(s)ϕ(s)Φ(s)−1−cxds, x = 1, 2, 3, . . .

kde Φ(t) = exp

{
−

t∫
0
ϕ(σ)

}
dσ.

vx(t) =
N
x!

Φ(t)
(
1− Φ(t)c

)x x−1∏
i=0

1+ ci
c

, x = 0, 1, 2, 3, . . .

Z. Pospíšil · Dynamické systémy · 10. listopadu 2022 7 / 13



Teorie epidemií Náhodné procesy

Aplikace matematiky v medicínských problémech
Nevratné jednodimenzionální procesy

vx(t) =
N
x!

Φ(t)
(
1− Φ(t)c

)x x−1∏
i=0

1+ ci
c

, x = 0, 1, 2, 3, . . .

Náhodná veličina „počet subjektů v x-tém kompartmentu v čase t“:

pravděpodobnostní funkce px(t) =
1
N
vx(t)

střední hodnota µ = µ(t)

rozptyl σ2 = Φ(t)−cµ(t)

Odtud

px(t) = c

√
µ

σ2

x−1∏
i=0

1+ ci
c(1+ i)

(
1− µ

σ2

)
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Teorie epidemií Rovnice s distribuovaným zpožděním

Příspěvek k matematické teorii epidemií
W.O. Kermack, A.G. McKendrick: A contribution to the mathematical
theory of epidemics. Proc. R. Soc. Lond. A, 107, 700–721, 1927

W.O. Kermack, A.G. McKendrick: A contribution to the mathematical
theory of epidemics II. The problem of endemicity. Proc. R. Soc. Lond. A, 138,
94–122, 1932

W.O. Kermack, A.G. McKendrick: A contribution to the mathematical
theory of epidemics III. Further studies of the problem of endemicity.
Proc. R. Soc. Lond. A, 141, 94–122, 1933

Anderson Gray McKendrick, William Ogilvy Kermack,
1876–1943 1898–1970
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Teorie epidemií Rovnice s distribuovaným zpožděním

Příspěvek k matematické teorii epidemií
Nelineární rovnice obnovy
S(t) := velikost (hustota) populace citlivých jedinců,
F(t) := síla infekce v čase t (intenzita pravděpodobnosti, že se citlivý

jedinec nakazí),

incidence = F(t)S(t).

V uzavřené populaci je změna veličiny S(t) způsobena pouze přenosem
infekce,

Ṡ(t) = −incidence = −F(t)S(t) ⇒ S(t) = S−∞e

−
t∫
−∞

F(σ)dσ

.

A(τ) := očekávaný příspěvek jedince, který se nakazil před časem τ ,

k síle infekce F(t).

F(t) =

∞∫
0

F(t − τ)S(t − τ)A(τ)dτ.

Nelineární rovnice obnovy

F(t) = N

t∫
−∞

F(τ)A(t − τ) e
−

τ∫
−∞

F(σ)dσ

dτ
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F(t) = N

t∫
−∞

F(τ)A(t − τ) e
−

τ∫
−∞

F(σ)dσ

dτ

A(τ) . . . funkce nakažlivosti (infectivity function)

A(τ) = γe−βτ : SIR - -γ βS I R

A(τ) = β
γ

γ − α
(
e
−ατ − e

−γτ
)
: SEIR - - -β αγ

S E I R
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Teorie epidemií Diferenciální rovnice

Systém SIR
Možnost predikce vývoje epidemie
R. Kůs: Deterministické modely v epidemiologii. BP MU 2013

Radomír Kůs
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Teorie epidemií Diferenciální rovnice

Systém SIR
Možnost predikce vývoje epidemie

Je důležité si uvědomit, že modely nám sice jen málokdy poskytují
přesný obrázek reality, zato nám pomáhají ji pochopit.

Ólafur Flóvenz
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Teorie epidemií Diferenciální rovnice

Systém SIR
Možnost predikce účinnosti protiepidemických opatřeni

S I R- -B Γ

B = N p1 p2 p3 p4 p5 p6

p7

N velikost populace
p1 P(setkání jedinců), p1 = p1(S + I + R)
p2 P(jeden je S, druhý I), p2 = p2(S, I)
p3 P(setkání je „nadkritické“, intenzivní), p3 závisí na chování
p4 P(I přenese virus na S), p4 závisí na teplotě, vlhkosti, . . .
p5 P(virus se na I uchytí), p5 závisí na slizniční imunitě
p6 P(virus se v namnoží), p6 závisí na vnitřní imunitě

p7 P(jedinec onemocní), p7 = 1?
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