Kapitola 5

Makroekonomické modely

5.1 Harroduv-Domartuv model ekonomického rustu

Zakladni ekonomickou veli¢inou je produkce. Produkovat miize subjekt, ktery vlastni kapital.

Kapitalem jsou nejen penize, ale predevsim budovy, stroje, zarizeni a podobné. Kapital vznika

a obnovuje se investicemi. Budeme tedy uvazovat tifi ekonomické ukazatele, tj. tii casové

zavislé proménné — produkci Y = Y (t), kapitdl K = K (¢) a investice I = I(t). Kdekoliv je

vyvijena jakakoliv ekonomickd aktivita, tam je néjakd produkce; proto je veli¢ina Y kladné.

A jak jiz bylo fec¢eno, z toho, Ze je produkce plyne, Ze byl kapital; tedy i veli¢ina K je kladna.
Prvni model dynamiky produkce sestavime na zakladé tii postulati:

HD1 Kapital vznika investicemi a mizi amortizaci.
HD2 Do tvorby kapitalu je investovan staly podil produktu.
HD3 Relativni prirtistek kapitalu se projevuje relativnim pririistkem produkce.

Oznacéme § podil kapitalu, ktery se za jednotku ¢asu znehodnoti amortizaci, « ¢as, za ktery
se z investované ¢astky stane kapital. Typicky je k = 1, nebot investice z jednoho obdobi jsou
v nasledujicim obdobi jiz kapitalem. S témito symboly upfesnime postuldt HD1 jako rovnost

K(t+ At) = K(t) + %I(t)At — SK(t)A(t),

neboli K(t+ At K@) 1
t+ At) — t
=—1(t) — 6K (1).
N ~1(1) — 5K (1)
Budeme dale predpokladat, Ze ¢as plyne spojité a veli¢ina K je diferencovatelna. Pak mizeme
limitnim pfechodem At — 0 vyjadrit postulat HD1 ve tvaru diferencialni rovnice

1
K' = -1 - /K. (5.1)
K
Predpoklad HD2 je vyjadfen rovnosti
I=(1-ys)Y, (5.2)

kde s € (0,1). Parametr s vyjadifuje podil produkce, ktery neni investovan, tedy je spotie-
bovan nebo uspofen. Z nerovnosti s < 1 a kladnosti veli¢iny Y plyne, Ze také velicina I je
kladna.
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Predpoklad HD3 forméalné zapiSeme jako rovnost

K Y
— = 5.3
e (5.3)
7 této rovnosti plyne
o K Y K’Y KY’ 'Y
K Y K’
SRR . , . (K -
Ponévadz veli¢iny K a Y jsou kladné, plyne odtud, ze <?> = 0 a tedy existuje konstanta
r € R, ze
> = (5.4
v =" .
neboli
K =rY. (5.5)

Naopak, z této rovnosti plyne K’ = 7Y’ a vydélenim této rovnosti rovnosti (5.5) dostaneme
rovnost (5.3). Predpoklad HD3 lze tedy ekvivalentné vyjadrit rovnosti (5.3) nebo (5.5).
Z rovnosti (5.3), (5.1), (5.2) a (5.5) nyni dostaneme
Y 11

1
I _§5==
Y r K K

(1—5)Y_5_1—s
K - kT

_57

tedy
Y' 1-s
Y kr
relativni rychlost ristu produkce je za predpokladda HD1, HD2 a HD3 konstantni. Ozna¢me
ji g a z rovnice (5.6) dostaneme

—§ = const, (5.6)

Y (t) = Yoe?!,

kde Yy = Y(0) je poc¢atecni produkce. Znaménko konstanty g urcuje, zda produkee roste nebo
klesd. Konstanta r je podle (5.4) pomérem produkce a kapitalu, vyjadiuje tedy kapitdlovou
ndrocnost jednotky produkce. Zavér analyzy modelu nyni mizeme pieformulovat:

1—s5
je-li r < 5 pak produkce roste,
K

— s
5 pak produkce stagnuje,
K

je-lir =

1_
je-li r > WS pak produkce klesa.

Nebo strucné: je-li kapitalova narocnost jednotky produkce prilis velka, pak produkce nemuze
rust.

5.2 Solowtv-Swantiv neoklasicky model ristu

Budeme uvazovat uzavienou ekonomiku, tj. takovou, Ze jedinymi produkénimi faktory jsou
kapitél a préce, nikoliv zahraniéni obchod. Kromé (agregatni) produkce Y = Y (¢), kapitélu
K = K (t) a investic I = I(t) do modelu zahrneme i praci L = L(t). Préci pro potfeby modelu
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stotoznime s vytvaienou hodnotou!, méfime ji tedy ve stejnych jednotkach (penézich) jako
veli¢iny Y, K, nebo I. Prace vzdy vytvari hodnotu, proto je veli¢ina L kladna.

Budeme predpokladat, ze kapital a investice splnuji postuldty HD1 a HD2, tedy rovnosti
(5.1) a (5.2). Déle budeme postulovat:

SS1 Relativni rist (zména) prace je konstantni, odpovida pfirozenému ptiristku (nebo tbyt-
ku) obyvatelstva.

SS2 Jedinymi produkénimi faktory jsou kapital a prace.
Postulat SS1 lze zapsat jako rovnost

Ll

==X (5.7)

kde A € R je néjaka konstanta. Postulat SS2 zapiseme rovnosti
Y = f(K,L). (5.8)

Funkce f se nazyva (agregdtni) produkcéni funkce. Ponévadz vSechny tii veli¢iny K, L, Y
povazujeme za kladné, je
f:(0,00) x (0,00) — (0, 0).

Aby funkce f vystihovala ekonomickou realitu, budeme predpokladat, Zze vyhovuje tfem pfi-
rozenym pozadavkim

pfl Malad zména produkéniho faktoru vyvold malou zménu produkce, pritom zvétseni vyrob-
niho faktoru nevede ke zmenseni produkce.

pf2 Produkce neni zévisla na tom, v jakych (penéznich) jednotkéch vyjadiujeme produkci a
produkéni faktory.

pf3 Plati zdakon klesajicich vinosi: dodateénd jednotka produkéniho faktoru nevytvori vétsi
produkt, nez jednotka piredchéazejici a mezni produkt pii neomezeném ristu produkéniho
faktoru klesa k nule.

Postulat pfl tfika, ze produkéni funkce je spojita a neklesajici v kazdé své proménné. Zmeéna
jednotky je totéz, co vynasobeni proménné néjakou kladnou konstantou. Postulat pf2 tedy
pozaduje, aby pro kazdé o > 0 platilo

flaK,aK) =aY = af (K, L), (5.9)

tj. produkéni funkce je homogenni prvniho fadu. Ozna¢me na chvili jednotku kapitalu AK.
Zakon klesajicich vynosi pro kapital nyni mizeme zapsat ve tvaru

f(K,L) - f(K —AK,L) > f(K + AK,L) — f(K,L) —— 0

K—o00

pro libovolnou hodnotu L. Uvedenou nerovnost mtizeme také prepsat ve tvaru

FIK, L) > = f(K — AK,L) + %f(K +AK,L).

N | =

!Poznamenejme, 7e hodnota obecné neni totéz, co produkee.
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Analogicky vyjadiime zékon klesajicich vynost pro praci. Obecné preformulujeme (zesilime!)
postulat pf3 vyrokem: pro kazdé v € (0,1) a vSechny Ky, Ko, L1, Ly > 0 plati

FyEr+ (1 =) K2, 7Ly + (1 =) La) > 7 f (K1, L1) + (1 = ) f (K2, L2), (5.10)
tj. funkce f je konkavni, a

lim (f(K+ K1,L1)— f(K,L1)) =0= lim (f(K,L+ Ly)— f(Ki,L)). (5.11)

K—oo L—oo

Nyni zavedeme novou veli¢inu k, nazvanou mira vybavenosti prdace kapitalem, vztahem

k= T (5.12)

S vyuzitim rovnosti (5.1), (5.7), (5.2), (5.8) a (5.9) postupné dostaneme

W_L(KY_LKL-KL K LU _11 , , 1-sY o\
E K\L) K L2 K L kK a K a
_1-sf(K,L) 1-sL K 15 f(k1)
=— i 0+ = - Kf<L,1) (04N = - . (04 N).

Timto zpasobem dostavame zdkladni dynamickou rovnici neoklasickéeho modelu

1—s

K o= —(6+ Nk +——f(k, 1). (5.13)

Funkei f(-,1) : (0,00) — (0, 00) nazyvame produkcéni funkce v intenzivnim tvaru. Je to spojita
neklesajici konkavni funkce, pro kterou podle (5.11) plati

lim (f(k+ki,1) — f(k,1)) =0

k—o0

pro kazdé k; > 0. Z monotonie a nezédpornosti funkce f(-,1) plyne existence limity
li k,1) = fo > 0.
Jm f(k,1) = fo =

Fazovym prostorem jednorozmérné autonomni rovnice (5.13) je interval (0,00). Stacio-
narni bod k£* této rovnice splituje rovnnost

(6 + N = (1 — ) f(k*,1). (5.14)

Izolovany stacionarni bod rovnice (5.13) v jejim fazovém prostoru existuje pravé tehdy, kdyz
d 4+ A > 0, tj. pfipadny ubytek obyvatelstva (prace) je pomalejsi, nez amortizace kapitalu, a
soucasné existuje € > 0 takové, ze

54\
f(k,1)>/-a1+

k 5.15
o (515)
pro k € (0,¢), viz obr. 5.1. V takovém pfipadé je prava strana rovnice (5.13) kladna pro
k < k* a zaporna pro k > k*. To znamend, Ze za takové situace pro kazdé feseni k = k(t)

rovnice (5.13) plati
lim k(t) = k",

t—o0
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k(0 + Nk k(6 + Nk X (L=s)f(k 1)
(1 - S)f(kv 1)
(1 - S)f(k7 1) > k
T ) é w6+ MR
a) b) c)

Obrazek 5.1: Reeni rovnice (5.14) pro stacionarni bod k* zédkladni dynamické rovnice neokla-
sického modelu (5.13). Na vodorovné ose je soucasné fazovy portrét rovnice (5.13). a) +A > 0
a je splnéna podminka (5.15). b) Neni splnéna podminka (5.15). c) Neplati § + A > 0.

vybavenost prace kapitalem se ustali na konstantni hodnoté k* > 0.
Podle (5.9) plati rovnost

p) =1 (1) = LA D = T

Odtud plyne, ze pro kapitédlovou naroc¢nost produkce r = r(t) plati

Y YL f(k1
K LK  k

Ze spojitosti funkce f(-,1) nyni plyne, Ze existuje limita

= tlirglor(t) - tlggo % - tlggo f(ljf((tg)’ : B f(];:;’ 1)’ (5-16)

tj. kapitalova narocnost produkce se ustali na jisté hodnoté. Porovnanim se vztahem (5.4),
ktery je ekvivalentni s postulatem HD3 vidime, ze Harrodt@v-Domartav model je limitnim
pripadem modelu Solowova-Swanova. Harrodiv-Domariuv model popisuje rovnovdznou eko-
nomiku, v niz produkce roste stejné rychle jako kapital.

Pokud § + A > 0, ale neni splnéna podminka (5.15), pak je pravéa strana rovnice (5.13)
zépornd; kazdé jeji feSeni tedy konverguje k nule. Pokud § + A < 0, pak je prava strana
rovnice (5.13) kladna a kazdé jeji feseni diverguje do nekone¢na. V obou takovych pt¥ipadech
ekonomika spéje ke kolapsu — vymizi kapital nebo préace (tj. veskeré obyvatelstvo bude neza-
méstnané). V realné ekonomice tedy tbytek obyvatelstva nemtze byt rychlejsi nez amortizace
kapitalu a mezni produkt malého kapitalu musi byt dostatecné velky.

5.2.1 Specialni produkéni funkce
Leontiefova produkéni funkce

f(K,L) =min{aK,bL},

kde a, b jsou kladné konstanty, vyjadiuje predpoklad, ze kapital a prace maji na produktu
pevny podil. V pfipadé, ze aK < bL, tj. je nedostatek kapitalu, k produkci prispiva veskery



102 KAPITOLA 5. MAKROEKONOMICKE MODELY

kapital, ale cast prace je neproduktivni. V pripadé, ze aK > bL, tj. je nedostatek pracovni
sily, zustava cast kapitalu ladem. Pouze v nepravdépodobném pripadé aK = bL je veskery
kapital i prace produktivni.

Produkéni funkce v intenzivnim tvaru je

" f(k1)
f(k,1) = min{ak, b}.

Kladny izolovany stacionarni bod rovnice (5.13) s Leontiefovou
produkéni funkci existuje pouze tehdy, kdyz je splnéna podminka
(5.15), v tomto pfipadé konkrétné kdyz

0+ A
1—s5’
tj. podil kapitalu na produkci je dostatecné velky, kapital je dostateéné efektivné vyuzivan.
Za takové situace je f(k*,1) = b, takze podle (5.14) je

a> K a

K@) ., (@T—-s)
thee L) T RO A

Odtud a z predchozi nerovnosti dostaneme

lim aK(t) _ a(l —s)
t—oo DL(t) k(0 + N)

> 1,

coz znamena, ze ve stabilizované ekonomice je bL < aK a tedy v ni zlistava nevyuzity kapital.
Naopak, pokud by platila opa¢na nerovnost

O+ A
1—5’

a <K

ekonomika by konvergovala k nulové vybavenosti prace kapitadlem a v dtsledku toho k nulové
produkci. Ani jeden ze scénaru samoziejmé nepiedstavuje zddouci stav.

Dvakrat diferencovatelna produkéni funkce

Produkéni funkce f = f(K, L) je podle pfl neklesajici a podle (5.10) konkavni v obou svych
proménnych. U dvakrat diferencovatelné produkéni funkce tyto pozadavky ponékud zesilime
— budeme predpokladat, ze funkce f je v obou svych proménnych rostouci a ryze konkavni,
tj. ze pro vSechna kladnd K, L spliuje nerovnosti

af o2 f of 0*f
8—K(K’L) > 0, 8K2(K L) <0, 8_L(K’L) > 0, 8L2(K L) <o. (5.17)
Zakon klesajicich vynosi ve tvaru
of . Of
dm SR L) =0= lim Z (K1) (5.18)

doplnime predpokladem: pokud se v ekonomice objevi novy produkéni faktor, pak jeho mezni
vynos je obrovsky: presnéji feceno, budeme predpokladat, ze plati
of of

A, g6 L) =00 = lim o (K, L), (519)
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Podminky (5.18) a (5.19) se nazyvaji Inadovy. Produkéni funkce, kterd mé vlastnosti (5.9),
(5.17), (5.18) a (5.19) se nazyva neoklasickd.

Tvrzeni: V neoklasické funkci jsou oba produkéni faktory podstatné, zmizi-li jeden z nich,
zmizi i produkce, tj.

li KL =0= I K.L). 2
Kggj( ,L)=0 ng+f( , L) (5.20)

Pokud néktery z produkénich faktort roste neomezené, pak neomezené roste i produkee, tj.

lim f(K,L)=oc0= lim f(K,L). (5.21)

K—oo L—o0

Dikaz: Pro funkci f podle de 'Hospitalova pravidla a podle Inadovy podminky (5.18) plati
K, L K, L
L) L OfED)

lim 2

L—00 L L—00 oL =0 pro libovolné K > 0.

Z homogenity funkce f nyni plyne
o JUSL) K\ _
0= lim = lim f L,l —kll>r(r)1+f(k,1)
a dale x
li K, L)= lim Lf{—,1|=L 1l 1) =
i, 1060 = Jig 21 (1) = L i, 105 =0

coz je prvni z rovnosti (5.20).
Z homogenity funkce f, z de I'Hospitalova pravidla a z Inadovy podminky (5.19) plyne

L L L
(vx)  cm (i)
71( = lim K K =L lim

= lim
K—o0 1 K—o0 1 =0+

K K2

Kll—r>noof(K7 L) f|/2(17l) =0

(symbol f|’2(:c,y) oznacuje parcialni derivaci funkce f podle druhé proménné v bodé (z,y)).

To je prvni z rovnosti (5.21). Platnost druhych rovnosti (5.20) a (5.21) ukézeme analogicky.
U

Z prvni rovnosti (5.20), de 'Hospitalova pravidla a druhé Inadovy podminky (5.19) plyne
f(k,1) . Of(k,1)

o0+ k koo+ Ok
Z této rovnosti dale plyne, Ze je splnéna podminka (5.15).
Rovnice (5.13) s neoklasickou produkéni funkei f m4 jediné kladné stacionarni feseni k*,
které je globalné asymptoticky stabilni.
Cobbova-Douglasova produkéni funkce
fIK, L) = AK°L'"",

kde A > 0, b € (0,1) je neoklasickd; o tom se lze presvéd¢it snadnym pfimym vypoctem.
Konstanta A vyjadifuje produkci pii jednotkovém kapitalu i praci. Z rovnosti

Y = AKbL1P
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je vidét, ze k danému mnozstvi kapitdlu K a pozadované produkci Y lze urcit potiebné

mnozstvi prace
LY
AK?Y’

které tuto produkci zajisti. Naopak, k danému mnozstvi prace L lze uréit mnozstvi kapitalu

[ Y
b
—Varey

které zajisti pozadovanou produkci Y. Cobbova-Douglasova produkéni funkce tedy vyjadiuje
produkci v takové ekonomice, v niz jsou kapitdl a praice neomezene substituovatelné.
Cobbova-Douglasova produkéni funkce v intenzivnim tvaru je

f(k,1) = AK®,
takze zakladni rovnice neoklasického modelu (5.13) je tvaru

1—s
K

F=—-0+Nk+A kb (5.22)

To je rovnice Bernoulliova, kterou podle 1.2.2.vi fesime substituci
z =k
Tato substituce pfevede rovnici (5.22) na linearni nehomogenni rovnici

¥ = —(1 =B+ Na+ ALZDA Y

K

kterda ma podle 1.2.2.iii feSeni

2(t) = (xo A0 - S)> oty Al =)

K(6+ ) k(0 +N)’
kde x( je pocatecni hodnota. PonévadZz pro § + A > 0 plati
) Al —s)
1 t)y=———=
Hm () KOO+ A)

dostaneme pro ustalenou hodnotu vybavenosti prace kapitalem vyjadieni

) ] B LA =)
* _ 1-b/ B ) e S
W= th—glo k(t) = th—glo () = KO+ A)’
tedy
oy Al —ys)
*\1—b __
(k) = k(O + )

Odtud s vyuzitim definice Cobbovy-Douglasovy produkéni funkce a porovnanim se vztahem
(5.16) dostaneme
RGN A AR FRD)
= =r*.

1—s (k*)l—b = Jox Jo*

Pomeér produkce a kapitalu v rovnovazné ekonomice s neomezené substituovatelnou praci a

kapitalem je tedy rovna konstanté
0+ A

K‘]_—S‘
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5.3 Goodwiniv model hospodaiského cyklu

Prace v Solowovu-Swanovu modelu je abstraktni veli¢ina, pfedstavuje vlastné hodnotu praci
vytvorenou. Nyni budeme jako praci L = L(t) oznacovat mnozstvi zaméstnaného obyvatel-
stva, které za svou praci dostavd mzdu W = W (t). Pfesnéji fe¢eno, W oznacuje néjakou
stfedni hodnotu mzdy jednoho pracovnika. Dale budeme uvazovat mnozstvi N = N(t) pra-
ceschopného (nebo praceochotného) obyvatelstva. Pro zjednoduseni zavedeme jesté veli¢iny:
produktivita prdce

Y
= — 5.23
0= (5.23)
(stFedni mnozstvi produktu vytvoreného jednim pracujicim ¢lovékem), relativni zaméstnanost
L
= — 5.24
o=~ (5:24)
a podil mzdy na produkci
w WL
- - 5.25
u=—=- (5.25)

Ekonomiku budeme povazovat za rovnovaznou, tj. budeme predpokladat, ze produkce Y,
kapitadl K a investice I spliuji postulaty HD1 a HD3 Harrodova-Domarova modelu, tedy
rovnost (5.1) a ekvivalentni rovnosti (5.3), (5.4). Déle budeme postulovat:

G1 Veskera cista produkce, tj. produkce bez vyplacenych mezd, je investovana.

G2 Relativni zména poctu obyvatel je konstantni.

G3 Projevuje se staly technicky pokrok, tj. konstantni relativni rust produktivity prace.
G4 Zména mzdové sazby zavisi na zaméstnanosti.

Postulat G1 nahrazuje predpoklad o investovani HD2 z Harrodova-Domarova modelu. Po-
stulaty G1, G2 a G3 zapiseme po fadé rovnostmi

I=Y - WIL, (5.26)
N/
~ =5 (5.27)
/
% = q, (5.28)

kde a > 0, 8 € R jsou néjaké konstanty. V postulatu G4 budeme zménu povazovat za relativni

a postulat zpiresnime vyjadienim
W/

kde ¢ : [0,1) — R je diferencovatelna funkce, jejimz grafem je Phillipsova kiivka. Jeji vlast-
nosti, které byly zjistény empiricky, formalné vyjadiime tak, ze funkce ¢ je na svém defini¢nim
oboru rostouci a konvexni, zejména

¢'(v) >0 prove|0,1) (5.30)

a splituje nerovnosti
©(0) = o <0, (5.31)
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tj. pfi malé zaméstnanosti (velké nezaméstnanosti) mzdy klesaji (je-li prace vzacna, lidé jsou
ochotni pracovat za nizkou mzdu),
lim p(v) =¢1 >0, (5.32)
v—1—
tj. pii velké zaméstnanosti mzdy rostou (chceme-li pfi téméf plné zaméstnanosti ziskat nového
pracovnika, musime ho pFeplatit); pfitom pfipoustime i 1 = oo (to je dokonce obvyklejsi
predpoklad).
Podle (5.1), (5.26), (5.4) a (5.25) plati

, —
e U B 4 L TN
K

K kK kK kK

r
Odtud a z rovnosti (5.3) pfi oznaceni o = — dostaneme
K

Y/

- =o(l—u) -4 (5.33)

Nyni vyjadiime relativni zménu zaméstnanosti pomoci rovnosti (5.24), (5.23), (5.27), (5.33)
a (5.28).

v N (L\' NLN-LN' L N a(Y\ _ aYa-Yd g
v L\N) L N2 L N Y\a Y a? N
Y/ /!
:7———520(1—@—5—0[—5
Tedy prfi oznaceni v = 0 — «a — f — § mame

’U/
— = —ou+1. (5.34)
v

Relativni zménu podilu mzdy na produkei vyjadiime pomoci rovnosti (5.25), (5.29) a (5.28).

W _a (WY _aWa-Wa W a0
v W\a) W a? W a7 '
.
u/
— =) —a (5.35)
u

Rovnice (5.35) a (5.34) predstavuji model vyvoje podilu mezd na produkci a relativni zamést-
nanosti. MtZeme je prepsat v obvyklém tvaru

i vt 530

pripomenme, Ze fazovy prostor systému (5.36) je mnozina Q = [0,00) x [0,1) a Ze parametry
a, o jsou kladné.
Ze druhé rovnice systému (5.36) plyne diferencialni nerovnost v’ < yv a tedy podle srov-
navaci véty 8 plati
v(t) < v(0)e™.
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Uvazujme nejprve v < 0. Pak
lim v(t) = 0.

t—o00

Ze spojitosti funkce ¢ a podminky (5.30) odtud plyne, Ze existuje t; > 0 takové, ze go((v(t)) <
0 pro t > t;. Podle prvni rovnice systému (5.36) pro ¢t > t; plati u/(t) < —awu(t), takze
u(t) < u(ty)e . Proto také

lim u(t) = 0.

t—o0
Pripad v < 0 popisuje ekonomiku, kterd spéje k podivnému stavu — nikdo nepracuje a na
produkci se mzda nepodili®.

.....

Pokud o1 < «, pak z prvni rovnice systému (5.36) plyne, ze v’ < u(p; — «) a tedy pro
vSechna t > 0 je
u(t) < u(0)elPr=,

To znamena, ze existuje to > 0 takové, ze

u(t) < L prot > to.
20

Podle druhé rovnice systému (5.36) pro ¢t > t5 plati
V(1) = o) (v = ou(t) 2 v(t) (v - 05-) =

takze v(t) > ’L)(tg)e%vt. To znamend, Ze existuje T > to takové, Ze

tﬂ%l v(t) = 1.
Podle véty 5 feseni nelze prodlouzit za ¢as T'. V pfipadé ¢ < a tedy ekonomika v konecném
case dospéje k plné zaméstnanosti, ale v tom okamziku pfestanou platit ,,ekonomické zakony*,
ze kterjch byl Goodwintiv model sestaven?®.
Je-li p1 > a (coz je zejména splnéno, pokud ¢1 = 00), pak existuje v* € (0,1) takové, ze
o(v*) = a, tj. v* = p!(a). Systém (5.36) ma v tomto piripadé dva stacionarni body

0.0 a (@)= (Le7(@).

g

Varia¢ni matice systému (5.36) je

tedy

J(0,0) = (*000_0‘ 2) det J(0,0) = (o — a) < 0,

2To piipomina lidovou charakteristiku redlného socialismu, ktery fungoval v sedmdesatych a osmdesétych
letech dvacatého stoleti v Ceskoslovenské socialistické republice: ,Ob¢ané predstiraji, ze pracuji, stat predstira,
ze plati.“

3Ekonomika s plnou zaméstnanosti a s malym a7 zanedbatelnym podilem mezd na produkci je snem komu-
nistt — v8ichni budou pracovat (préace se stane prvni zivotni nutnosti), ale penize jiz za komunismu nebudou.
Tomuto ideélu se v realité nejvice priblizil Pol Pot.
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0 Lo(w)
J(u*,v*) = o , det J(u*,v*) = yw* ¢ (v*) >0, trd(u*,v*) =0.

—ov* 0

Podle 4.3.1 je trividlni staciondrni bod (0,0) sedlo. O typu stacionarniho bodu (u*,v*) nelze
podle tohoto kritéria rozhodnout.

Budeme hledat vyjadieni trajektorii systému (5.36). Vydélenim jeho rovnic dostaneme

dv  w(y—ou)
du  u(p(v) —a)’

coz je obyc¢ejna rovnice se separovanymi proménnymi. Podle 1.2.1 je jeji feseni implicitné dano

rovnosti
/7('0(@) — adv = / r= Uudu,
v U

v

ou —1In (v v®) + / de = const;
x

po upraveé

vo

pritom vy € (0,1) je n&jakd konstanta vyjadiujici pocateéni zaméstnanost. Levou stranu
posledni rovnosti oznac¢ime G(u,v). Trajektorie systému (5.36) jsou tedy vrstevnicemi funkce

G.

Ponévadz plati

oG ~ ¥ —ou oG, ., .
U T W) =o
2 2
E;TC; - % >0, gu;; =0,
R T

je stacionarni bod (u*, v*) lokdlnim minimem funkce G, a ta je v néjakém jeho okoli konvexni.
To znamend, ze trajektorie systému (5.36) zacinajici v okoli stacionarniho bodu (u*,v*) jsou
uzavienymi kiivkami, stacionarni bod je stied.

Mozné umisténi nulklin ve fazovém prostoru spolu s trajektoriemi systému (5.36) je zné-
zornéno na obr. 5.2. Vidime, ze i v pfipadé v > 0, 1 > « je mozné, ze vyvoj ekonomiky
dospéje v konecném case k plné zaméstnanosti a malému podilu mzdy na produkci, pokud je
pocatecni stav ekonomiky dostatecné daleko od rovnovahy. Jinak zaméstnanost kolisa kolem
jisté rovnovazné hodnoty, v ekonomice se stfidaji obdobi prosperity a utlumu; Goodwiniv
model tedy svym zpusobem vysvétlil vznik a nevyhnutelnost hospodarského cyklu.

Obecné plati

VG(u,v) = b . tedy VG(u,v)T (uic(pjfzf ;u?)) =0,
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p1 <o 1>«
1U 1U
oy
v <0 jj
u u
ﬂw lv

N HEY

//

U y U
o

Q=2

Obrazek 5.2: Trajektorie a nulkliny systému (5.36) pro mozné kombinace parametrii

coz znamenad, ze funkce G je prvnim integralem (invariantem) systému (5.36). Déle pii ozna-
¢eni x = Inwu, y = Inv dostaneme

¥ =pY) —aq, y =7 —oe”. (5.37)

Systém (5.36) lze tedy transformovat na systém bipartitni; fazovym prostorem transformova-
ného systému je mnozina R x (—o0,0].
Pro funkci

eV

y
H(z,y) =G (e*,eY) =0e” —yx —ay + / _@;ﬁ)dn =oe" —yr —ay+ / p(ef)d¢

V0 In vg
(integral jsme transformovali substituci £ = Inn) plati

8_H_ z __ 8_H—_ + (y)
or =0 T g, = etel),

takze systém (5.37) muzeme pfepsat ve tvaru

(-0 )omen

Systém (5.37) je tedy hamiltonovsky s hamiltonidnem H.
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