A. Zkouska z M1035, podzim 2022

Priklad. 1. [ 6 bodi] Spocitejte
. 62 — a2+ 2
a) lim

zo—o0 12 —225

2x -1
b) lim —

z—0 arcsinx’
¢) derivaci funkce f(x) = 5 - tanz,

d) vSechny primitivni funkce k funkci g(z) = In 22,

e) objem t&lesa vzniklého rotaci mnoziny {(z,y) € R% = € [0,2], 0 < y < 22}
kolem osy z,

f) vSechna feSeni diferencidlni rovnice ¢y’ = 2 - y.

Reseni. Za kazdou tlohu je jeden bod.

(a)
r 62° — 2% + 2z i 6—;12+%__3
s 12— 245 amiee 2 _9 7
(b) Podle I’Hospitalova pravidla
2x -1 2%
lim —— = lim —— =2.
2=0 arcsing 220 ———;
(© f'(x) =In5- 5" tanx + ——.
cos? x

(d) ProtoZe g(x) = In2? = 21Inz, je pomoci per partes

/g(x)dxzz/lnxdxzz(xlnx—/x.ldx):

x
=2(zlnzr —x)+ec
(e) Pomoci integrélu je objem

2 572
32
V:W/ x4dx:7r{x—} = —1.
0 5 5

0
(f) V8echna feseni jsou y(z) = ce®®, kde ¢ € R. Zdivodnéni je

Iny(a)| = + k
|y(l‘)| :ea;—i-k:ek'ez:dex, d>0,
y(x) = +de”®

Odtud y(z) = ce”, kde ¢ > 0 nebo ¢ < 0. Ale y(z) = 0 = 0 - € je rovnéz feseni. Proto
obecné ¢ € R.
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Priklad. 2. [6 bodi] VySetiete pribéh funkce
2v + 3
flo) = 2244
a) Najdéte limity v krajnich bodech defini¢niho oboru.
b) Spocitejte derivaci.
c) Zjistéte, kde je funkce rostouci na kde klesajici.
d) Najdéte lokdlni a globélni extrémy funkce.
e) Najdéte obor hodnot.
f) Nakreslete graf funkce na intervalu [—10, 10].
Reseni. Zakazdou podilohu 1 bod.
(a) Defini¢ni obor je R.
. 2x+4+3 20 + 3
(b)
I 2(z* +4) — (2z +3)2x —22* —6x+38
xTr) = =
(22 4 4)? (22 +4)?
(c) Derivace je nulovéd pro z = —4 ax = 1. Na (—o0, —4) je derivace zdpornd a funkce je

klesajici. Na (—4, 1) je derivace kladn4 a funkce je rostouci a na (1, 0o) je derivace zaporna

a funkce je klesajici.
(d) Funkce nabyvé dvou extrémd, a to globdlniho minima v bodé —4 a globalni maxima

v bodé 1. .
fe == f)=1.
(e) Funkce je spojitd. Z limit v 00 a prib&hu funkce plyne, Ze obor hodnot je [_Zi’ 1].

(f) Graf na intervalu [—10, 10] najdete na https://www.wolframalpha.com, zadéte-1i
plot Divide[(2x + 3), (2% + 4)] from -10 to 10



Priklad. 3. [6 bodi] Pomoci vhodné substituce spocitejte

/ (22 + 1)z
——dx.
V1—a?
Udé¢lejte zkousku, Ze jste pocitali dobfe.
Reseni. Defini¢ni obor funkce uréené k integraci je (—1, 1). PouZijeme substituci
t=1—2* kdetc (0,1).
[1 bod] Odtud
dt = =2z dzx.

[1 bod]
Nyni pocitdme podle véty o substituci

(2 + 1)z (1—t+1)dt /1 1/ 1 1s
-~ _dr = - = — dt — t = —92t2 —12 =
/\/1—:1:2 v —2v/1 Vit +2 Vi +3 e

1

= g(l — 223 21 —2H)YV2 4 ¢

[2 body]
Jesté€ jednodusyi je substituce y = 1 — 22, y? = 1 — 22, 22 do = 2y dy a pocitdime

integral
/ (2—-9%) dy.

Zkougka. Spo&itdme derivaci funkce F(z) = £(1 — 2?)%2 — 2(1 — 2?)1/2 4 ¢

O a3
V1—a?
[2 body] Pokud jste pocitali dobfe a zkouska vysla, dostanete dva body. Pokud zkouska
nevyjde, je potfeba udé€lat zavér, Ze nas vypocet integralu je Spatné. Bez tohoto zavéru zadny
bod nedostanete.
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Priklad. 4. [6 bodi] Vyfeste diferencidlni rovnici
2xyy’ =1+
s pocdte¢ni podminkou
y(l) = -3.
Proved’te zkousku.
Reseni. Jde o rovnici se separovanymi proménnymi. Proto ji zapiseme takto

2y (x)y () = "

x
provedeme integraci podle proménné x:

/ 2y(@)y (@) dr = / <§+1) iz,
/2ydy—/%dx+/1dx,

v =In|z|+z+c

[3 body] Proto
y(x) = £y/In|z| + 2z + ¢,
pfitom funkce y(z) je definovédna pro x spliiujici nerovnost
Injz| +2 > —c
Ma-li byt y(1) = —3 musime volit znaménko minus a mus{ byt
1)=9=mnl+1+c
Odtud
c=9—-Inl1-1=8.
[1 bod]
Hledané feSenti je

y(x) = —+/In|z| + 2 + 8.
[1 bod]

Zkouska [1 bod]. Dostanete je pfi sprdvném feSeni a spravné spocitané zkouSce nebo pfi
Spatné spocitaném feSeni, kdyZ udélate ze zkousky zdvér, Ze vaSe feSeni je chybné. O



