Cviceni 11-Diferencialni rovnice

14. prosince 2020

1 Ukazkové priklady z minulého cviceni
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2 Separace proménnych

Diferenciélni rovnice jsou rovnice kde funkce f(x) = y(z) je nezndmad, v téchto rovnicich se
mohou vyskytovat jiné funkce g(z) a také derivace nezndmé funkce f'(x) a f”(z).
Prvni typ rovnice jsou rovnice tvaru:

y'(x) = g(x)h(y)

kde g a h jsou libovolné (diferencovatelné funkce). Vyuzijeme toho, ze y'(x) = g—gyc a rovnice
1ze tedy prevést do tvaru.

dy dy
—— = g(x)dz —>/ = /g(x)dx
h(y) h(y)
Rovnice muzeme tedy vyfesit zndme-li integraly z funkei g, h.
Zavislost na bodech proménné z se nepiSe a piseme tedy pouze y a 3.

2.1 Zakladni priklady

1. Vyieste pocatecni tilohu 3y’ + 2y — % = 0, y(0) = 1.

2. Vyfeste potdtecni dlohu zy’ = 2y, y(1) = 1.
3. Vyfeste tlohu ¢/ =InzY. e 2kyS L C.

4. Vyfeste tlohu i = cosy.

2.2 Prevod na separovatelné proménné

Vhodnou substituci pievedte nésledujici rovnice na rovnice se separovatelnymi proménnymi a
vyTeste

1.
20y =y +x
2.
y = cos(z —y)
3.
y = (y+2)°
4.
r_ Tty
N T



J = 1—-3z+ 3y
l1+x+y

6.
;T +2y+1

4 C 2r+4y+3

2.3 V ”diferencialnim”tvaru

Rovnice mohou byt také v tomto tvaru

1.
zdz +ydy =0
2.
(:Cy2 + x) dx + (x2y — y) dy=0, y(0)=1
3.

xdy — ydx = /22 + y2dx

3 Linearni a Bernouliho rovnice

Metody reseni linearnich rovnic

Linedrn{ jsou rovnice tvaru y' = a(z)y + b(z), které se dale déli na homogenni b = 0 a
nehomogenni b # 0. Diky faktu, Ze linearni kombinace feseni c1y; + cayo je také feSeni mame
specidlni postup feseni nehomogennich rovnic:

e Vytesime homogenni ¢dst rovnice y' = a(z)y, pomoci separace proménnych. Toto Fesen{
jey = Cel o®)dz Nyni potiebujeme ziskat partikularni feSeni nehomogenni rovnice:

e Metoda 1 : variace konstant
Misto konstanty C' v feseni budeme psat funkci C' = C(z) dosadime do rovnice a
dostaneme rovnici pro C’, kterou muzeme zintegrovat a dostat obecné feseni.

e Metoda 2 : integracni faktor

Zacneme s rovnici ¢y = a(z)y+b(z), tu vyndsobime integraénim faktorem coz je p(z) =
e~ Ja@dz Dostaneme

(v —ay) p=bp

(yp)' = bp — yp = /bu dx




3.1 ReSeni linearnich rovnic

Pouzijte obé metody k vyfeSeni néasledujicich rovnic.

y=y+tz

Yy =ytanz + cosx

Jednd se o rovnici
y' = a(zx)y + b(x)y"

Resime ji substituci z = y'~". Protoze poté rovnice piejde na tvar

Z=1-r)alx)z+ (1 —r)b(x)

Coz je nehomogenni linedrni rovnice

Vyteste

4
y'=—y+aVy

4 Slovni dlohy

Typy priklada
Nasledujici problémy /fyzikalni ilohy vedou na feseni diferencidlnich rovnice

e Radioaktivni rozpad, rozmnozovani v populaci, vyména tepla, michani latek

y = tay

4.1 Zakladni ulohy

Viz. prednéska ¢i sbirka

4.2 Pokroéilejsi Ulohy

e Déravy valec.



Maéte vélec o poloméru R, v némz je nalita voda do vysky hO. V jeho dné se ovSem udélala
kruhova dira o poloméru r, takze voda ted’ tece pryc. PopiSte, jak se méni vyska hladiny ve
valci v zavislosti na ¢ase. Jak dlouho bude trvat, nez bude véalec prazdny?

e Zakladni modelace epidemie koronaviru

Zaméiime se na uréity uzavieny pocet lidi N, napifklad, Ceské republika, pFedpokliddme
tedy ze nikdo necestuje. Pocet nakazenych oznacime z, jednd se o funkci v zavislosti na ¢ase
x = x(t), feknéme, ze v ¢ase t = 0 byl pocet nakazenych xy. Jak se vyviji pocet nakazenych
v Case a jakym zpusobem se tento vyvoj dé zbrzdit?

e Metoda diferencialt Nadrz obsahuje 100 litrii roztoku, ktery obsahuje 10 kg soli. Do nadrze
nalévame vodu, rychlosti 3 litry za minutu. A vysledny roztok vytéka rychlosti 2 litry za
minutu. Pravidelnym michdnim zarucujeme, Ze koncentrace zustava stejnd. Kolik soli zbyve
v nadrzi po jedna hodiné?

5 Rovnice nerozresené vzhledem k derivaci

Ukéazeme si ukazkovy ptiklad.

6 Rovnice druhého radu

Charakteristicky polynom

MAame rovnici
y' +ay +by = f(x)

Prvné fesime homogenni rovnici, feSeni zavisi na kofenech charakteristického polynomu
M 4tar+b=0

Pokud tato kvadratické rovnice ma dvé riznd feSeni pak, feSeni homogenni rovnice je tvaru

y = c1eM7 4 e

Pokud mé kvadratické rovnice dvojnasobny kofen, pak je feSeni homogenni rovnice tvaru

y = 1™ + zepe”

6.1 Ukazkové priklady
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