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10. ledna 2021

Věci k řešeńı z google tabulky:

• Parciálńı zlomky.

• Řešeńı differenicálńıch rovnice.

• Sestavováńı differenciálńıch rovnice ze slovńıch úloh.

• Řešeńı ukázkové ṕısemky.

1 Parciálńı zlomky
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2 Řešeńı diferenciálńıch rovnic
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3 Sestavováńı diferenciálńıch rovnic ze slovńıch úloh

3.1 Základńı typy úloh

Jak nad t́ım přemýšlet.

Dobrý postup je v zadańı naj́ıt tři hlavńı věci a to

1. Co je neznámá funkce, pro kterou máte rovnici sestavit. Většinou závislost nějaké
proměnné na čase.

2. V zadańı bud’ bude nebo se ze zadańı dá naj́ıt nějaký vztah pro změnu této funkce,
protože si pamatujeme definici derivace v́ıme, že změna této funkce je jej́ı derivace.
Pochopeńım toho co je o změně napsané v zadáńı můžeme pak rovnou sestavit dife-
renciálńı rovnici.

3. Všimnout si počátečńıch podmı́nek v zadańı, v́ıme, že k úplnému řešeńı diferenciálńıch
rovnice potřebujeme počátečńı podmı́nky, které nám umožńı zjistit neznámé konstanty.

Nyńı si ukážeme základńı typy úloh a to př́ıklady na: r̊ust/učeńı, výměnu tepla, mı́cháńı látek a
radioaktivńı rozpad (měli byste znát z přednášky na diferenciálńı rovnice konkrétně slidy 52-64, k
úplnému pochopeńı d̊urazně doporučuji si přednášku proj́ıt.) Tyto fyzikálńı procesy/problémy jsou
dobré v tom, že existuj́ı zákony/vztahy které spojuj́ı změnu této veličiny s veličinou samotnou.

1. Výměna tepla:

Za jaký čas se těleso o teplotě 100◦ zchlad́ı na teplotu 30◦ je-li umı́stěno do mı́stnosti s
pokojovou teplotou 20◦ a všimli jste si, že za 20 minut se těleso zchladilo na 60◦.

Nápověda: Postupujeme podle návodu za 1) Co je funkce kterou máme zjistit, zde je to
doufám jasné že se jedná o funkci závislosti teploty tělesa na čase, řekněme že ji označ́ıme
Φ(t) (podle konvence přednášky). Za 2) Jaký je vzorec pro změnu této veličiny a na čem tato
záviśı, zde prvně použijeme intuici dáme-li horké těleso do chladné mı́stnosti tak v́ıme že jeho
teplota bude ubývat (změna bude záporná), také si můžeme představit, že č́ım je teplotńı
rozd́ıl větš́ı t́ım rychleǰśı bude změna teploty. Za 3) v zadáńı máme jasně danou počátečńı
podmı́nky a to, že v čase t = 0 je Φ(0) = 100, poté tam máme i druhou podmı́nku u které za
chv́ıĺı zjist́ıme proč ji potřebujeme. Fyzikálńı zákon, který přibližně popisuje vztah pro změnu
veličiny se nazývá Newton̊uv teplotńı zákon a ř́ıká ”teplota tělesa se měńı rychlost́ı, která je
př́ımo úměrná rozd́ılu teplot tělesa a okoĺı”. Náš úkol je tedy jednoduchý a to zapsat tuto
větu jako diferenciálńı rovnici, konkrétně.

dΦ(t)

dt
= k (Φ(T )− 20) ,

kde k je konstanta úměrnosti, kterou neznáme ale nyńı přijde vhod druhá podmı́nka ”a všimli
jste si, že za 20 minut se těleso zchladilo na 60◦”, kterou nám ř́ıká zadáńı. Vid́ıme, že toto je
diferenciálńı rovnice typu y� = ay+b, tedy lineárńı a v tomto př́ıpadě i separovatelná, protože
a, b jsou pouze konstanty.

2. Mı́cháńı látek
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Ukázkové př́ıklady: dva př́ıklady v přednášce, př́ıklad z 11 cvičeńı. Nový př́ıklad:

(Demidovich př. 2909)

Dno sudu s kapacitou 300 litr̊u je pokryto soĺı a nějakou nerozpustitelnou látkou. Předpokládejme,
že rychlost, kterou se s̊ul rozpoušt́ı je př́ımo úměrná rozd́ılu koncentrace v daném čase a kon-
centraćı saturovaného roztoku (1 kg soli na 3 litry vody) a také že dané množstv́ı vody rozpust́ı
1
3 kg soli za minutu. Najděte množstv́ı soli v roztoku po uběhnut́ı jedné hodiny.

3. Radioaktivńı rozpad

Z tabulek zjist́ıte, že radium má poločas rozpadu 1600 let, kolik procent radia se rozpadne za
100 let?

Nápověda: Radioaktivńı rozpad je základńım typem př́ıklad̊u a to z následuj́ıćıch d̊uvod̊u. 1)
veličina, která nás zaj́ımá je počet nerozpadlých jader v závislosti na čase. Vzorec pro změnu
tohoto počtu je velmi jednoduchý, č́ım v́ıce je nerozpadlých jader t́ım v́ıce se jich rozpadne.
Tedy rychlost rozpadu je úměrná počtu jader, samozřejmě nepř́ımo úměrná. Označ́ıme-li
velikost počtu nerozpadlých jader jako Q(t), diferenciálńı rovnice je tedy

dQ(t)

dt
= −rQ(t),

kde r > 0 je konstanta úměrnosti. Poločas rozpadu slouž́ı ke zjǐstěni této konstanty úměrnosti,
naopak počátečńı podmı́nka se u úloh většinou nezadává a mı́sto ńı předpokládáme, že na
začátku byl počet jader, řekněme Q(t = 0) = Q0.

4. Růst

Kteréhosi dne v lese narazilo a černých mravenc̊u na b rezavých mravenc̊u, svých nejzavileǰśıch
nepřátel, přičemž je a > b. Pochopitelně vzplane neĺıtostná řež. Každý mravenec (obou druh̊u)
nič́ı svoje nepřátele rychlost́ı α za jednotku času. Oba druhy mravenc̊u se navzájem bezhlavě
nič́ı plnou silou, dokud nebude jedna strana zcela vyhubena. Je jasné, že tento nepř́ıjemný
osud potká rezavé mravence, protože je jich méně. Otázky pro Vás:

(a) Jak dlouho bude bitva trvat (tedy od počátku až do zničeńı posledńıho rezavého mra-
vence)?

(b) Kolik černých mravenc̊u bitvu přežije?

3.2 Složitěǰśı fyzikálněǰśı př́ıklady

Toto jsou př́ıklady, kde vzorec pro změnu veličiny neńı zřejmý se zadańı a muśıme ji nějak odvodit.
Např́ıklad použit́ım Newtonova druhého zákona a nebo zkoumáńım infinitesimálńıch změn systému.
Ukázkový př́ıklad jsme již, měli a to děravý válec v 11 cvičeńı.

1. Částice v magnetickém poli.

Proton je umı́stěn v počátku soustavy souřadnic je v čase t = 0 se částice pohybuje rych-
lost́ı �v0 = (v0 cosα, v0 sinα, 0), v tomto okamžiku zapneme magnetické pole o intenzitě
�B = (0, 0, B), jak se bude částice pohybovat? Vyřešeno v doplňuj́ıćım videu k mi-
nulému (12) cvičeńı.
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2. Jednoduchý model interakce částic.

Aproximujeme interakci částic jako dva hmotné body spojené pružinkou s tuhost́ı g, č́ım
bĺıže jsou částice k sobě t́ım v́ıce se odpuzuj́ı, naopak č́ım jsou dále t́ım v́ıce se přitahuj́ı. Jak
se bude tato soustava pohybovat? Vyřešte diferenciálńı rovnice a poté, použijte počátečńı
podmı́nky, prvně předpokládáme, že jsou obě částice na začátku v klidu a za druhé máme
počátečńı podmı́nku, že jednu částici postrč́ıme k druhé rychlost́ı v0. Jak se úloha změńı když
provedeme následuj́ıćı úpravu: částici postrč́ıme silou, kolmou ke spojnici částic.

3. Vyskočili jste z letadla a ted’ padáte. V okamžiku otevřeńı padáku jste padali rychlost́ı v0,
Vaše hmotnosti s padákem je m. K zemi Vás táhne t́ıhová śıla, proti ńı účinkuje odporová
śıla vzduchu o velikosti 12CSρv2, kde C je asi 1, 2, S plocha padáku a ρ hustota vzduchu.
Určete mezńı rychlost pádu w (tj. rychlost, při ńıž se t́ıhová a odporová śıla vyrovnaj́ı).
Potom spočtěte rychlost pádu v závislosti na čase a daľśı integraćı rychlosti zjistěte i závislost
vzdálenosti, kterou jste překonali, na čase. V čem se bude lǐsit Váš pád od padáńı mezńı
rychlost́ı, pokud budete padat hodně dlouho (t → ∞)? Předpokládejte, že pořád padáte
rychlost́ı v < w.

4. Hmotné těleso s nulovou počátečńı rychlost́ı se vaĺı po nakloněné rovině. Najděte rovnici pro
jeho pohyb, když úhel nakloněné rovnice je α a koeficient třeńı je µ. Rovnici vyřešte.

5. Těleso o váze 4kg, je zavěšeno na pružince, svoj́ı t́ıhou prodloužilo délku pružinky o 1cm.
Najděte rovnici pro pohyb tělesa, je-li horńı vrchol pružinky nucen silou vykonávat harmo-
nický pohyb y = 2 sin 30t, předpokládejte, že v čase t = 0 bylo těleso v klidu.

3.3 Geometrické slovńı úlohy

Dále, lze také namyslet velkou spoustu slovńıch úloh pro vlastnosti křivek (tečny, normály vzorce
pro křivost). Spousta takovýchto př́ıkladu je v Demidovichovi.

1. Najděte křivku, procházej́ıćı bodem (3, 2), pro nichž každý segment tečny uzavřený osami x, y
je rozdělen přesně na polovinu bodem dotyku s křivkou. Viz. Demidovich strana 329 př́ıklad
3.
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Obrázek 1: Krivka k uloze 1
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Zkouška z M1100F / skupina B xx. xx. 20xx

Jméno a příjmení

UČO

Počet listů přílohy

Příklad 1 2 3 4 5 6 7 8 T
∑

Body

I Příklad 1 [6 b.]: Určete definiční obor funkce f a paritu funkce g, jestliže

f(x) =
arcsin 1−2x

4

7x+1 − 3 · 7x − 28
, g(x) =

| sinx| arcsinx3

ex− e−x
.

I Příklad 2 [5 b.]: Rozhodněte a zdůvodněte, zda je funkce f spojitá v x = 0, kde

f(x) =

{
3x4 + 5x3 − 2x+ 3, x ≥ 0,
2x+sinx

x
, x < 0.

I Příklad 3 [6 b.]: Rozhodněte, zda platí následující tvrzení. Pokud ano, dokažte ho.
Pokud ne, udejte protipříklad.
“Necht’ f, g jsou reálné konvexní funkce a necht’ existují jejich derivace do řádu dva včetně.
Jestliže platí (f ′ ◦ g)(x) > 0 a (f ′′ ◦ g)(x) > 0, potom je složená funkce f(g(x)) konvexní.”

I Příklad 4 [6 b.]: Udejte příklad funkce, pro níž platí
2∫

1

f(x) dx = 1,

2∫
1

f(x) dx = 5.

I Příklad 5 [7 b.]: Prostudujte monotonii a najděte lokální extrémy funkce

f(x) = x e−
x2

2 .

I Příklad 6 [7 b.]: Pomocí vhodné substituce vypočítejte integrál∫
sin3 x

1 + 4 cos2 x+ 3 sin2 x
dx.

I Příklad 7 [8 b.]: Určete objem tělesa vzniklého rotací kolem osy x podgrafu funkce

f(x) = 1 +
sin 3x

2
, x ∈

[
π

3
,
13π

6

]
.

I Příklad 8 [10 b.]: Polévka má po ohřátí teplotu 90◦C. Po deseti minutách v místnosti
o teplotě 20◦C se ochladí na 80◦C. Jakou bude mít teplotu, pokud ji v této místnosti necháme
dalších 50 minut? Při výpočtu použijte odhady

ln
6

7
.
= −0.15, e−0.9

.
= 0.4.

B Do první tabulky vyplňte čitelně identifikační údaje a počet listů, které k zadání přikládáte.
B Druhou tabulku ponechejte prázdnou.
B U výpočtů příkladů řádně označujte, ke kterému příkladu (a jeho části) patří.
B Všechny papíry s výpočty podepište a odevzdejte společně se zadáním.
B Není povoleno použití kalkulačky ani žádných materiálů (tabulky, vzorce, skripta, poznámky,. . .). Jakýkoli pokus
o podvádění bude mít za následek hodnocení F .


