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Véci k feSeni z google tabulky:

e Parcialni zlomky.
e ResSeni differenicélnich rovnice.
e Sestavovani differencidlnich rovnice ze slovnich tloh.

e Reseni ukazkové pisemky.

1 Parcialni zlomky
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2 Reseni diferencidlnich rovnic
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3 Sestavovani diferencialnich rovnic ze slovnich uloh

3.1 Zakladni typy tuloh

Jak nad tim piremyslet.

Dobry postup je v zadani najit t¥i hlavni véci a to

1. Co je neznama funkce, pro kterou mate rovnici sestavit. Vétsinou zavislost néjaké
proménné na case.

2. V zadani bud bude nebo se ze zadani d4 najit néjaky vztah pro zménu této funkce,
protoze si pamatujeme definici derivace vime, ze zména této funkce je jeji derivace.
Pochopenim toho co je o zméné napsané v zadani muzeme pak rovnou sestavit dife-
rencialni rovnici.

3. Vsimnout si po¢atecnich podminek v zadani, vime, Ze k Gplnému feSeni diferencidlnich
rovnice potfebujeme pocatetni podminky, které nam umozni zjistit nezndmé konstanty.

Nyni si ukdzeme zakladni typy tloh a to piiklady na: rust/uceni, vyménu tepla, michani litek a
radioaktivni rozpad (méli byste zndt z prednasky na diferencidlni rovnice konkrétné slidy 52-64, k
uplnému pochopeni darazné doporucuji si predndsku projit.) Tyto fyzikélni procesy /problémy jsou
dobré v tom, ze existuji zdkony/vztahy které spojuji zménu této veliciny s veli¢inou samotnou.

1. Vymeéna tepla:

Za joky cas se téleso o teploté 100° zchladi na teplotu 30° je-li umisténo do mistnosti s
pokojovou teplotou 20° a vsimli jste si, Ze za 20 minut se téleso zchladilo na 60°.

Néapoveéda: Postupujeme podle ndvodu za 1) Co je funkce kterou mame zjistit, zde je to
doufam jasné ze se jedna o funkci zavislosti teploty télesa na ¢ase, feknéme ze ji oznacime
®(t) (podle konvence piednésky). Za 2) Jaky je vzorec pro zménu této veli¢iny a na ¢em tato
zavisi, zde prvné pouzijeme intuici dame-li horké téleso do chladné mistnosti tak vime zZe jeho
teplota bude ubyvat (zména bude zdpornd), také si muzeme predstavit, ze ¢im je teplotni
rozdil vétsi tim rychlejsi bude zména teploty. Za 3) v zaddni méme jasné danou pocatecni
podminky a to, ze v ¢ase t = 0 je ®(0) = 100, poté tam mame i druhou podminku u které za
chvili zjistime proc¢ ji potfebujeme. Fyzikdlni zdkon, ktery piiblizné popisuje vztah pro zménu
veli¢iny se nazyva Newtonuv teplotni zakon a fika ”teplota télesa se méni rychlosti, ktera je
pfimo imérna rozdilu teplot télesa a okoli”. N&s kol je tedy jednoduchy a to zapsat tuto
vétu jako diferencidlni rovnici, konkrétneé.

do(t)

At
kde k je konstanta imérnosti, kterou nezndme ale nyni piijde vhod druhéd podminka ”a vsimli
jste si, ze za 20 minut se téleso zchladilo na 60°”, kterou nam fika zadani. Vidime, ze toto je
diferencidlni rovnice typu v’ = ay+b, tedy linedrni a v tomto piipadé i separovatelnd, protoze
a,b jsou pouze konstanty.

= k(®(T) — 20),

2. Michani latek



Ukézkové piiklady: dva ptiklady v pfednésce, piiklad z 11 cvic¢eni. Novy piiklad:
(Demidovich pi. 2909)

Dno sudu s kapacitou 300 litru je pokryto soli a néjakou nerozpustitelnou ldtkou. Predpoklddejme,
ze rychlost, kterou se sul rozpousti je pfimo imérnd rozdilu koncentrace v daném ¢ase a kon-
centraci saturovaného roztoku (1 kg soli na 3 litry vody) a také ze dané mnozstvi vody rozpusti

% kg soli za minutu. Najdéte mnozstvi soli v roztoku po ubéhnuti jedné hodiny.

3. Radioaktivni rozpad

7 tabulek zjistite, ze radium ma polocas rozpadu 1600 let, kolik procent radia se rozpadne za
100 let?

Ndpovéda: Radioaktivni rozpad je zdkladnim typem piikladu a to z nasledujicich duvodu. 1)
veli¢ina, kterd nés zajima je pocet nerozpadlych jader v zavislosti na ¢ase. Vzorec pro zménu
tohoto poc¢tu je velmi jednoduchy, ¢im vice je nerozpadlych jader tim vice se jich rozpadne.
Tedy rychlost rozpadu je imérna pocCtu jader, samoziejmé nepiimo umérna. Oznacime-li
velikost poctu nerozpadlych jader jako Q(t), diferencidlni rovnice je tedy

dQ(t)

— = —rQ(1),
kde r > 0 je konstanta imeérnosti. Poloc¢as rozpadu slouzi ke zjisténi této konstanty tmeérnosti,
naopak poc¢atecni podminka se u iloh vétsinou nezaddva a misto ni predpokladame, Ze na

zacatku byl pocet jader, feknéme Q(t = 0) = Q.

4. Rust

Kteréhosi dne v lese narazilo a ¢ernych mravenct na b rezavych mravenci, svych nejzavilejsich
nepfatel, pficemz je a > b. Pochopitelné vzplane nelitostna fez. Kazdy mravenec (obou druhu)
ni¢i svoje neptatele rychlosti « za jednotku ¢asu. Oba druhy mravencu se navzdjem bezhlavé
ni¢i plnou silou, dokud nebude jedna strana zcela vyhubena. Je jasné, ze tento neptijemny
osud potka rezavé mravence, protoze je jich méné. Otazky pro Vas:

(a) Jak dlouho bude bitva trvat (tedy od pocatku az do zniceni posledniho rezavého mra-
vence)?

(b) Kolik ¢ernych mravencu bitvu prezije?

3.2 Slozitsjsi fyzikalnéjsi piiklady

Toto jsou piiklady, kde vzorec pro zménu veli¢iny neni ziejmy se zadani a musime ji néjak odvodit.
Naprtiklad pouzitim Newtonova druhého zakona a nebo zkouménim infinitesimalnich zmén systému.
Ukézkovy piiklad jsme jiz, méli a to déravy vélec v 11 cviceni.

1. Céstice v magnetickém poli.

Proton je umistén v pocatku soustavy souradnic je v ¢ase t = 0 se Castice pohybuje rych-
losti ¥y = (vocosa,vpsina,0), v tomto okamziku zapneme magnetické pole o intenzité

B = (0,0, B), jak se bude ¢astice pohybovat? VyfeSeno v dopliujicim videu k mi-
nulému (12) cviceni.



Vhaf b gr{:

. Jednoduchy model interakce c¢éstic.

Aproximujeme interakci ¢astic jako dva hmotné body spojené pruzinkou s tuhosti g, ¢im
blize jsou ¢astice k sobé tim vice se odpuzuji, naopak ¢im jsou déle tim vice se pritahuji. Jak
se bude tato soustava pohybovat? Vyfeste diferencidlni rovnice a poté, pouzijte pocatecni
podminky, prvné predpokladame, ze jsou obé ¢astice na zacatku v klidu a za druhé mame
pocéateéni podminku, ze jednu ¢astici postréime k druhé rychlosti vg. Jak se tiloha zméni kdyz
provedeme nésledujici dpravu: ¢astici postréime silou, kolmou ke spojnici ¢astic.

. Vyskocili jste z letadla a ted padate. V okamziku otevieni padéku jste padali rychlosti v,
Vase hmotnosti s padakem je m. K zemi Vés tadhne tihova sila, proti ni u¢inkuje odporova
sila vzduchu o velikosti/g( CSpv?, kde C je asi 1,2, S plocha paddku a p hustota vzduchu.
Urcete mezni rychlost padu w (tj. rychlost, pfi niz se tihovd a odporové sila vyrovnaji).
Potom spoctéte rychlost padu v zavislosti na case a dalsi integraci rychlosti zjistéte i zavislost
vzdalenosti, kterou jste ptrekonali, na Case. V ¢em se bude ligit Vas pad od padani mezni
rychlosti, pokud budete padat hodné dlouho (¢ — o0)? Predpokladejte, ze porad padate
rychlosti v < w.

. Hmotné téleso s nulovou pocateéni rychlosti se vali po naklonéné roviné. Najdéte rovnici pro
jeho pohyb, kdyz thel naklonéné rovnice je « a koeficient tieni je u. Rovnici vyfeste.

. Teleso o vaze 4kg, je zavéSeno na pruzince, svoji tthou prodlouzilo délku pruzinky o lem.
Najdéte rovnici pro pohyb télesa, je-li horni vrchol pruzinky nucen silou vykonavat harmo-
nicky pohyb y = 2sin 30¢, predpokladejte, ze v case t = 0 bylo téleso v klidu.

3.3 Geometrické slovni ulohy

Déle, lze také namyslet velkou spoustu slovnich tloh pro vlastnosti kiivek (te¢ény, normély vzorce
pro kiivost). Spousta takovychto ptikladu je v Demidovichovi.

1. Najdéte kiivku, prochézejici bodem (3,2), pro nichz kazdy segment te¢ny uzavieny osami z, y

je rozdélen piesné na polovinu bodem dotyku s kiivkou. Viz. Demidovich strana 329 piiklad
3.
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Zkouska z M1100F / skupina B XX. XX. 20xx

Jméno a pfijmeni
UCo
Pocet listi prilohy

Piiklad | 12|34 |5|/6|7|8|T| >
Body

» Priklad 1 [6 b.]: UrCete defini¢ni obor funkce f a paritu funkce g, jestlize

1-2z 3
()

_ aresin _ |sinz|arcsinx
— 7x+1_3.7m—28’ g(l’)_ et — e~ .

» Priklad 2 [5 b.]: Rozhodnéte a zdivodnéte, zda je funkce f spojitd v z = 0, kde
3xt + 523 =22 4+3, x>0,
f(flf) = 2x+sin
Lo x < 0.

T 9

» Priklad 3 [6 b.]: Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni. Pokud ano, dokazte ho.
Pokud ne, udejte protipriklad.

“Necht’ f,g jsou redlné konvexni funkce a necht’ existuji jejich derivace do rddu dva vcetné.
Jestlize plati (f' o g)(x) > 0a (f" o g)(x) > 0, potom je sloZend funkce f(g(x)) konvexni.”

» Priklad 4 [6 b.]: Udejte pfiklad funkce, pro niZ plati
2 2
/f(x)dle, /f(x)dx:5.
1 1

» Priklad 5 [7 b.]: Prostudujte monotonii a najdéte lokalni extrémy funkce

22

flz)=xe 7.
» Priklad 6 [7 b.]: Pomocivhodné substituce vypocitejte integral
.3
sin® x
/ —— dz.
1+ 4cos?z + 3sin“x

» Priklad 7 [8 b.]: UrCete objem télesa vzniklého rotaci kolem osy x podgrafu funkce

fa) =1+ sin 3z . |:7F 1371 '

2 376

» Priklad 8 [10 b.]: Polévka ma po ohfati teplotu 90°C'. Po deseti minutdch v mistnosti
o teploté 20°C' se ochladi na 80°C'. Jakou bude mit teplotu, pokud ji v této mistnosti nechame
dalSich 50 minut? Pfi vypoctu pouzijte odhady

6

In - = —0.15, e 09 = 04.

> Do prvn{ tabulky vypliite Citelné identifikani tdaje a pocet listl, které k zadan{ prikladate.

> Druhou tabulku ponechejte prazdnou.

> U vypocta piikladl fadné oznacujte, ke kterému piikladu (a jeho Casti) patii.

> VSechny papiry s vypocty podepiste a odevzdejte spolecné se zadanim.

> Nenfi povoleno pouZziti kalkulacky ani Zddnych materialt (tabulky, vzorce, skripta, pozndmky,. . .). Jakykoli pokus
o podvadéni bude mit za nédsledek hodnoceni F'.



