Cviceni 9-Integral, parcialni zlomky a specialni substituéni metody

9. listopadu 2021

1 Definice a uzitecné vztahy

Definice a zakladni pravidla

Funkce F se nazyvd primitivni funkce k funkci f, jestlize plati F'(x) = f(x), integrél je
definovany tak, ze funkci f pfifadi jeji funkci primitivni.

[ @)z = F@

Pozor tato primitivni funkce neni urétena jednoznacné, protoze F(z) 4+ C je také primitivni
funkce k funkci f(x), protoze (F(x) + C) = F'(x) = f(x)
Zakladni vzorce a metody

/f(a:) + g(z)dx = /f(x)d$:|:/g(az)dx, /k: - fz)dz =k - /f(x)d:v
Metoda per partes: [ f(z)g'(z)dz = f(z)g(z) — [ f'(z)g(x)

on sz A . / o (l') =u _
Substituéni metoda: [ f(g(x)) - ¢'(z)dz = g'(gx)dx Cdul = J f(u)du

2 Tabulkové integraly

Zde si budeme psat zékladni integraly na které piijdeme bud’ z definice, z vlastnosti derivaci nebo
vypoctem z vysSe uvedenych prikladu. Jedna se tedy o celkovy seznam a ne vSechny integraly jsou
?tabulkové”.

xa+1

.fxadx:m

+C proa#l
o [ldz=In|z|+C

o [sinazdzr = —cosz +C



e [coszdzr =sinz+C

o [ L _dz=—cotz+C

sin® x

. fﬁdx:tanm—i—c

° f 1 dx:ln l—cosx_|_c

sin 1+cosz

o [aadr =M \/ZERI+C
e [tanzdz = —Incosz + C

e [cotzdr =Insinz +C

o [ ﬁdx = arcsinz + C' = —arccosz + C’

o [ lJr%dw =arctanz + C

. fﬁdx:sinh_1x+C:ln(ac+\/1+x2)+C

o [ pdr=tanh~l e+ C = 3R+ C

° f\/%dx:coshflm+021n(x+m)+0
o [efdz=e"+C

° faxdl“:%—kC

o [nzdz =olnz—2+C

e [sinhzdzr = coshz + C

e [coshazdr =sinhz + C

. fﬁdx:—cothaﬂ—(}'

of l__dz =tanhz + C

cosh?

3 Slozitéjsi priklady: naroc¢néjsi substituce nebo kombinace sub-
stituce a per partes

Integraly z minulého cvi¢eni budou slozit jako motivaéni piiklady.
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[ Vali=a)s

/ - i)(b— o

COST

——dz
V1+sin?z

r+3
VaZ—4

/\/ﬁdx

/ x arcsin z2dx

/x2+\/5+1
- — &
x+

/ zdx
V1+at

2

T
/<1+$2)2dx

2
T
/Q—xde




Chci abyste si odnesli nésledujici pouceni

Goniometrické a hyperbolické substituce

e Obsahuje-li integrdl vyraz v/a? — 22, hodi se substituce z = asint
o Obsahuje-li integrdl vyraz v2? — a2, hodi se substituce z = S

e Obsahuje-li integral vyraz va? + 22, hod{ se substituce = = atant

Obcas se tyto substituce daji pouzit i bez piftomnosti odmocnin, viz piiklad 13. Castéji

~ e

e Obsahuje-li integrél vyraz va? + 22, hodi se substituce z = asinht

e Obsahuje-li integral vyraz v 2 — a2, hodi se substituce = acosht




4 Integral z racionalnich lomenych funkci

Rozklad na parcialni zlomky

Doted’ jsme byli schopni pfijit na nasledujici integraly.

/ P(z)dz, kde P(x) je libovolny polynom
1

1
/ = —In|az +b|+C
ax+b a

1 1 1
/(a:c+b)” * a(n—1) (ax—l—b)"—1+
1 2arctan2a%fb )
/am2+bx+cdx: D , kde D =+/4ac—15b%, pro b° —ac<0
1 11 1_2axfb
/dlel(D), kde D= /b2 —4dac, pro b*>—4dac>0
ax? 4+ br + ¢ D1n(1 + 202=0)

Vlastné zname jesté obecnéjsi viz. sbirka docenta Hasila. Mizeme, ale vytvofit metodu ke
s 22 3 . 3 ’ o P(iL‘)
spocitani obecného integralu podilu dvou polynomi. f o) d

Obecny postup

1. Rozlozime polynom Q(z) do jeho kofenu, tedy Q(z) = (z — xo)™(x — x1)™ ---, ale
jsou li kofeny komplexni napiseme radéji (z2 + bz + )", kde n, ng, ... uréuji ndsobnosti
kofent.

2. Koteny dle nasobnosti rozlozime.

(r—a)» z—a (z—a)? (x —a)”
1 _ Bz +Cy Box + Cy B,z + C,
(#2+bx+c)® z2+br+c (x2+bx+c)? (2 + bz + )™

3. Urcime nezname koeficienty porovnanim vyrazu.

1.
/ dx
202 —5x + 7
2. .
l’_
/$2x1dx
3.
x
d
/(x—l)(x—l—l)Q o
4.




10.

11.

12.

13.

14.

15.

/ i dz
(22 4 22 + 2) (22 + 22 — 3)

5 dx

¢ —xz—1

10
x
—d
/a:2+x—2 o

/a;3+2x2+x—1



5 Integraly s odmocninou

Specialni substituce

e Integraly kde se vyskytuji odmocniny z \/x ruznych radu, Wz, ¥/x,..., /x fesime
substituci t" = x, kde n je nejmensi spoleény nasobek ¢isel rq, ..., 7%.

o Integrily kde se vyskytuje v/ax + b, feSime substituci t" = ax + b

o Integrily kde se vyskytuji odmocniny v této podobé ‘Cl;'i'g, kde ad — be # 0, fesime

az+b
cr+d’

substituci t" = timto integral prevedeme na raciondlni lomenou funkci.

e Eulerova substituce viz. skripta.

1. )
/1+\/de
2.
/ v dx
1+
3. )
—d
/ﬁ+% !
4.
/1+\/5+€/5
—de
a:—i-\/ﬁ
5.
\/x+1+1d
——dx
ver+1-—1
6.
Vr+1l—+yz—1
dx
Vr+l+vz—1
7.
/1—\/x+1dx
1+ Vr+1
8.
1
/ /x+1dx
xVx—1
9.
/3‘76—"1(1m
V-1
10.

[k

7



6 Binomicky integral

Specialni substituce

Binomicky integral je integral typu
/xm (a+bz™? dz, m,n,peQ

1. Jestlize p € Z, volime substituci x = t°, kde s je spoleény jmenovatel m a n;

2. jestlize mTH € Z, volime substituci (a + bx)™ = t*, kde s je jmenovatel p;

m+1

—— + p € Z, volime substituci az™" + b = t*, kde s je jmenovatel p.

3. jestlize

1.
/\3/5(7+5m4)2 da
2. 5
(2 + 52) da
4I3
3.
3/ Z
/de
ﬁ
4.
/x\/2—3\/§dw
9.
71 d
/\4/1+x4 v
6.

1
——dz
/x4\/1 + 22



7 Goniometrické integraly

Specialni substituce

Integraly typu [ R(sinz,cosz) dz FeSime pomoci substituce
1. jestlize R(sinx, — cosz) = —R(sinz, cos z) , volime substituci ¢t = sin x;
2. jestlize R(—sinz,cosz) = —R(sinz, cos x), volime substituci ¢ = cos z;
3. jestlize R(—sinz, —cosz) = R(sinz, cos x), volime substituci ¢ = tan z;

4. jestlize nenastane ani jedna z predchozich moznosti, pouzijeme k feseni tzv.univerzalni

substituci: 5
T
t=tan— — x = 2arctant dxy = ——= dt
2 1+1¢2
, 2t 1—¢t?
sinx = cosx =
1+t 1+t

1.
/ sin” x cos™ v dx, pouze si rozmyslete jakou substituci pouzijete
2. )
dx
/ costz
3. ¥
S
/ in° x - da
14+ 4cos?z + 3sin’x
4.
/ cot® z + cot? x dz
5. )
/ 4
2—coszx
6. )
——dz
/ Vtanx
7. _
sin x
/ __sme g,
sinx — cosx
8.
/ cos x cos 2x cos 3x dx
9.

/ cos 2x
—dx
1+ cosx

9



10.

sinx cosx
—dx
sinx + cosx

sinx cosx
a2 2 e dz
Ccos? x — sin“ x

1
/ T4 sin(z)

8 Urcity integral a zakladni aplikace

Pro integrovatelnou funkci f(x) je urcity integrél

11.

12.

Nevlastni integral

/ f(z)dz = bli}m f(z)dx

Na nékolika zakladnich piikladech si ukazeme jak funguji nové aspekty oproti neurcitému integralu.

1.
1 0
/xdx—k/azdw
0 —1
2. .
Inzdz
1
3.

a
4. Dokazte substituci, ze [ zdz =0

—a

10



9 Slozité nebo zajimavé priklady

10 Reseni

10.1 Integral z racionalnich lomenych funkci - feSeni

1.
dx / 1 u=2x—2 1
/2962—596—1—7 2[@_%)2_’_%} du =dz 2[u2+:{’é}
L1 ctan %y 0= t 5+C 2 arctan 220 4
= arctan == arctan — = arctan ——
2 /31 31 2 31 V31 V31
\/ 16 16 \/ 16
Kde jsme pouzili vysledek integralu [ xgi(ﬂ = éarctan%, ktery jsme spocitali v minulém
cviceni.
2. . .
x—1 52 —1)—5 1 1 1
—— de= | 22— 2dr=-In|z® — —1—/d:
/x2—x—1 v / 2—z—1 ° 2n]x z -1 2 ) 22—z -1"
1 1 1
:ln\xz—x—l\—/dxz
2 2) (z— %)2 _ %
Na chvili zapomeneme na prvni prispévek a pocitame pouze druhy integral.
B uzm—% __1/ 1 u-[tanhv B / 1 Qo —
dr =du 2 ) u?— % d tanh2 ) cosh? v
U = 2
cosh
5 5
= £ / 1dv = £v +C
5 5
Celkové tedy
z—1 1 NG 4 1
" dr=ZInlz?— 2 -1+ X tanh ! \/7 -
/$2_x_1dx 2n|zzc x |+5tan ( G +C
3.
x
d
/ (@—D+17"

Zde mame prvni pofadny piiklad na parcialni zlomky. Jmenovatel uz je rozlozen na koreny,

takZze muzeme pocitat.
B C

T A
/(x—l)(x—l—l)zdm:/x—l_'_x—l—l_'_(x+1)2

Prevedeme zlomky na spole¢ny jmenovatel a porovndme s puvodnim zlomkem.

dx —

r=Alz+12+Bx-1)(x+1)+Cz—1)

11



Roznasobime a porovname koeficienty u jednotlivych mocnin x

Soustavu jednoduSe vyfesime jako A = i, B =

A B

C

/

l’—1+1}—|—1

koeficienty.

CES)

/

x A+B=
z! —2A-B+C=0
2 A=1
A=1, B=-1, C=1
C 1 1 1
de= | —— dr =1 —In|z—1|—
@1 x /x x—1+( — 1y x=In|z| —In|z —1|
3+ 1 A B C D
de = | —
z(zx—1)3 v /x+az—1+(:z:—1)2+(:c—1)3
22 A+B=1
*: —3A-2B+C=0
't 34+B-C+D=0
2 —A=1

x:/q

U ostatnich budeme postupovat stejnym zpusobem, akorat v feSeni jiz nebudu psat mezi-
krok kde se soucet zlomku pfevede na spoleény jmenovatel, rovnou budu psat rovnice pro

X

X

T

2.
1.

0 .

A+B=0
2A+C =1
A-B-C=0

_1
49

1 1

1

x—1)

eEn

2(x+1)2

1 _/ A n B
2 -1 v r—1 x+1
' A+B=0
20 A-B=1

1
aol gl
2 2

dx

12

dx

C= % a dosadime zpatky do integralu.

1 1
de =-In|z—1|—-1 ll———
x 4n|33 | 4n|x+\ T D)

1
——+C

r—1

1

+C



A=-1, B=2 C=1, D=2

/A+B+C+Dd—/1+2+ R P
x z—-1 (z-1)2 (z-1)3 T r  x 2 T

-1 (z—1) (x—1)3
=—In|z|+2In|z — 1| ! ! +C
T r—1 (v 1)
7.
I3+ﬂf '/L'S—’—"Zj A B C D
dz = dz = + + + dz
/(x2—1)(a:2—2) /(;p—l)(x+1)(a:—\/§)(x+ﬁ) /x—l c+l z-v2 z4+V2
22 A+B+C+D=1
22 A—B+vV20-V2D =0
2t —24-2B-C-D=1
2 —24+2B-—V2C+V2D =0
3 3
A=—-1, B=-1 ==, D==<=
b b C 2? 2
/ A N B N C N D 4 / 1 1 N 3 N 3 q
r= [ — - x =
r—1 z+4+1 -2 z+V2 r—1 z+1 22-+v2) 2x++V2)

3 3
:—ln|:13—1|—ln\m+l|+§ln|x—\/§|—|—§ln|x—|—\/§|—|—C

Dostavame se k druhému typu piikladi, kde prvné musime zlomek upravit tak abychom

dostali do citatele polynom mensiho fadu, nez je ve jmenovateli. Dostaneme se tim na typ
piikladu, ktery jsme zrovna ted pocitali.

%2+ 3z +2 224+ +2+ 22 2x 2r4+1—-1
T Cde = dz=[1+—" dz=2+ | =" —dz =
2+ x4+ 2 2+ x4+ 2 2

24+ 2o t+2
2 arctan (2321)
:x+ln\x2+x+2y—/dx:x+ln|x2+x+2|+ +C
24+ x+2 NG

3.1 3_ k.2 2 _ 1 2 _ 1
/ x® + dx:/x 5x% + 6x + bx* — 6x + d:c:/l—l— 5x% — 6x + dr —
xT

x3 — 5a? + 6x a3 — 5x? 4 6x (x —2)(x —3)

/A B C
=z+ [ —+ + dz
r x—2 x-—3

2. A+B+C=5

1

#l': —54-3B-20 =6
2 64=1
| 9 28
A—- B=_° _°
6 > Y73
A B C 1 9 28 1 9 28
2 dz = - do = 4> In |z|— 2 In [2—2|+ 2 In |z—3|+-C
x+/x+x—2+w—3 v ”/69; 2w —2) T30 —g W= gl nfa=2l g nfe =3l



10.

523 4 2 5 (23 — 52?4 4z + 522 — 4x) + 2 5a2 — 4z + 2
/”“L dx:/ (2 = 5a” +do + 5a” — da) dx:/5+5 SE Ty P
a3 — ba? 4+ 4x x3 — bx? + 4x x(z—1)(x —4)

A B
:5x+5/+ + ¢ dx
r x—1 x-—4

22 A+B+C=5

't —5A-4B-1C =4
20 4A:g
5
1
PR R S U
10 15 30
A B 1 7 161
-4 — = =1 ——Injz -1+ —1 —4
5x+5/x+x_1+m_4d:n 5:L‘—|—2H|:L'| 3n|af; | + 5 nlz—4/+C
11. g
x
/xg_ld:n
Resené ve sbirce, pitklad (357).
Nyni se dostavame do nové kategorie, kde se vyskytuji komplexni kofeny, postup je tedy
trochu jiny.
12 1 Az + B C D
x
dx = d
/(3:2—4x+5)(x—2)2 . /x2—4w—|—5+m—2+(1‘—2)2 .
2 A+C=0
2?1 4A+B-6C+D=0
z': 4A-4B+13C —4D =0
2’1 4B -10C +5D =1
A=0 B=-1, C=0, D=1
Ax+ B C D 1 1 1
de = [ — dx = arctan(2—2)— —<+C
/x2—4x+5+x—2+(m—2)2 v / P ey s A Gy P
13.

dx

/ x d / Az + B n C N D
T =
(2% 4 22 + 2) (22 + 22 — 3) ?24+2x+2 x—1 x+3

3. A+C+D=0

2?: 2A4+B+5C+D=0
' —3A+2B+8C=1
2. —3B+4+6C—-2D=0

14



1 3
’ 0 © 20’ 20

/ Ar+ B L C n D d / T n 1 n 3
€Tr = —_ =
24+2x+2 x—-1 =x+3 5(x2+2x+2)  20(x—1) 20(x +3)

1 1 1 3
== (arctan(x—i—l)—21n|x2—|—2x—|—2]) +%ln|$—1]—|—2—01n|x+3|+0

Posledni kategorie piikladu je takova, ze ve jmenovateli je vy8si mocnina polynomu nez v
Citateli musime tedy podélit vicekrat.

14.

/x3+2x2+x1dx:/x(:p2x1)+3x2+2x1d$:/x+3(x2$1)+5x+2d$:

2 —x—1 22 —x—1 22—z —1

x2 b+ 2
= — 7(1 =
2+/3+a}2—x—1 x

2 1
= 30+ ((25+9V5) In| — 22+ V5 + 1+ (25— 9V5) m |22+ V5 — 1]} +C

2 10
10
/xdx
2 +x—2

Viz 8. cviceni kolegy Cidlinského ve stfedu.

15.

10.2 Integraly s odmocninou - feSeni

1.

2t

1 2=z
——dz =
1++z 2tdt = dz

2 _
/ vz d — ‘=z

2t2 )
L+ve 20dt = dz | / dt = 2—2t+21In [14+¢|+C = 2—2y/z+2In |14z +C

141t

. 6 =2

1
/\/5+3/5d"’“" 6t5dt = da
=2yr —3Yr+6Yxr —6In|Yx+ 1]+ C

143 + ¢2 1+t2+1¢3
:/++6t5dt:6/++dt:
6 1 ¢5 t41

1 63
= todt = dt = 2t3—3t>+6t—6In |t+1 =
/t3+t26 /t+1 3t°+6t—61n [t+1|+C

Itvet e, o=
et U5 U7 6Pdt = da

=263 4 6In[l +t|+C =2Vt +6In|l + Vz|+C

Nyni se pfesouvame na integrdly druhého typu

15



10.

2tdt =

\/x+1+1d t2:c+1

——dz =
ver+1-—1

/1—\/:c+1dx_
1+¥Vz+1

ﬁ% dt = *4+4t+1n [t—1|+C = 2+14+4vx + 1+ |V + 1-1|4+-C

Ver+1—+va—1

xT

Ve+14++vz—1
Zde musime pouzit substituci dvakrat viz sbirka piiklad (373).

6 = rx+1
6t°dt =

1—t3 5 8
d _/Gt_&fdt
14 ¢2 142 1+¢2

dx

Vysledek je dostupny ve sbirce, piiklad (369).

Dostavame se do tietiho typu piikladu a tedy pouziti jiné substituce

\/md B _:13+1
r—1 v 2tdt dx

K tomu abychom mohli dosadit musime vyjadfit jak dz tak 2» pomoci t. To udélame takto:

z+1 2 2 2 t2+1
t? = =1 —t? 1= sr—l=——" sx=1 =
P z—1 " o T T B R
21\ At
dz = dt = ————=dt
’ <t2—1> (12— 1)2
Tedy muzeme dokoncit substituci
_z+1 2 2
=9 t*—1 4t 4t
/ \/gCJr de = 2tdt— g /2 t(‘ 2 2dt>:_/ 2 2 B
z—1 (t2 1)2 T te+1 (t2-1) (2 =1)(t*+1)
/ ! + ! 2 dt In|t —1|+In|t+ 1| — 2arctant + C
frd — — = —In — — e
t—1 t+1 241

r+1

= —In|

/3$+1 %
Vao—1 — B 1)th dz

6t 2t+1
= <t3 —|—lnt2—|—t—|—1—21n\1—t|—|—2\/§arctan< >>+C

1
K]

Kam by se dosadilo za t.

Viz sbirka ptiklad (372).

—1|+1

1 r—1

-

1 1
| ++1|—2arctan< T )—1—0

T

[

16



10.3 Binomicky integral - feSeni

Nékteré piiklady pouze upravim do tvaru, ktery by jiz Sel fesit, vétsina ptikladi je k dispozici ve

sbirce.
1. 1
ng
) n=4
/\3/5(7+5$4) de=| p=2€Z :/3t3(7+5t12)2dt
x =1t
de = 3t2dt
2. \
m=—3
=1
2 3 n 2 7543
z3 r =t :
de =43 dt
3. 1
Y nd
NG mtl —2eZ
1+ z =13
dx =7dt

Prvné dopocitame = v zavislosti na t a také diferencial dzx.
r=F-1)"'5de =3 -1)32d
Dosadime substituci a dostaneme

_/M9t2(t31)3dt:/9t2(t31)dt: %t6—3t3+C’: %(1+<‘/E)2—3(1+<*/:E)+C

4,
m=1
0=t
/2 = 3z dr = P=r: _ 2Py L fos g
R e A I V- IRV A
2 -3z =1t?
2
dx——\/gdt
1 /6 1 1
:3<3—t4>+C:9(2—3\/E)3—3(2—3\/§)2+C

17



m =10
n=4
1
b=—3
/1 do = mTH"'p:OGZ =
V1+ ot la=t+1=¢*
4 t
1+ Al
de=—1(t"—1)""43dt
_/ 1 L.
N 4t—-1) 4t+1)  202+1)

=

1
—dz
/x4\/1 + 22

10.4 Goniometrické integraly - feSeni

1.

1
dt = -1 (In|t — 1| —In|t + 1| + arctant) + C

-/

Vit —1

t

(t* - 1)‘3 43 dt = —/

<ln|\4/1+:v—4—1\—1n|\4/1+:c—4—|—1\+arctan\4/1+:c—4) +C

/ sin” x cos™ xdx, pouze si rozmyslete jakou substituci pouzijete

Tento piiklad byl rozebrany na prednésce (slide 53 ¢tvrté prezentace)

1
—d
/cos4x .

t=tanx

dt =

1
cos? x

dx

2

tt—1

V integralu mame cos x musime ho tedy vyjadfit pomoci tan z abychom za substituci mohli
dosadit. Z piedchozich cviceni vime, ze

Zde nam staci vzorec pro

1
d pu—
/ costz ¥

1+

COSs

t=t

Cos“ ™

1

tan? x =
Ccos

2z

anx

2

3

t
dt:t—i—g—i—C:tanx—i—

1 R / 1
COST = \| ————
T 1+ tan? x

. Vime tedy jak provést substituci

:/(1+t2)

18

3

tan® x

+C

dt =



sin® t =cosx
dr =

_ / 1—t? dt—/tQ_ldt—
1+4cos?z + 3sin’x dt = —sinzdz | L+424+3(1—t2) ) 442

) 5 t )
= /1— mdt:t— §arctan§+C:cosx— iarctancosx +C
/ cot® z 4 cot* z dx
Tyto integraly je nejlepsi spocitat zvlast
t=sinz 1—¢? 1 1
3 e = _— = —— — = — —_ 1
/cot xdx = df — cos zda —/ 3 dt 57 In|t|+C 5o In|sinz| + C
t=tanx
4 _ _
/Cot :cda:—dt: e | T
CcOosS“ T
Zde si musime, jesté vyjadiit sinz pomoci tanz a to takto sin’z = 13:11;1596
t =tanx 1 (1+1%)?2 / 1 1 1
cot? zdz = = dt = | ——-dt = ——=+—+arctant+C =
/ dt = —5—dx / (1+1¢2)% t4(1 +12) 33t
1 1
= + +z+C

“3tan®z | tana

/ Ly t=tanZ / 1 2 / 1 2 / 2,
—dxr = . 2 = 7_ —_— = — = —_— =
2 —coszx dz = 7 dt 9 _ hg 1+¢£2 2+2ﬁt21+t2 1+ 2 1+ 32

1 1

3 arctan v/3 tan g +C
V3 V3

21 t 2
= g—arctan——i—C:

1
d
/ Vvianx o

Toto neni ptiklad racionalni funkce, ale i tak ho muzeme vyfesit.

1 t=+/tanz 1 2t 2
dex = 2 = [ - dt= | ——dt =
Vianz dz = {3 dt t1+¢t 1+t
Dostali jsme se k zajimavé tiloze na parcidlni zlomky. Prvné musime rozlozit 1+ t* na kofeny.

Na to si pomtizeme trikem. Slo by to ale také Fesit substituci * = s a poté vyFeSenim
kvadratické rovnice.

T+t =142 4t 22 = (2 4+ 1)2 = (V202 = (P + V2 + D)2 — V2t +1)

Tedy

2 At+ B Ct+D
/4dt:/ i + - dt
1+t 24+V22t+1 2 —2t+1
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2 A+C=0

22 —V2A+B+V20+D=0
' A—V2B+C+V2D=0
2 B+D=2

2 2
A=Y2 g1 o= Y2 p,
2 2
/ At+B  Ct+D dt_/ t+2 N V2
2+V2+1 12— V2+1 V2 (2 +V2E+1)  V2(12 - V2t + 1)
1
=77 (myt? V2t 1|+ 2arctan(v2E + 1) — In|t® — V2t + 1] — 2 arctan(1 — ﬂt)) -
1
:2\—&<1n\tan:v+\f2\/tan:v—|—1\+2arctan(\/§\/tanx+1)—ln]tanx—\/i\/tanx—l—ll

—2arctan(1 — v2v/tan :c))

$2
sinx t =tanx V 1+ 1
/. dr = 1 = / - g dt
sinx — cosx de = {7 dt 2 [ 1 14t
T+ 1412

Nyni bychom museli upravovat tento vyraz, ale lze to dopocitat pomoci zpusobu, které jsme
se naucili v minulych kapitolach. Lze tento integral vsak feSit jednoduseji, prvné pouzijeme
goniometrické vzorce na upraveni a dostaneme

/ sinx d / tanx t=tanx / t 1 a / t a
_—  dx = _— = _— = _—_— =
sinz — cosw tanz — 1| dz = =z dt t—11+1¢ (t—1)(1+¢?)

1 1 1—-t¢ 1 1 1
= | = — ) dt==Int—1]—-In|t?+1 —arctant + C' =
/2<t—1+1+t2> 21r1| | 41r1| + |+2arcan+

1 1 1
:§ln\tanx—1\—zln|tan2m+1\+§m+C

/ cos x cos 22 cos 3x dx

Zde je znovu lepsi pouzit goniometrickych identit, samoziejmé je také tento piiklad mozné
pocitat pomoci substituci, ale neni to nutné.

cos x cos 3x = % (cos(2x) 4 cos(4x)) , %COS(QJU) (cos(2z) + cos(4x)) = — (1 + cos(2x) + cos(4z) + cos(6x))

| =

Tedy
1
/cosa; cos 2x cos 3x da = 1 / (1 + cos(2x) + cos(4x) + cos(6z)) doe =

1 1. 1 . 1.
=1 <x +3 sin(2z) + 1 sin(4x) + G Sm(6x)) +C
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/ cos 2x
—dx
1+ cosx

Tento piiklad jsme podrobné pocitali na cviceni.

10.

/sinwcosx Qe — t—tan2 _/ 1%2%32 2 df — 2/ 2t(1 — t2) Qb —
—— _ > =
sinx + cosx dz = 1+t2 dt 1i12+%+§21+t2 (1+t2)(2t +1 —t2)

/ 4t 42 t+2
52 4+1) 52 —t—1)
2
5(ln\t2—|—1]+arctant)—l—10 (( +\f)1n|—2t+\f+1| (\/5—1)1n|2t+\/5—1|):
2 1
:5(ln\tan §+1]+arctantan ) 10 ((1+[)ln]—2tan7+\[+1|—
—(\/5—1)ln|2tan§+\/5—1]>
11.

cos? x — sin? x

sinx cosx
————dz

Zde mame chytak, tento piiklad je jen na pozornost a znalost zakladnich goniometrickych

vzZorcil.
sinx cosx 1 sin 2x 1 11 1
/cosQ:csinQacdx =35 / o dz = 2/tan2:pdx = —iiln\cos%u]—l—C = _ZID|C082xH—C

12.

1 t:tanw 1 1 1
T sin(2z) 7| de = Ly dt 2 vl i ree s
+ SlIl( X 1+t2 142 1it2 1jt2 + 1+t2

11 1 1 1
— dt=—" A= 4 C=—— 1 C
/1+12+t?5t21+t2 /1+2t+t2 T1¢+ 1+ tans
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