1 GONIOMETRICKA CAST

Goniometrické a hyperbolické integraly a
substituce

1 Goniometricka c¢ast

1.1 Zaklady
Hlavnim vzorcem ktery se pfi integraci vyuziva je
sinx 4 cos’x =1

Ze zékladnich derivaci téchto funkef (sinz) = cosz, (cosz) = —sinz vyplyva [ sinzdr =
—cosz + C, [cosaxdr =sinz + C.

1. Svyuzitim vzorce cos(2x) = cos® z—sin® z spoctéte tyto integrdly: [ cos® zdz, [ sin®xduz,

tim ze integrandy vyjadiite pomoci cos(2x) a poté pouzijete linearni substituci.

2. Rozsitenim zlomku vhodnym vyrazem a pouzitim vhodné substituce spoctéte nasledujici

integraly
1 1
/ —dx, / dx
sin cos T

3. Podobnym zpusobem vypoctéte tyto integraly

/tan xdx, /Sin3 rdx

1.2 Substituc¢ni pouziti

Ve cvicen jsme pocitali integral [ /1 — 22 a to tak, ze jsme pouzili substituci = sinu

a vzorce sin’ z + cos? x = 1.

4. Podobnym zpusobem spoc¢téte nésledujici integraly (u nékterych bude substituce tro-
chu jind, muzete pouzit i jiné goniometrické funkce jako tieba tan )

1
dzx, va(l —z)dz, dz,
/\/1—332 (a2—1—x2% / /\/ZL‘—(I b—x)

/ 1 q / x?
2% | Trap

Pozor predposledni integral f —=dz je mozny délat dokonce vice zpusoby (2 jste vidéli
na cvicent).
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10.

11.

. tanh x je definovan jako tanh x =

. ReSenim rovnice xz =

2 Hyperbolické funkce

Hyperbolické funkce jsou velmi podobné goniometrickym co se tyce jejich vlastnosti a
toho jak vypadaji vzorce které pro né plati.

Definice je nasledujici
sinhx =
coshz =

Z vyse uvedené definice dokazte, ze plati nasledujici vztah
cosh? z — sinh?*z = 1
Coz je obdoba goniometrické jednicky:.

Obdobné jako, ma kruznice 22 +1y? = R? parametrizaci = R cos ¢, y = Rsin ¢ pomoci
goniometrickych funkei dokazté, ze hyperbola (%)2 — (%)2 = 1 ma s pouzitim vzorce
cosh?  — sinh® 2 = 1 parametrizaci pomoci hyperbolickych funkci.

% jak vypada zapsany pomoci exponencial? Déle

vypoctéte derivace funkei sinh z, cosh z, tanh z a vyjadiete tyto derivace pomoci hy-
perbolickych funkei

ev—

© viéi y najdéte inverzni funkci k sinhz, kterou znacime
= arcsinh, obdobné pro ostatni hyperbolické funkce.

Dokazte nasledujici vzorce: sinh(2x) = 2sinh x cosh z, cosh(2x) = cosh? z — sinh® z

Podobné jako pro goniometrické funkce spoctéte nasledujici integraly

1 1
/ cosh? zdz, / sinh? zdz, / dz, / - dx, / sinh® zdz, / tanh zdz
cosh x sinh x

Hyperbolicky vztah cosh?z — sinh?>2z = 1 muzeme pouzit k Feseni integraly tim, ze
zvolime hyperbolickou substituci, vypoctéte néasledujici integraly

1 1
/\/1+$2d$, /\/ﬁdﬂf, /mdl’, /hl([E-F \/1—|—$2)dl’

3 Goniometrické integraly

Toto budeme délat na nasledujicim cviceni (ale v rychlosti)

V prednésce jste se dozvédéli, ze pomoci vhodnych substituci muzeme prevést jakykoliv
racionalni vyraz obsahujici goniometrické funkce na integral z racionalné lomené funkce,
které umime tesit. To jaké substituce zvolit zalezi na tom jak integrand vypada.
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Specialni substituce

Integraly typu | R(sinz,cos ) dz fesime pomoci substituce
(a) jestlize R(sinz, —cosz) = —R(sinz, cosx) , volime substituci ¢ = sin x;
(b) jestlize R(—sinz,cosx) = —R(sinz, cos x), volime substituci ¢ = cos z;
(c) jestlize R(—sinx, — cosz) = R(sinz, cos ), volime substituci ¢ = tan x;
)

(d) jestlize nenastane ani jedna z predchozich moznosti, pouzijeme k feseni
tzv.univerzalni substituci:

2
t:tanféx:2arctant dr = ——dt
2 1+¢2
, 2t 1—¢?
sinz = cosST =
1+¢2 1+4¢2

Vypoctéte ndsledujici integraly (nebo alespoii pievedfe do tvaru raciondlné lomenné
funkce)

12.

o m 1 sin® z 3 4
sin” x cos™ x dx, ——dux, - dz, cot’ x + cot”™ zdux,
cos*x 14 4cos2z + 3sin’x

2
/ sin. dx, / cos x cos 2x cos 3z dx, / _coser dx

sinx — cosx 1+ cosx

/2—005:1: \/tanx
sin & cos sin & cos 1
sinx + cos cos? x — sin” x 1 + sin(2z)
Prvni integral nemusite pocitat pouze si rozmyslete jakou pouzijete substituci.
4 ResSeni

1. Vyuzivdme vzorce cos(2x) = cos?z — sin? x a vzorce sin®x + cos’z = 1, dostaneme

1+cos(2x) 1— cos(2z)
— —= a tedy plati

2r=u
1 2 1 1
/0082 xdr = /Md =Z4c /Cos(2x)dx = = I4c cos(u)+C

cos’x = asin’z =

2 2 2 2 4
dr = %du
=24 —cos(22) + C
5 g cos(2e
, 1 — cos(2x) r 1 r 1
2 — -_ = - — — = — — —
/sm zdx —/ 5 dz 573 /cos(Qx)d:c 5 4008(2:6) +C
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1 ) . U = COS T 1
/, .S?de_/ﬂdx_ _—/ du =
sinz sinx 1 —cos?z 1 —u?
du = —sinzdz
1-— 1-—
[T ooy, [Tz
1+u 1+ cosz

Coz je integral, ktery budeme tesit nize. Také muzeme vyuzit jiny zpusob a to vyuziti

goniometrickych vztahu a to konkrétné sinz = ﬁ, cOZ nam pomuze protoze s
1

vyuzitim toho, ze (cot z) = — =

sin” x

1 1 1 u = cotx 1
/_ dxr = — —5 dx = ——/—dU—
sinx sin“ z v/1 + cot? z 4 g V14 u?
UZ_SiH2CC r

= —arcsinhu + C = — arcsinhcotz + C

Tento integral budeme také pocitat nize.

3. Prvni integral je jednoduchy

- u = cosx 1
/tan:vdx:/smxdx: :—/—du:—1n|cosx|—|—0
cos x u

du = —sinzdz

Druhy musime upravit

U = Cosx
/sin3 xdr = /(1 — cos® ) sin xdz = = /(1 —u?)du =

du = —sinzdx
3 3
u cos® x
:u+§+C:cosx+ +C
4. Tyto integraly pouzivaji ruzné substituce
(a)
1 T =sinu c
/—da:: :/&du: 2 qu= [ ldu=
V1—22 /1 —sin?u Vecos? u

dx = cosudu

=u+ C = arcsin(z) + C
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(b)

1 T = atanu 1 a - oy
/—2 2%dx: :/ — ) gcOs2udu:/a()cos()udu:
@+ | @t

1 1 1 €T
— - du = — C=- tantyc=——_2 ¢
/cosu u = sinu + = sin arc an + = a2+x2+

()

T =sin*u
/\/ib(l —z)dxr = /\/sm u(1 — sin® u) sin(2u)du /sinucosusin(?u)

dz = sin(2u) du

u  sindu

1 . 9 1
—§/sm (2u)du-Z/(l—cos(élu))du—z— G +C

Ted musime vyjadiit sin(4u) pomoci z coz je sin® u. Tedy

sin(4u) = 2sin(2u) cos(2u) = 4sinu cosu (cos® u — sin’® u)

4sinuy/1 —sin®u (1 — sin® u — sin® u) =4sinuV1 —sinu (1 — 2sin? u) =
= 4/ov1 — 2 (1 — 2z2)

A dostaneme pro nas integrél, ze

/\/a:(l—x)dx:M—lﬂvl—x(l—2@+0

4

()

r—a=(b—a)sin’u (b — a)sin(2u) du —

1
dr = —
/\/(x—a)(b—x) d = (b — a) sin(2u) du V(b — a)sin? u(b — a)(1 — sin® )

Tr—a

+C

sm 2u
——————du= [ 2du = 2u + C = 2arcsin
Vsin? cos? u b—a

(e) Tento integrdl jsme pocitali na cviceni a to budto substituci nebo pfes parcidlni

zlomky, zde ukazu verzi pres parcidlni zlomky

1 1 | 1 -
= -_ — :1
/1—3:2dx 2(/1—}—:1: 1—xdx) my i t¢
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2 r = tanu 2
t 1
x—dx = = an o du = [ tan®ucos? udu = [ sin® udu -
(1+22)2 ( 2

1+ tan2 z)° cos? u
dxzﬁdu )
u 1 arctanz 1 1 1 arctanz 1 =z
= — — —sin(2u) + C = - - = — =
2 4 (2u) 2 4\/1+x_12\/1+x2 2 222 +1

5. Zde pouze dosadime do cosh? z — sinh® z = 1 a dostaneme

(ex + e—:p)2 B (ew _ e—x)Q

1 1 -

(62x+2+6—2x . (62:v _2+6—2$)) -1

A~ =

6. Parametrizace je

x = acosht
y = bsinht
sinh z e’ —e " 1-— e 2

tanh z = = —
coshz e*+e=* 14e 2

1 1
(sinhz) = é(e“’” —e ) = 5(61 +e77) = coshz

1 1
(coshx) = 5(696 +e ") = 5(6”‘" —e ) =sinhz
- (sinha: ,cosh? x — sinh? & 1
anh’'z = =
coshx cosh® z cosh® z

8. Toto budeme fesit jako kvadratickou rovnici pro a = €Y

1
2r=a—~-—=a*—2ra—1=0—=a1, =0+ Va2 +1
a

Vracenim substituce a = e vidime, ze pouze koten s plusem davéd smysl (logaritmus
zaporného ¢isla neni definovin) a dostaneme

arcsinhx = In(z + V1 + 22)
Obdobnym zpusobem dostaneme
arccoshz = In(z + V1 — 22)

1+
—x

arctanhxz = In
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9. Tyto vzorce lze dokazat rozepsanim

sinh(2z) = = (¥ — ™) = % (") = (e™)?) == (e"+e ") (¢" —e™™) = 2sinhz coshz

N =
DN —

cosh®z — sinh”? z = (coshz + sinhz) (coshz — sinhz) = = (e* + e **) = cosh(2z)

| —

10. S vyuzitim vyse uvedenych vzorcu spocteme integraly

1 h(2 1

/cosh2 xdr = /de =Z4z cosh(2z) + C
2 2 4
1 — cosh(2 1

/Sinh2 xdr = / de = g ~ 1 cosh(2z) + C

1 cosh z u = sinhx 1
/ coshz " 1+smhlz / [ g Qv = arctan(sinh(z))+

du = cosh zdx

1 sinh u = coshx 1 coshx + 1
de = de = — dy =1In ) —— T2
/sinhx * cosh?z — 1 ‘ /u2—1 CEY Cosha — 1

du = sinh zdx

sinh?

u = sinh z
sinh® zdx = cosh? z—1) sinh zdx = = u?—1)du = —sinh z+C
3

du = cosh zdx

inh u = coshz 1
/tanhxdx:/sm Ty == :/—du:1n|coshx]+0
u

du = sinh zdx

11. Integraly za pomoci hyperbolické substituce:

r = sinhu

1
/\/ 1+ 22dx = = /cosh2 udu = g + 1 cosh(2u) + C' =

dx = cosh udu

inh 1 inh 1
= % + % cosh(arcsinhx) + C' = @ + éxln(x +V1i4a22)+C

/ 1 x = sinhu
———dx = = [ 1du = arcsinhz +C =In(x + V1 +22) + C
V14 a? /

dx = cosh udu
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1 x = sinhu 1
/ 2 dr = = / coshudu = arctan(sinh(u)) +C = arctan(z) 4+ C
dz = coshudu

Coz jsme ale védeli.

/ln(x + V14 2?)dx
Viz sbirka kolegy Cidlinského.
12. (a)

/ sin” x cos™ xdx, pouze si rozmyslete jakou substituci pouzijete

Tento piiklad byl rozebrany na predndsce (slide 53 ¢tvrté prezentace)

(b)
1 t =tanx
/ 1 dzx = =
cos*

dt = —L—dx

cos? x

V integralu méame cos z musime ho tedy vyjadrit pomoci tan z abychom za sub-
stituci mohli dosadit. Z predchozich cviceni vime, ze

1 1
— COST = || ———5—
cos? x 14 tan*z

Zde nam staci vzorec pro ﬁ Vime tedy jak provést substituci

1+tan’z =

1 t=tanx 3 tan3
/ dr = —/(1+t2)dt—t+§+0—tanx+ agx+c

cost x
dt:@dx
(c)
-3 t =cosx 2 2
1—t¢ t“—1
/ T dr= :—/ dt:/—dt:
1 +4cos?z + 3sin“z 1+ 42+ 3(1 —t?) 4+ 2

dt = —sinzdx

+C

/1 Ot =t— 2 arctan L 4 C D arctan S5%
— — =17 — — arctan — = COSx — — arctan
172 2 2 2 2

/ cot® z + cot* zdx
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Tyto integraly je nejlepsi spocitat zv1ast

5 t=sinz 1 — t2 1 1
/cot rdr = :/ 3 dt = —@—1n|t|+0 = —2Sin2x—ln\smx|+0
dt = cos zdzx

t=tanx
/cot4xdx: =

dt = L —dx

cos?

: z 3 vy .7 ~ . V) . 2
Zde si musime, jesté vyjadrit sinz pomoci tan x a to takto sin?z = ltan Z
+tan‘

t=tanz 1 (1+¢%)? 1 11
4 _ _ _ _
/COt rdx = = / (1 T t2>3 t4 dt = /m dt = —ﬁ—l—?—l—amtan t-

dt = —L-dx

cos? x

S e
= — x
3tan®z  tanx

t=tanZ
1 1 2 1 2
_ ~ dr - S - _ dt:/ - dt:/ d
2 —cosx 9 1=t2 ] 4 ¢2 24221417 ] 4 42 1+ 3¢2

_ 2 1762 122
21 t 3
= - arctan — +C = arctan \/§tang +C
V3 V3

/ ! dx
Vvitanx

Toto neni priklad racionalni funkce, ale i tak ho muzeme vytesit.

/ 1 q t = vV tan x / 1 ot U / 2 U
Tr = = —_ = =
Vtanzx t1+4t4 1+t4

_ 2t
dl’—l_'_—#ldt

Dostali jsme se k zajimavé tiloze na parcidlni zlomky. Prvné musime rozlozit 1+ ¢*
na kofeny. Na to si pomizeme trikem. Slo by to ale také fesit substituci t> = s a
poté vytfesenim kvadratické rovnice.

L+t =142 4" =202 = (2 + 1)* — (V2)? = (P + V2t + 1) (1 — V2t + 1)

2



4 RESENI

Tedy
/Ldt:/ At+B  Ct+D
14 t4 2+V2+1 0 2 —V2A+1
2 A+C=0
21 —V2A+B+V20+D=0
' A—V2B+C+V2D =0
2. B+D=2
A:?, B=1, C:—g, D=1
At + B Ct+ D t+2 —t+2
/t2+\/§t+1+t2—\/§t+1dt:/\/§(t2+\/§t+1)+\/§(t2—\/§t+1) =

1
= W (ln 1t + V2t + 1| + 2arctan(v2t + 1) — In [t2 — V2t 4+ 1| — 2 arctan(1 — \/§t)> =

1
= — <ln|tanx—|- V2v/tan x + 1| + 2arctan(v2vtan z + 1) — In | tan z — v2v/tan x + 1|

2V2
—2arctan(1 — ﬁ@))

; t=tanx LQ 1
/&dx: :/ V TH y

sinx — cosx . 2 L 1+
= — 1+t 1+t2
dz e dt V 1+ +

Nyni bychom museli upravovat tento vyraz, ale lze to dopocitat pomoci zpusobu,
které jsme se naucili v minulych kapitoldch. Lze tento integral vSak fesit jed-
noduseji, prvné pouzijeme goniometrické vzorce na upraveni a dostaneme

sin x tanx t=tanx : 1 .
sine—cosz "/ tanr—1 = | e Y dt =
SInx — CoS T tanz — 1 t—11+¢2 t—1)(1+ )

do = dt

1 1 1t 1 1 1
= o dt=-Inl|t—-1| — -1 t2 1 _ t t C =

/2(t—1+1—|—t2) 2n] | 4n] + \—|—2arcan+

1 1 1
= §ln|tanx—1\ —Zln]tan2x+1|+§x+0
/ cos z cos 2z cos 3x dz

10
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Zde je znovu lepsi pouzit goniometrickych identit, samoziejmé je také tento priklad
mozné pocitat pomoci substituci, ale neni to nutné.

(1 + cos(2x) + cos(4x)

| =

1 1
COS T cos 3T = 3 (cos(2z) + cos(4x)), 3 cos(2z) (cos(2x) + cos(4z)) =
Tedy

1
/cosx cos 2x cos 3x do = 2 / (14 cos(2x) + cos(4x) + cos(6x)) dx =

1 1 1 1
=1 (:c + 5 sin(2x) + 1 sin(4x) + A sin(ﬁx)) +C

cos 2x cos?x —sin’x 1 —2sin*x t = tang
—dr= | ————dr= | ———dx = =
1+ cosz 1+ cos(x) (1+cosx
dz = 1+t2 dt
:/ = th:/1—2 5| dt =t—4 | arctant — +C' =
L4 E 1t 1+1 241
ten? —4 (% Line)vc
=tan— —4 |- — =sinz
2 2 2
()
sin  cos x t=tanj s };ﬁi 2 2t(1 — t2)
o dr= - 2t | 112 ;dt =2 2 oy dt =
sinx + cos i L+t (14+)(2t+ 1 —t?)

dox = dt

1+t2

_2/ d+2 2
B 5(t24+1)  5(t2—t—1)

=§(1n|t2+1|+arctant) 10<<1+\/_)1n|—2t+\/_+1| (\/3—1>1n|2t+\/5—1|):

2 1
= (ln|tan §+1|+arctantan2> +E ((1+\/5> 1n|—2tang—|—\/g—|—1|—

- (\/5—1) ln]2tan§+\/5—1])

sin x cos x
—_— dz

cos?x —sin’x

11
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Zde mame chytak, tento priklad je jen na pozornost a znalost zakladnich gonio-
metrickych vzorcu.

/de:_/sm xdx:—/tan?x(m:—§§1n|C052x|+C:

cos?x —sin’x 2 ] cos2zx 2

1
:—Zln|cos2x|+C

1

1 t=tanx 1 1 1
[ - e [
1 + sin(2z) 142 /ptr% 1 1+t 1+215%

1 2
= 1+t
dx 142 dt

1 1 1 1 1
Y . S VA S VR, S R
/—1ﬁt$t21+t2 /1+2t+t2 T I+ tanz

12

1+752dt:
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