1 INTEGRALY - ZAKLAD

1 Integraly - zaklad

Doplitte nésledujici tabulku:

funkce derivace integral
xn nl.nfl
sinx CcoS T
COS & —sinz
tanx %
COos“ x
arcsin x L
1—z2
arccos x — L
1—a2
arctan x L
1422
er er
Inx 1
X
a® a*lna
sinh z COS T
coshzx sin x
1
tanh z -
cosh* z
arcsinh z L
V1422
arccosh 1
x4—1
arctanh x : L
—X




3 JEDNODUCHE PRIKLADY NA SUBSTITUCNI METODU

Neurcity integral

Funkce F' se nazyvé primitivni funkce k funkci f, jestlize plati F'(x) = f(x). Pozor
tato primitivni funkce nenf uréena jednoznacné, protoze F(z) + C je také primitivni
funkce k funkci f(z), protoze (F(x) + C) = F'(x) = f(z)

Integrél z funkce f je definovany jako mnozina vsech primitivnich funkei F' k funkci f
a znaci se takto

[ o = Fa)

Zakladni vzorce a metody
/f(x)ig(:v)dx:/f(x)dxi/g(x)dx, /k:-f(x)dx: -/f(x)dx

Metoda per partes: [ f(z)¢'(x)dz = f(x)g(z) — [ f'(x)g(x)

Substituéni metoda: [ f(g(x)) - ¢'(z)dx = = [ f(u)du

2 Ukazovké priklady

Spoctéte nasledujici integrély

[
1+ 22’ Cos T

3 Jednoduché priklady na substitu¢ni metodu

1.
/(2x—3)10dx
2. )
/—x2+a2dx
3.
/ 32 +1 d
——dx
3+ +2
4.

/tanx dx



4 PRIKLADY NA UPRAVU VYRAZU NEBO SUBSTITUCI

10.

1
/ nz,

Inz

Priklady na tdpravu vyrazu nebo substituci
/235 + de
20 +1
/x;jlld:c
/Qxfﬁdx
/xﬂdx

/ tan? zdz

1 —|—Cosm

cos e dy

e
et
/
J i

+6x

sinx 4 cosx
- dx
\/sinx — cosx



5 PRIKLADY NA PER PARTES

11.
/sin?’xdx
12. )
/. dx
sin
13.

1
/ dx
COS T

5 Priklady na per partes

Spoctéte nésledujici integraly metodou per partes (nebo i jinou pokud to zvladnete).

1.
T
d
/ cos? x o
2.
/COS2 xzdx
3.
/1112 xdx
4.
/ln(x + V14 2?)dx
5.
/arcsin zdx
6.
/(arcsin x)*dz
7. .
ze
—d
/ (14 2)2 o



6 SLOZITEJSI PRIKLADY: NAROCNEJSI SUBSTITUCE NEBO KOMBINACE
SUBSTITUCE A PER PARTES

6 Slozitéjsi priklady: narocénéjsi substituce nebo kom-
binace substituce a per partes

/ \/;i_zda:
[ Vali=a)s

dx

/\/(a:—;)(b—:c)

COS T

—dx
V1 +sin’x

T+ 3
Va2 —4

/ V1 —22dz

10.
/ x arcsin z2dx

11.

X

/:1:2+\/5+1
T++/x

12.

/ zdx
V142t



7 RESENI

13. )
x

———d

/(1—|—x2)2 L

14.

7 ReSeni

7.1 Ukazkové priklady

1. N
x
d
/ 1+ 2 .
Priklady kde mame zlomek s polynomy je dobré zkusit upravit na jednodussi s¢itance,
zde konkrétné chceme vyuzit znalosti derivace arctan x
x? 1—1+2? 1+ 22 1
dr = [ —————dz = — dxr = x — arcta C
/1+x2 x / 11 22 x /(1—1—902 1+m2> r=x rctan x +
2.

1
cos T
Zde jde jen o test paméti, ze cviceni s prubéhem funkce kde jsme tesili funkei In 4 / %,

jejichz derivace byla —ﬁ, chapeme-li definici integralu muzeme tedy spocitat
1 1 —sinz
[ ow T
cos T 1+sinz

7.2 Jednoduché priklady na substituéni metodu - reseni

1.
/ (22 —3)" dz

Ukéazkovy piiklad na linedrni substituci pro f(ax + b)

u=2r—3 11 11
Qr —
/(21‘ 3)10 da /umdu U (2z — 3)

du = 2dz



7 RESENI

7.2 Jednoduché priklady na substituc¢ni metodu - reseni

2. )
/ 22 + a? dr

Dalsi priklad na linedrni substituci, chceme totiz vyuzit znalosti integralu 7 to tedy
bude nase f(x), musime tedy dostat integral do tvaru f(ax + b)

1 1 1 1 1 x 1 x
——dr= | ————dr=— [ ———=dor = —+ arctan (—) = —arctan (—)
2+ a? a? (1+ %) a? ) 1+ (%)? a? a a a

Tento integral si klidné muzete ptridat mezi tabulkové a pouzivat ho
3.
/ 32 +1
L
x5+ +2
Vsimnéme si, ze tento integral je zlomek kde citatel je derivaci jmenovatele, je tedy
f@) Tyto typy integralu

typu [ f(g(z))-¢'(x)dz, pro f(z) = %, nebo jednoduseji tvaru o)
se Tesi substituci a jsou predmétem teto podkapitoly. Konkrétneé:

QI»—I| —

u=2>+1x+2 1
:/—du:ln|u|+C:1n(x3—|—x+2)+0

/ 322 +1
— dx =
3+ x4+ 2
du = (322 +1)dz
4.
/tanxdx

Znovu si véimneme, ze tanz = 522 je typu L@ , tedy az na znaménko, ale to nevadi.
cosw flx)

—sinx
d pr— pr—

/tanxda: = —/
CcOS T
du = —sinzdz

/(( )) je typu f'(x) - f(x), ale postup bude

u = cos 1
/—du:—ln\cost—C
u

Dalsi priklad je podobného typu ale misto

analogicky

] u=Inz 1
/de— :/udu:§1n2x+0
:%dx

Dals{ pifklad je obecného typu f(g(z)) - ¢'(z), pro f = 2%, g=Inx



7.3 Priklady na tpravu vyrazu nebo substituci - reseni 7 RESENI

1
ez u_E 1
/ﬁdx: :‘/eud“:‘/e”c

Tato kapitola by méla osvétlit zakladni pouziti substitu¢niho pravidla, které je popsané v
uvodni cervené tabulce.

7.3 Priklady na dpravu vyrazu nebo substituci - reSeni

V této kapitole budeme pokracovat s vyuzitim substituce, ale ptiklady budou méné intuitivni.

/ 2r+ 3
dx
2¢ + 1
ax+b B

Zde se hodi u prikladu typu £77; je vzdy rozdélit do tvaru A + ==, protoze ty vime
jak zintegrovat, toto je mozné i u polynomu vyssich radu, uvidime v pristim cvicen.

1.

2r+ 3 20+ 1+2 2 1
de= [ 22220, = [ Az = 242-= In(224+1)+C = z+In(22+1)+C
/2x+1 . / w1 / tor 1 = o2 e )+C = sn Qe+ 1)+

Kde jsem pouzil pravidla pro linedrn{ substituci [ f(az + b) = %F (ax 4+ b) proto ta %
Zase muzete vzdy ovérit spravnost pomoci derivace vysledku.

2+ 1 2 —1+2 -1 2 2 (r+1)2
de = | ————dx = dz = 1 dz =
/:)5—1 * / r—1 7 /:E—1+x—1 . /(‘H L 5 T

+2In(z—-1)+C

T u=2x>+3 1 ,
/2$2+3dx: :ZID(QLE +3)+C
dx

_=z
dU—4



7.3 Priklady na tpravu vyrazu nebo substituci - reseni 7 RESENI

4.
u=2-—>5x 3
2 — 1 1 (4
/x\/2—5xdx: / u\/___ i —uddy = —— [ =
25 25\ 3
du = —5dx
1 /4 3 2 5 2 3
=——(=2-52)2 —-(2—-52)2 | = ——(2—52)2 (10 — 3(2 — bx)) =
5 (3250t - 22-507) = - 2250 (032 50)
2 (2 - 52)F (150 + 4))
Y AT
5. .
/taandx—/1+tan2x—1dx—/ s~ — ldz=tanz —z2+C
cos? x
6. )
/ g
1+ cosz
Zde mame dvé moznosti:
1 1-— 1 u=sing
/ . cos:vdx:/_. 5 ——C_OSQx dx:—cot:c—/ C'OSQx dr =
1+ cosx 1 —cosx sin“x sin“x sin” x
du = cos xdx
—cotx—/—du——cotx—l— +C
sin
Nebo vyuzijeme vztahu 1 + cosz = 2 cos? (%) a dostaneme
1 1 1 11
el (D) r s () 4o
/1—1—0051:36 2/(:052(%)1: 2 %an 2 + M3 +
Zde se dostaneme k dobré poucce, pokud zjistite ze vam vysel integral jinak nez nékomu
jinému jesté to neznamenad, ze to mate Spatné. Naptiklad zde se da kratkym vypoctem
zkontrolovat, Ze oba integraly jsou ve skutecnosti stejné, obcas se stane, ze se budou
lisit napiiklad o konstantu coz je naprosto v poradku.
7.
: U = CcoST
/ L, P = —arctan(cosz) + C
1+ cos?x
du = —sinzdx
8.
' u =sinx .
/cos rxe?rdr = =M+ C

du = cos zdx

2u
5

SIS




7.3 Priklady na tpravu vyrazu nebo substituci - reseni 7 RESENI

r=Inu
1 d 1
/;_dx = = /—_—u :/ du = arctan(e”) + C

et + et u+ul u 1+ u?
dx

Zde jsme poprvé zapsali substituci ve tvaru x = f(u), coz je také v poradku, alespon
pro funkce které maji inverzni funkci. VSimnéte si, ze jsme mohli substituci udélat také
ve tvaru

du = e*dz

Ale pak by nebylo na prvni pohled jasné jak zménit diferencidl. Zde jsem vam chtél
ukazat, ze je jedno jak substituci délate, pouzivate-li invertovatelné funkce.

10.
- u=sinx — cosx
/ SlIIlZE—f—COSZL“ dx = :/—du—2\/smx—cosx+0
Vsinz — cosx
du = (cosz +sinz)d
11.

/ sin® xdz

Dobra pomucka k vypoétu goniometrickych integralu je vyraz upravit tak aby obsaho-
val obé funkce sinz i cosx a poté pouzit substituci, jako jsme to udélali v prikladé 6.
a 7. Tento a nasledujici dva ptiklady to také prokazi.

U = Ccosx COS
/sin3 rdr = /sinx (1 — cos? m) dr = = — /(1—u2)du = —cosz+

du = —sinzdz

1
/ ——dz
sin &

Zde podobné jako u 6. prikladu mame dvé moznosti

1 sinx sin U= Ccosr 1
- dx = —2dx = = — 2du
sin x smx 1 —cos?z 1—u

du = —sinzdz

12.

10



7.3 Priklady na tpravu vyrazu nebo substituci - reseni 7 RESENI

Zde se poprvé setkdme s takzvanym rozkladem na parcidlni zlomky. Neumime inte-
grovat zlomky kde je ve jmenovateli druhd mocnina, ale zlomky s prvni mocninou ve
jmenovateli umime ty se integruji na logaritmy. Nastésti 1ze jedny prevést na druhé,
ukazeme si néco co vypada jako "obracené prevedeni na spoleény jmenovatel”.

Udélame takzvany "ansatz”, tedy napiSeme néco co doufame, ze plati. Pouzijeme
obecné parametry a pak zpétné parametry dopoc¢itame aby to co jsme napsali opravdu

platilo.
1 A B

1—u2_1—|—u+1—u

Porovnanim obou zlomku dostaneme, ze musi platit

A+B=1
—A+B=0

Tedy A=B = % a muzeme vytesit nas integral

1 1 1 1 1 1—cosz
— dy = —= du = —=(=1In(1 — In(1 =Iny/—
/1—u2 “ 2/1—u+1+u “ 2( ( u)+ Il +u)) = In 1+cosa:+o

To, Zze se posledni dva vyrazy skutecné rovnaji je dobry trénink na pocitani s ele-
mentarnimi funkcemi.

Druhy zptsob je znovu vyuziti goniometrickych vztahu a to konkrétné sinx = m,

1

sin? x

coZ ndm pomuze protoze s vyuzitim toho, ze (cot x)’ =

1 1 1 u = cotx 1
/, dx = — —5 dox = :—/—du:
sin x sin® x v/1 + cot? ) V1+ u?
u:_sin2x

:—ln(u+\/1+u2)+C’:—ln(cotx—l— _1 >—|—C

S T

Kde jsme v prvni tpravé prevedli $ do tvaru f(g(z)) - ¢'(x) tim, ze jsme roznédsobili
jednickou ve tvaru ﬁm, ve tretim kroku jsme vyuzili tabulkového integralu,

ktery si odvodime pozdéji.

Znovu necham na vas kontrolu toho, ze vyrazy které jsme dostali z metody 1 a 2 jsou
stejné, muzete prvné provést kontrolu tak, ze oba vyrazy zderivujete a poté se pokusite
ukazat ze jsou stejné.

Posledni piiklad se déla stejnou metodou jako predchozi, necham ho tedy na vas,
pokud vam to nepujde nevahejte mi napsat nebo prijit na konzultaci. Ale vysledek
tohoto integralu jsme jiz potkali na predchozich cvicenich.

1
/ dx
COS T

13.

11



7.4 Priklady na per partes

7 RESENI

7.4 Priklady na per partes

Budeme pouzivat nésledujic{ oznacen{ to co mame k dispozici oznacime jako [uv’ a tedy u

budeme derivovat a v integrovat. V piipadé, ze se v zadani nachazi pouze jedna funkce bude

vzdy v' = 1. Postupujeme tak, ze pokud je v zadani funkce jejichz derivaci zname zvolime
ji jako u naopak je-li v zadani funkce, kterou snadno zintegrujeme zvolime ji jako v'. Nebo
také jinak podle zadani, bohuzel u integralu neni zadné obecné pravidlo.

1.
" u=ux u =1
/ s—dz = :xtanx—/tanxdx:xtanx+ln|cosx|+0
cos? x
v =tanx v’:@
2.
u=-cos’r u = —sin2x u=umx u =1
/COS2 rdx = = 1 cos? a:+/xsin 2edx =
v=u v =1 v:—%cos%: v’ = sin 2x
9 x 2+/1 9rd 9 x % + L in? x+sin2x
= xcos’ T — — cos2x —cos2xdx = xcos“x — — cos2x + —sin2x = —
2 2 4 2 4
Zde je z vysledku zfejmé, ze jsme mohli spocitat integral daleko jednoduseji vyuzitim
vzorce cos® x = 5 (cos 2z + 1)
3.
u=In’z o =2z
/anxda:: :xln2x—/21nxdx:x1n2x—2xlnx+2x+0
v=u v =1
4.
u=In(z+V1+22) o=~
/ln(x+\/1+x2)dm = e :xln(x+\/1+x2)—/ L dr=
V14 2?
v=u1 v =1
1 1
=zln(z +Vv1+2? ——/ dz =zln(z +vV1+22) —V1+22+C
@+ VT+2) — 5 [ om—do =i )
5.

1
1—z2 T
= garcsinz— | ———dx = rarcsinz+v'1 — 224+C
/ V1—22

u = arcsinz u =
/ arcsin xdx =

12
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reseni 7 RESENI
6.
2 / 2 arcsin x
u=arcsin®z v = SEELE "
/(arcsin r)’dr = ' = xarcsin® z—2 / arcsin xﬁdx =
—x
v=u v =1
u=arcsinz u = 11_902
= — rarcsin? z 4+ 2arcsinzv1 — 22 — 2 / ldz =
v=—1—-22 V= L
= zarcsin?z 4+ 2arcsinazV1 — 22 — 22 + C
7.
re” u=uze* u =e*(1+x) " "
/—dw: = — e’“ll—/exda::ex 1— +C =
(14 x)? 1+ 1+z
v = _L /U/ — —1
1+ (14x)?
14z
7.5 Slozitéjsi priklady: narocnéjsi substituce nebo kombinace sub-

stituce a per partes - reSeni

1.
2 u=2-—-x )2 2
2—x Vu Vi Vuo Vu
du = —dzx
8 5 2 5 8 3 2 5
2.

1 T =atanu 1 a
/ ——dxr = = / 3 du = /a(1_3) cos® P ydu =
( 5 (a2 (tan®u + 1))2 cos? u

der = 22— du

cosZu

1 1 1 1
:—2/Cosudu:gsinquC’:ﬁSinarctang—l—C: gﬁnLC

13
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reseni 7 RESENI

x =sin’u

/\/de = /\/sm u(1 — sin® u) sin(2u)du /sinucosusin(Qu)du

dz = sin(2u) du

1 . 9 1 u  sin4du
= i/sm (2u)du = Z—l/(l—cos(élu))du_ 116 +C

Ted musime vyjadiit sin(4u) pomoci x coz je sin® u abychom mohli vratit substituci.
Tedy

sin(4u) = 2sin(2u) cos(2u) = 4sinucosu (cos® u — sin® u) = 4sinuv/'1 — sin*u (1 — sin’ u — sin® u)
=4sinuy/1—sin’u (1 — 2sin®u) = 4y/2v1 — 2 (1 — 22)

A dostaneme pro nas integral, ze

/\/:U(l—x)da::M—iﬁ\/l—x(l—Q@—i—C

1 r—a=(b—a)sin’u (b — a) sin(2u)
dzr = ——du =
/\/(m—a)(b—x) 0 = (b a)sin(2u) du /\/b—a Ysin?u(b — a)(1 — sin® )

(2u) —
s1n u) = [ 2du = 2u + C = 2 arcsin r-a

— +C
V/sin? 0052 b—a

5.
COS T SINT = u 1
—dz = :/—du:lnu+\/1+u2+0
/\/1+sin2x V14 u? | |
coszdx = du
6.

x4+ 3
N

Zde si integral rozdélime na dva, jeden bude tabulkovy a na druhy pouzijeme substituci.

3 22 —4=u

/ d 1/1d—|—3/ ! d
= — —AUu —_—Ar =
GRS odr—du | 27 V" yar 4
x = du

=Vu+3lnjz+ Va2 —4|+C=Va?—4+3n|z+ Va? — 4|+ C

:B+3

14
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reseni 7 RESENI

/ V1 — 22dz

Integréaly tohoto typu muzeme fesit pomoci goniometrickych nebo hyperbolickych sub-
stituci, zkusime obé moznosti.

T =sinu

in 2
/\/1—x2dx— —/\/1—Sin2uc0sudu—/cos2udU—g—ksm u—l—C’:

4

dx = cosudu

arcsinz  zv1 — 22
= 5 + 5 +C

Kde jsme vyuzili vysledku predchozi podkapitolu ohledné integralu [ cos? du

/v1+w2dx

Zde vidime, ze nam substituce goniometrickou funkci nepomuze protoze mame uvnit
integralu 1 4+ 22 coz nelze zjednodusit pomoci goniometrické jednicky sin? + cos? = 1
co potiebujeme je pravé hyperbolickd substituce cosh? z — sinh? x = 1, uvidime jak to
vyjde

x = sinh u

/\/ 14 z2dx = = / V1 + sinh? u cosh u du = /cosh2 udu

dx = cosh udu

Muzete si ovérit, ze pro hyperbolické funkce plati podobné vztahy jako pro funkce
goniometrické, hlavné cosh? u = H%h@”) a sinh(2u) = 2sinhu coshu, tedy muzeme
spocitat nas integral

1 h(2 1 1 1
/cosh2 udu = /—'—C%(u)du = g + 1 sinh2u + C' = 3 sinh ™ (z) + STV 14 22

Dostaneme, stejny vysledek akorat s funkei sinh ™' (z) misto arcsin x.

t=+vr
/eﬁdx: :2/t6tdt:2et(t—1):2eﬁ(\/5—1)+0
2tdt = dzx

Kde jsme znovu vyuzili vysledku minulé kapitoly.

15
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reseni 7 RESENI

10.

2=t

1 1
/:rarcsin r2de = = 5 /arcsin tdt = 3 (\/ 1 — 2 4 tarcsin t) =

2odx = dt

1
=5 (\/ 1 — 24 + 22 arcsin x2>

Znovu jsme vyuzili vysledku minulé kapitoly.

11.
2
2 1 =1 21 21
/%dx: :/L%dt:2/;dt:
T+ 24+t t+1
dr = 2tdt
—2/ Bt )dt=2 v t3+t2—|—ln|1+t| +C =
B 1+t) “\4 3 2 B
22 oz x
2= -4+ 4l C
1T~ 3 T3t + Vx| | +
Kde jsem vyuzili rozklad polynomu, ktery budeme vice probirat priste.
12.
vdo vt =u | 1 1 ST 1, o e
—_— = = | —=du=-In(u+v1+u?)+C = - In(z*°+V1 +24)+C
/\/1+x4 2/\/1+u2 2 ( ) 2 ( )
2zdr = du
13.

72 r = tanu tan2u 1
/—”dx = :/ 5 5 du = /tan2uc082 udu = /sin2 udu =
(1+22) (1 + tan?z)” cos*u

sin(2u) + C = arctan 12 1 1 _ arctanz 1z
2 4 \/1+L\/1+x2 2 212 +1
x2

Kde jsme vyuzili goniometrickych vztahu mezi sin, cos a tan.

16
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reseni 7 RESENI

14.

22 —(9—a?)+9 9 9
do= [ W70, [ dz = — dz =
/9—962 v / 9 — a2 v / +9—x2 v x+/(3—x)(3+x) v

3 3 3 3
x+/2(3+x>+2(3_x) r x+2n| + x| 2n| x|+

Kde jsme znovu pouzili rozklad na parcialni zlomky, ktery budeme vice tesit priste,
muzete si sami ovérit, ze to co je vySe napsané je pravda.

Prosim, pokud najdete né¢jaké chyby nebo pteklepy napiste mi mail, je dost mozné ze zde
néjaké jsou preci jen je to celkem hodné prikladu. Dékuji a hodné stésti s pocitanim.

17
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