Cviceni 5,6,7 Derivace - Pracovni list

1 Spojitost funkce

Definice: Funkce je spojitd v bodé g, jestlize plati lim f(z) = f(xo). Pokud

T—T0o
toto neplati, rozlisujeme nasledujici pripady

e lim f(x) = a existuje, ale a # f(xp), pak mluvime o odstranitelné ne-
T—rTQ

spojitosti

e lim f(z) = a; a lim f(xr) = az ale a3 # az mluvime o nespojitosti
a:—mcar T—T

prvniho druhu (skok)
e Pokud alespon jedna z limit lim f(x) ¢ lim f(x) neexistuje nebo je
nevlastni (+00), mluvime o nespojitosti druhého druhu.

1. U nasledujicich grafu urcete zda je funkce spojitd a nebo druh nespojitosti
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2. U naésledujicich funkci urcete zda jsou spojité nebo kde je nespojitost a
jakého druhu.

z(x—1)%
sinx
T

z2 -3z +2 w pro z <0
prox >0

2 Derivace
Definice:

Derivace funkce f(z) v bodé z je ¢islo které znacime d{i(;) (zo) nebo také
1/ (z0) a je definovdna takto

(o) = lim f(xo +h) — f(xo)

h—0 h

e Priklady : Zkuste z definice spocitat derivace ndsledujicich funkei f(z) =
x, f(z) = 2%, f(x) = 2", f(z) =sinz, f(x) = e*. (Vypoity najdete také
v predndsce)

e 7 definice derivace muzete také odvodit nasledujici pravidla

(fx9) = f'£d",  (kf) =kf, (f9) =Fg+fd,  (flgx) = f(g(x))g (x)

/ ’ ’
e Dalsi pravidlo, které ale vyplyva ze dvou pfedchozich je (g) =1 g_f g,

Z jakych dvou pravidel toto pravidlo vyplyva? Zkuste si ho odvod1t

e K vypocitani derivace obecné funkce pouzijeme tabulku derivaci elementarnich
funkei a téchto pravidel. Tabulku najdete zde (Stranky doc. Hasila

e Priklady: Spoctéte derivace nasledujicich funkei:
f(z) =tanz, f(x)=cotx

e Za pouziti vzorce pro derivaci inverzni funkce z prednéasky spoctéte derivace
funkel f(z) = arcsin(z) a f(x) = arctan(x). Alternativné uvazte rovnici
sin(arcsin(z)) = . Zderivujte obé strany této rovnice a vyuzijte pravidla
pro derivace slozené funkce, a odvodte derivaci funkee arcsin(x).

e Priklady: Spoctéte derivace nasledujicich funkci

flz) = Sizxa f(m)ze_mz, f(ﬂf):ln\/%, f(z)=zhz

U téchto funkef si zkuste nakreslit grafy (nebo je zjistit pomoci aplikact
wolfram alpha, geogebra nebo jinych). Najdéte pro jaké body z plati, ze
f/(x) = 0 jak byste charakterizovali graf funkce v okol{ téchto bodu?



https://www.math.muni.cz/~hasil/Data/CZ/Teach/Vzorce.pdf

2.1

L “Hospitalovo pravidlo

e Nisledujici vétu muzeme vyuzit na pocitani limit.

2.2

Mime i dvé funkce f(x) a g(x) a limitu jejich podilu. lim % poté plati,

existuje-li limita lim f:(x) pak také existuje limita lim RACIIN limity se
z—xg 9 (z) T—x0 g(z)

rovnaji. Pozor toto plati jen pro limity typu % nebo

+oo

, nékteré ostatni

+o0
typy 1ze na tyto typy prevést.
Spoctéte tyto priklady (limity bez nutnosti prevést)
. sinx et —1 , 2 —4
lim , lim , lim —
z—0 I x—0 €T T—2 x2 —3x+2

Podivejte, se na limity z pfedchoziho cviceni, které dokézete spocitat po-
moci toho pravidla?

Pozor pravidlo nemusi vzdy pomoct nebo fungovat, jak ilustruji nasledujici
dva priklady

. x+sinz V142
lim ———, lim —
T—00 I + COS T T—00 x

Obcas je potieba pouzit L “"Hospitalovo pravidlo vicekrat viz.

. 1—cosz . cos(mx) +1
lim ———, lim ——————
a—0 rsinz a—1  (z—1)2
Pokud limita neni typu % nebo % obc¢as muzeme i presto pravidlo pouzit
a to po upravé vyrazu na spravny typ. Zkuste to pro nésledujici priklady

. . 1 1 . _
lim zlnz, lim — - — |, lim xe™®
z—0 z—0 \ rsSinx 2 z—0

Diferencial a Taylorav rozvoj

Toto je pravdépodobné jedna z nejuzitecnéjsich véci diferencidlniho poctu.
Zactneme souvislosti derivace a tecny ke grafu funkce a aproximace hodnot
pomoci teény (prvniho diferencidli).

7 definice derivace a jeji geometrické interpretace vime, ze v daném bodé
funkce souvisi smérnice teény v daném bodé s derivaci timto vzorcem
f'(z) = tan ¢. Kde ¢ je tihel ktery tecna svira s osou x.

S vyuzitim obrézku napiste rovnici teény ke grafu funkce f(z) v bodé xg
za pomoci néjakého parametru, ktery muzeme oznacit x, a pak hodnot
xo, f(x0), f'(xo). Ndpovéda: vzorec pro rovnici piimky je nésledujici y =
ax + b, jak ptijdete na hodnoty a, b?



Figure 5: Tecna v bode z¢

Vzorec ktery byste méli dostat je néasledujici
y — f(z0) = f'(2o)(x — )

e Piesvédcte se ze nasledujici vyraz je predpis pro rovnici normdly v bodé
To

1
y— f(zo) = —m(ﬂﬂ )

e Najdéte rovnice teény a normaly k nésledujicim funkcim v zadanych bodech

J@) = =0, J@) =V ma =2 f(@)= = 2

e Nyni si ukdzeme, jak se toto d& vyuzit k pfibliznému urc¢eni hodnot funkce.
Méjme napiiklad ¢islo v/80 a za tikol, zjistit pfibliznou hodnotu bez pouziti



kalkulacky. Ze znalosti toho, Ze v/81 = 9 ndm muze byt jasné, ze ¢islo v/80
bude o malinko mensi nez 9. Na tento odhad muzeme pfijit nasledujicim
zpusobem.

Nacrtnéte si graf funkce f(xz) = /. V bodé zy = 81 udéldme tecnu.
Vyuzijte predchoziho vzorce, jaky je vzorec pro rovnici této te¢ny? Jako
odhad misto funkéni hodnoty vezmeme hodnotu teény v tomto bodé tedy

vvvvvv

jsme bodu ze kterého tecna vychézi.
Zkuste sami piiblizné urcit hodnotu sin(0, 1).

Tomuto se fikd odhad hodnot pomoci prvniho diferencialu. Diferencidl je
mald zména funkéni hodnoty dand malou zménou proménné a popsand
nasledujicim vzorcem.

df (z)(h) = f'(z)h
Kde h = & — z( je pravé tato mald zména (pfirtstek).

Napiste vzorce pro prvni diferencidl nasledujicich funkei (pozor jedna se
vlastné o funkci dvou proménnych (a to puvodni proménné x a piirustku
h.

flx) =sinz, f(x)=v1+z, f(z)= !

N
Vydcislete tyto diferencidly v bodé x = 0 a pro piirustek A = 0, 1.

Jak si muzete vSimnout na grafech funkei, aproximace jsou sice dobré, ale
my muzeme vypocitat jeSté lepsi a to pomoci polynomu vyssiho fadu. To-
muto se 1ikd tayloruv rozvoj. Prvni aproximace obsahovala prvni derivaci,
takze vyssi aproximace budou obsahovat druhou, tfeti, atd. Druhou
derivaci myslime, postupné aplikovani derivace, tedy f” = (f'). Jednd
se vlastné o rozvoj funkce do polynomu, vzdy rozvijime v okoli néjakého
bodu (zg). Obecny vzorec vypada takto:

f”(xo)

< 1) (1 /
fe) =3 L0 (0 = fao)+ £ (o) (w—0)+ L0 (o)

Kde f*) je k-t derivace funkce f.

Proved’te Taylorovy rozvoje nésledujicich funkci. Pokracujte do jakého
Fadu chceete, dokézete u nekterych napsat vzorce pro obecny fad? (pomoci
néjaké sumy nebo piedpisu?). Rozvoje délejte vzdy okolo bodu 2y = 0

1

fl@) =sinz, flz)=Vite, f[fla)=1—1: f[fl2)=¢" [f(z)=In(l+z)



3

Pomoci Taylorova rozvoje spoc¢téte nasledujici limity.

Coet—1 . In(1+ ax) . sinz . et —e "
lim , lim ——=,  lim ,  lim -
z—0 T z—0 xT z—0 X rz—0 SInx

U Taylorova rozvoje se také dd odhadnout chyba kterou se dopustite pokud
funkci aproximujete Taylorovym rozvojem n-tého fadu. Tato chyba se
priblizné rovna velikosti dalstho tedy (n+1) ¢lenu. Chyba je tedy ddna

vzorcem
)

hyba =
Chyba = T2

(x — 20)" ™!

Kde ¢ lezi mezi = a xg, chyba je tedy dand jako rozmezi (interval).

Piiklad. Kolik ¢lenu Taylorova rozvoje funkce arctan « okolo bodu zg = 1
musite vzit chcete-li hodnotu s pfesnosti na 4 desetinnd mista?

Pokud je funkce nekoneénékrét diferencovatelna tak Taylorova fada (tedy
rozvoj nekonecného Fadu) ji popisuje presné!

Prubéh funkce

Zmalosti diferencidlniho poctu ndm pomohou k zjisténi chovani a grafu funkei.
U funkce zadané piedpisem y = f(x) muzeme zjistit ndsledujicimi véci a poté

zkusit urcit jeji graf. Ukdzeme si to na prikladu funkee f(x) =In

1.
2.

l—sinz
1+4sinx

Urcete definiéni obor funkce.

Je funkce spojita? Pokud ne, najdéte body nespojitosti a urcete jejich
typ. Body nespojitosti zkuste hledat tam kde funkce neni definovana.

Urcete paritu funkce (sudost/lichost), tim ze upravite vyraz f(—z). Je
funkce periodicka? Pokud se ve funkce neobjevuji periodické funkce sin z,
cos z tak pravdépodobné nebude periodickd, pokud se tyto funkce vysky-
tuji, vyuzijte jejich periodicity.

. Najdéte body x pro které plati, f(x) = 0. Poté co najdete tyto nulové

body rozdélte definiéni obor a urcete kde je funkce kladna a kde zaporné.

Najdéte body x pro které plati f'(x) = 0, najdéte definiéni obor derivace
funkce f'(x).

Rozdélte definiéni obor f’(x) a najdéte intervaly kde plati f'(x) > 0 (tedy
funkce je rostouci) a intervaly kde f/(z) < 0 (tedy funkce je klesajici).
Poté urcete extrémy funkce (z, f(x0)). Jednd se o lokdln{ nebo globaln{
extrémy? (Toto muzete zodpovédét i pozdéji, az budete mit asymptoty).

Najdéte body x pro které plati f”(z) = 0, najdéte definiéni obor druhé
derivace funkce f(z).



8. Rozdélte definiéni obor f”(z) a najdéte intervaly kde plati f”/(z) > 0 (tedy
funkce je konvexni) a intervaly kde f”(x) < 0 (tedy funkce je konkdvni).
Poté urcete inflexni body funkce (zo, f(x0))-

9. Najdéte asymptoty se smérnici i bez smérnice.

e Bez smérnice: Jedn4 se o svislé primky typu x = g, bod xg je takovy,
ze plati lim f(x) = +oo
T—rTo

e Se smérnici: Jednd se o ptimky y = ax + b, pro které plati, ze
. B _ . Co e f@
zglﬂrzloo (f(x) — (ax + b)) = 0. Koeficienty dostanete takto: a zgrﬂrzloo =
ab= lim (f(z) - az)

10. Nacrtnéte graf funkce. Prvneé si do grafu zakreslete vSechny dulezité body
(body nespojitosti, nulové body, extrémy a inflexni body), pak zakreslete
asymptoty a nakonec spojte vSechny body tak aby graf splinoval to co
jste o funkci zjistili (jeji parita, periodi¢nost, zda je kladnd ¢i zdpornd,
monotonie (roste, klesd), konvexnost, konkdvnost)

4 Slovni dlohy

1. Urcete rozmeéry otevieného zahradniho bazénu se ¢tvercovym dnem daného
objemu 32 m? tak, aby se na vyzdéni jeho dna a stén spotiebovalo mini-
mum materidlu.

2. Jaky tvar méa mit valec, aby mél pii zadaném objemu co nejmensi povrch?

5 Tezsi priklad
1. Derivujte funkci z®.

2. Spoctéte limitu

. m n
alc1—>ml (l—xm a 1—3@”)
6 Odkaz na grafy a funkce v (Geogebre

Geogebra

Dejte mi prosim védét zda odkaz na Geogebru funguje, také pokud
v pracovnim listu najdete néjaké pieklepy nebo chyby. Dékuji a
hodné stésti.


https://www.geogebra.org/calculator/gtghvkfp
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