
Cvičeńı 5,6,7 Derivace - Pracovńı list

1 Spojitost funkce

Definice: Funkce je spojitá v bodě x0, jestliže plat́ı lim
x→x0

f(x) = f(x0). Pokud

toto neplat́ı, rozlǐsujeme následuj́ıćı př́ıpady

• lim
x→x0

f(x) = a existuje, ale a ̸= f(x0), pak mluv́ıme o odstranitelné ne-

spojitosti

• lim
x→x+

0

f(x) = a1 a lim
x→x−

0

f(x) = a2 ale a1 ̸= a2 mluv́ıme o nespojitosti

prvńıho druhu (skok)

• Pokud alespoň jedna z limit lim
x→x+

0

f(x) či lim
x→x−

0

f(x) neexistuje nebo je

nevlastńı (±∞), mluv́ıme o nespojitosti druhého druhu.

1. U následuj́ıćıch graf̊u určete zda je funkce spojitá a nebo druh nespojitosti

Figure 1: Polynom Figure 2: funkce 1
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2. U následuj́ıćıch funkćı určete zda jsou spojité nebo kde je nespojitost a
jakého druhu.

f(x) =
x2 − 3x+ 2

x2 − 4
, f(x) =

{
x5+x4+x3+x2+x

x(x−1)4 pro x < 0
sin x
x pro x > 0

2 Derivace

Definice:
Derivace funkce f(x) v bodě x0 je č́ıslo které znač́ıme df(x)

dx (x0) nebo také
f ′(x0) a je definována takto

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

• Př́ıklady : Zkuste z definice spoč́ıtat derivace následuj́ıćıch funkćı f(x) =
x, f(x) = x2, f(x) = xn, f(x) = sinx, f(x) = ex. (Výpočty najdete také
v přednášce)

• Z definice derivace můžete také odvodit následuj́ıćı pravidla

(f±g)′ = f ′±g′, (kf)′ = kf ′, (f ·g)′ = f ′g+fg′, (f(g(x))′ = f ′(g(x))·g′(x)

• Daľśı pravidlo, které ale vyplývá ze dvou předchoźıch je
(

f
g

)′
= f ′g−fg′

g2 .

Z jakých dvou pravidel toto pravidlo vyplývá? Zkuste si ho odvodit.

• K vypoč́ıtáńı derivace obecné funkce použijeme tabulku derivaćı elementárńıch
funkćı a těchto pravidel. Tabulku najdete zde (Stranky doc. Hasila

• Př́ıklady: Spočtěte derivace následuj́ıćıch funkćı:

f(x) = tanx, f(x) = cotx

• Za použiti vzorce pro derivaci inverzńı funkce z přednášky spočtěte derivace
funkćı f(x) = arcsin(x) a f(x) = arctan(x). Alternativně uvažte rovnici
sin(arcsin(x)) = x. Zderivujte obě strany této rovnice a využijte pravidla
pro derivace složené funkce, a odvoďte derivaci funkce arcsin(x).

• Př́ıklady: Spočtěte derivace následuj́ıćıch funkćı

f(x) =
sinx

x
, f(x) = e−x2

, f(x) = ln

√
1− sinx

1 + sinx
, f(x) = x lnx

U těchto funkćı si zkuste nakreslit grafy (nebo je zjistit pomoćı aplikaćı
wolfram alpha, geogebra nebo jiných). Najděte pro jaké body x plat́ı, že
f ′(x) = 0 jak byste charakterizovali graf funkce v okoĺı těchto bod̊u?
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2.1 L´Hospitalovo pravidlo

• Následuj́ıćı větu můžeme využ́ıt na poč́ıtáńı limit.

Máme li dvě funkce f(x) a g(x) a limitu jejich pod́ılu lim
x→x0

f(x)
g(x) poté plat́ı,

existuje-li limita lim
x→x0

f ′(x)
g′(x) pak také existuje limita lim

x→x0

f(x)
g(x) a limity se

rovnaj́ı. Pozor toto plat́ı jen pro limity typu 0
0 nebo ±∞

±∞ , některé ostatńı
typy lze na tyto typy převést.

• Spočtěte tyto př́ıklady (limity bez nutnosti převést)

lim
x→0

sinx

x
, lim

x→0

ex − 1

x
, lim

x→2

x2 − 4

x2 − 3x+ 2

• Pod́ıvejte, se na limity z předchoźıho cvičeńı, které dokážete spoč́ıtat po-
moćı toho pravidla?

• Pozor pravidlo nemuśı vždy pomoct nebo fungovat, jak ilustruj́ı následuj́ıćı
dva př́ıklady

lim
x→∞

x+ sinx

x+ cosx
, lim

x→∞

√
1 + x2

x

• Občas je potřeba použ́ıt L´Hospitalovo pravidlo v́ıcekrát viz.

lim
x→0

1− cosx

x sinx
, lim

x→1

cos(πx) + 1

(x− 1)2

• Pokud limita neńı typu 0
0 nebo ±∞

±∞ občas můžeme i přesto pravidlo použ́ıt
a to po úpravě výrazu na správný typ. Zkuste to pro následuj́ıćı př́ıklady

lim
x→0

x lnx, lim
x→0

(
1

x sinx
− 1

x2

)
, lim

x→0
xe−x

2.2 Diferenciál a Taylor̊uv rozvoj

• Toto je pravděpodobně jedna z nejužitečněǰśıch věćı diferenciálńıho počtu.
Začneme souvislost́ı derivace a tečny ke grafu funkce a aproximace hodnot
pomoćı tečny (prvńıho diferenciál̊u).

Z definice derivace a jej́ı geometrické interpretace v́ıme, že v daném bodě
funkce souviśı směrnice tečny v daném bodě s derivaćı t́ımto vzorcem
f ′(x) = tanϕ. Kde ϕ je úhel který tečna sv́ıra s osou x.

• S využit́ım obrázku napǐste rovnici tečny ke grafu funkce f(x) v bodě x0

za pomoćı nějakého parametru, který můžeme označit x, a pak hodnot
x0, f(x0), f

′(x0). Nápověda: vzorec pro rovnici př́ımky je následuj́ıćı y =
ax+ b, jak přijdete na hodnoty a, b?
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Figure 5: Tecna v bode x0

Vzorec který byste měli dostat je následuj́ıćı

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0)

• Přesvědčte se že následuj́ıćı výraz je předpis pro rovnici normály v bodě
x0

y − f(x0) = − 1

f ′(x0)
(x− x0)

• Najděte rovnice tečny a normály k následuj́ıćım funkćım v zadaných bodech

f(x) = e−x2

, x0 = 0, f(x) =
√
1− x, x0 = 2 f(x) =

1− x

x2 − 3
, x0 = −2

• Nyńı si ukážeme, jak se toto dá využ́ıt k přibližnému určeńı hodnot funkce.
Mějme např́ıklad č́ıslo

√
80 a za úkol, zjistit přibližnou hodnotu bez použit́ı
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kalkulačky. Ze znalosti toho, že
√
81 = 9 nám může být jasné, že č́ıslo

√
80

bude o malinko menš́ı než 9. Na tento odhad můžeme přij́ıt následuj́ıćım
zp̊usobem.

Načrtněte si graf funkce f(x) =
√
x. V bodě x0 = 81 uděláme tečnu.

Využijte předchoźıho vzorce, jaký je vzorec pro rovnici této tečny? Jako
odhad mı́sto funkčńı hodnoty vezmeme hodnotu tečny v tomto bodě tedy
v x = 80. Co dostanete za č́ıslo? Tento odhad je č́ım přesněǰśı č́ım bĺıže
jsme bodu ze kterého tečna vycháźı.

• Zkuste sami přibližně určit hodnotu sin(0, 1).

• Tomuto se ř́ıká odhad hodnot pomoćı prvńıho diferenciál̊u. Diferenciál je
malá změna funkčńı hodnoty daná malou změnou proměnné a popsaná
následuj́ıćım vzorcem.

df(x)(h) = f ′(x)h

Kde h = x− x0 je právě tato malá změna (př́ır̊ustek).

• Napǐste vzorce pro prvńı diferenciál následuj́ıćıch funkćı (pozor jedná se
vlastně o funkćı dvou proměnných (a to p̊uvodńı proměnné x a př́ır̊ustku
h.

f(x) = sinx, f(x) =
√
1 + x, f(x) =

1

1− x

Vyč́ıslete tyto diferenciály v bodě x = 0 a pro př́ır̊ustek h = 0, 1.

• Jak si můžete všimnout na grafech funkćı, aproximace jsou sice dobré, ale
my můžeme vypoč́ıtat ještě lepš́ı a to pomoćı polynomů vyšš́ıho řádu. To-
muto se ř́ıká taylor̊uv rozvoj. Prvńı aproximace obsahovala prvńı derivaci,
takže vyšš́ı aproximace budou obsahovat druhou, třet́ı, atd. Druhou
derivaćı mysĺıme, postupné aplikováńı derivace, tedy f ′′ = (f ′)′. Jedná
se vlastně o rozvoj funkce do polynomu, vždy rozv́ıj́ıme v okoĺı nějakého
bodu (x0). Obecný vzorec vypadá takto:

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x−x0)

k = f(x0)+f ′(x0)(x−x0)+
f ′′(x0)

2
(x−x0)

2+· · ·

Kde f (k) je k-tá derivace funkce f .

• Proved’te Taylorovy rozvoje následuj́ıćıch funkćı. Pokračujte do jakého
řádu chcete, dokážete u některých napsat vzorce pro obecný řád? (pomoćı
nějaké sumy nebo předpisu?). Rozvoje dělejte vždy okolo bodu x0 = 0

f(x) = sinx, f(x) =
√
1 + x, f(x) =

1

1− x
, f(x) = ex, f(x) = ln(1+x)

5



• Pomoćı Taylorova rozvoje spočtěte následuj́ıćı limity.

lim
x→0

ex − 1

x
, lim

x→0

ln(1 + ax)

x
, lim

x→0

sinx

x
, lim

x→0

ex − e−x

sinx

• U Taylorova rozvoje se také dá odhadnout chyba kterou se dopust́ıte pokud
funkci aproximujete Taylorovým rozvojem n-tého řádu. Tato chyba se
přibližně rovna velikosti daľśıho tedy (n+1) členu. Chyba je tedy dána
vzorcem

Chyba =
fn+1(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

Kde ξ lež́ı mezi x a x0, chyba je tedy daná jako rozmeźı (interval).

• Př́ıklad. Kolik člen̊u Taylorova rozvoje funkce arctanx okolo bodu x0 = 1
muśıte vźıt chcete-li hodnotu s přesnost́ı na 4 desetinná mı́sta?

• Pokud je funkce nekonečněkrát diferencovatelná tak Taylorova řada (tedy
rozvoj nekonečného řádu) ji popisuje přesně!

3 Pr̊uběh funkce

Znalosti diferenciálńıho počtu nám pomohou k zjǐstěńı chováńı a graf̊u funkćı.
U funkce zadané předpisem y = f(x) můžeme zjistit následuj́ıćımi věci a poté

zkusit určit jej́ı graf. Ukážeme si to na př́ıkladu funkce f(x) = ln
√

1−sin x
1+sin x

1. Určete definičńı obor funkce.

2. Je funkce spojitá? Pokud ne, najděte body nespojitosti a určete jejich
typ. Body nespojitosti zkuste hledat tam kde funkce neńı definovaná.

3. Určete paritu funkce (sudost/lichost), t́ım že uprav́ıte výraz f(−x). Je
funkce periodická? Pokud se ve funkce neobjevuj́ı periodické funkce sinx,
cosx tak pravděpodobně nebude periodická, pokud se tyto funkce vysky-
tuj́ı, využijte jejich periodicity.

4. Najděte body x pro které plat́ı, f(x) = 0. Poté co najdete tyto nulové
body rozdělte definičńı obor a určete kde je funkce kladná a kde záporná.

5. Najděte body x pro které plat́ı f ′(x) = 0, najděte definičńı obor derivace
funkce f ′(x).

6. Rozdělte definičńı obor f ′(x) a najděte intervaly kde plat́ı f ′(x) > 0 (tedy
funkce je rostoućı) a intervaly kde f ′(x) < 0 (tedy funkce je klesaj́ıćı).
Poté určete extrémy funkce (x0, f(x0)). Jedná se o lokálńı nebo globálńı
extrémy? (Toto můžete zodpovědět i později, až budete mı́t asymptoty).

7. Najděte body x pro které plat́ı f ′′(x) = 0, najděte definičńı obor druhé
derivace funkce f ′′(x).
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8. Rozdělte definičńı obor f ′′(x) a najděte intervaly kde plat́ı f ′′(x) > 0 (tedy
funkce je konvexńı) a intervaly kde f ′′(x) < 0 (tedy funkce je konkávńı).
Poté určete inflexńı body funkce (x0, f(x0)).

9. Najděte asymptoty se směrnićı i bez směrnice.

• Bez směrnice: Jedná se o svislé př́ımky typu x = x0, bod x0 je takový,
že plat́ı lim

x→x0

f(x) = ±∞

• Se směrnićı: Jedná se o př́ımky y = ax + b, pro které plat́ı, že

lim
x→±∞

(f(x)− (ax+ b)) = 0. Koeficienty dostanete takto: a = lim
x→±∞

f(x)
x

a b = lim
x→±∞

(f(x)− ax)

10. Načrtněte graf funkce. Prvně si do grafu zakreslete všechny d̊uležité body
(body nespojitosti, nulové body, extrémy a inflexńı body), pak zakreslete
asymptoty a nakonec spojte všechny body tak aby graf splňoval to co
jste o funkci zjistili (jej́ı parita, periodičnost, zda je kladná či záporná,
monotonie (roste, klesá), konvexnost, konkávnost)

4 Slovńı úlohy

1. Určete rozměry otevřeného zahradńıho bazénu se čtvercovým dnem daného
objemu 32 m3 tak, aby se na vyzděńı jeho dna a stěn spotřebovalo mini-
mum materiálu.

2. Jaký tvar má mı́t válec, aby měl při zadaném objemu co nejmenš́ı povrch?

5 Těžš́ı př́ıklad

1. Derivujte funkci xx.

2. Spočtěte limitu

lim
x→1

(
m

1− xm
− n

1− xn

)

6 Odkaz na grafy a funkce v Geogebre

Geogebra
Dejte mi prośım vědět zda odkaz na Geogebru funguje, také pokud

v pracovńım listu najdete nějaké překlepy nebo chyby. Děkuji a
hodně štěst́ı.
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