Cviceni 1-opakovani stredoskolské matematiky
M1100F
Podzim 2020

1 Informace o predmétu a cviceni

e Ucast na cvicen{ nenf povinna, fesené piiklady a videozdznam cviceni bude vSem k dispozici.
e Béhem semestru se bude psat pét pisemek, kazda za dva body.
e K udéleni zdpoctu a piistupu ke zkousce potiebujete celkové alespon 5 bodu.

Ke zkousce si berete 5 az 10 bodiu, podle uspésnosti v pisemkach.

Pokud budete mit jakékoliv dotazy, nebo budete chtit konzultaci nevdhejte mi napsat, je
jedno jestli zpravu na teams nebo na mail.

2 Elementarni funkce a jejich vlastnosti

2.1 Polynomy a mnohocleny

Vzorce

(a+b)? =a®+2ab+b?
a? —b? = (a+b)(a—b)

(a+b)" = (Z) a™ *b*,  binomicka véta
k=0

1. M&jme vyraz y = 22% — 122 — 14, proved'te: tipravu na ¢tverec, nacrt
grafu, vyreseni kvadratické rovnice y=0.

e Uprava na ctverec

222 — 122 — 14 = 2(2® — 62 — 7) = 2((z — 3)® — 16)

e Nacrt grafu: 1
e Kvadratickd rovnice
202 — 122 —14=0—>22—-62—-7=0, D=36—4-(-7) =64
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. Rozlozte vyraz (2% — 2z + 1)%.
(22 =22+ 1) = (2 — 1)® = 2® — 827 4 282°% — 562° + 702* — 5623 + 2822 — 8z + 1

. Pfeved'te Z +3 s + 2= — 2 na spolecny jmenovatel a upravte do zakladniho

x+3
tvaru
x+3+x—3_ (@43 + (-3 -2@x+3)(x—3) a?+6x+9+a2?—6z+9—2(2*-9)
r—3 x+3 (z +3)(z — 3) B r2 —9
36
229

. Najdéte vsechna z € R, pro kterd plati
202 — 120 —14<0, 2°—-2r—-3>0

Prvné
202 — 120 —14 <0 =2 — 62— 7<0—= (x+1)(z—7) <0

| (—o00,-1) | (-1,7) | (7,00) |
| @+ )z-7)>0|@+)z-7)<0|(@+1)(z-T7)>0 |

Tedy = € (—1,7) a zaroven musi platit
222 -3>0=(z—-1)2—4>0— (z—1)?>4

| (—o0,-1) | (~1,3) | (3,00) |
| (@—1?>4 | (-1 <4 | (x—-1)2>4]

Tedy vysledek je prunik obou jednotlivych feseni x € (3,7)

. Najdéte minimum vyrazu y = 222 + 162 — 12.

Upravou na ¢tverec dostaneme 222 + 16z — 12 = 2((z +4)2 — 22), tedy # = —4, je minimum a
také vrcholem paraboly. Graficky muzeme odecist £ = —4 jako bod mezi pruseciky s osou x.

Alternativné derivaci funkce f(x) = 222+ 16x — 12, dostaneme f(z) = 4z + 16, tedy z = —4,

je feSenim rovnice pro minimum f’(z) =0

. Vyfeste rovnici 2% — 723 -8 =0
Substituci ¥y = 22 dostaneme kvadratickou rovnici pro y jejichz FeSeni je —1,8, obricenou
substituci dostaneme 1 = —1 a x9 = 2.

. Vyieste nerovnici 8231+ <
z(6—x)

Najdeme nulové body kazdého clene, rozdélime redlnou osu na intervalu a zkoumame jednot-
liva znaménka:

. Vyfeste rovnici 22 — 4o +5 = 0, nad C

D =16 — 20 = —4, pouzijeme komplexni i = vV—1, z12 =



2.2 Mocniny a absolutni hodnoty

Vzorce

1. Vyfeste rovnice v +2 — 2z +7=—4 a |8 — bz| =5z — 8
Ve+2—-2Ve+T=—-4—=(x+2) -4V +2Ve+7+4(x+7) =16

e +2Vz+T7=>5x+14 = 16(x + 2)(x + 7) = (5z + 14)?

14
Doteste jako kvadratickou rovnici, x; = g T9 = 2
u |8 —5x| = 5x — 8 si lze povsimnout, ze vyraz uvnitt absolutni hodnoty se 1is{ od pravé strany
pouze znaménkem, tedy feSeni je x € <%, o0) protoze, | — f(z)| = f(x) plati jen pro takové z,

pro které plati f(x) > 0.

2. Nacrtnéte grafy funkei y =3V — 142, y=2x —3|+1lay= ﬁ +3
Grafy 2,3,4

3. Naértnéte graf funkce y = |25

z—2
Yy = % prvné prevedeme do tvaru a +

absolutni hodnotu.

b
z+c’

ktery umime nakreslit a poté se postardme o

r+1 1 T 1 r—2+2 3
= = :1
T —2 33—2+x—2 x—2+ xr— 2 +ac—2

y:

Graf 5

2.3 Logaritmy a exponenciala

Vzorce

log,z =y <z =a’, loga’=bloga, log(ab)=Iloga +logb
loga

log% =loga —logb, log,b= logh’

Inz = log, x,e = 2.718..

S, : 3z—1 _ Qx+1 1\ _
1. Vyreste rovnice 2 4 =8".(3)" a log%(2 —x) = —2
1 x
23r—lg — gotl. <2> — 2307192 — 93(aHD) (97 1)y g3l — 93—z Jlogaritmujeme obé strany
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3r+1=20+3—>x=2
1\ 2
logé(2—x):—2—><2> =2—-z)—>x=-2

2. Vyfeste rovnice 4” + 6" =2 - 9% a logy(z + 7) — logyx = 3

4% 4 6% =2.9% — 222 1 9737 = 2.3% podélime 273"

2\* 3\” 2
(3) +1 = (2) substituci a = (3> dostaneme kvadratickou rovnici s fesenim x = 0.

logQ(:v—F?)—log2x:3—>log2x+7 =3—>8= v —z=1
T 2x
< [ 2_
3. Urcete defini¢ni obor funkce —W

22 —32+2<0—=x€(—00,1)U(2,00) zdroven |z|—2>0—x € (—00,—2)U(2,00)
Ale také nesmime zapomenout, ze nelze délit nulou a tedy bod In(|z| — 2) = 0, ktery je pro
x = —3,3 vytadit, celkové x € (—o0, —2) U (—2,3) U (—3,2) U (2,3) U (3,00)
2 A : log. z2 __ 3 3 _ 10
4. Vyfteste rovnice x°¢"* = 49x° a logz’ + 2 = Tog

Zlogaritmujeme celou rovnici log; a vyuzijeme vlastnosti logaritmu
log, 2% log; = = 2 4 log; 2® — 2(log; )% — 3log; 2 — 2 = 0,

7
po substituci, vyfesime kvadratickou rovnici a dostaneme, r1 = \7[, To =49

5. Dokazte vyse uvedené vzorce z definice (definice je ekvivalentni s prvnim
vzorcem, ten tedy nedokazujte).

2.4 Goniometrické funkce
Vzorce

sin 1 . 9 9
tanx = = , sin“x+4cos“x =1
cosr cotw

sin2x = 2sinxzcosxz, cos2x = cos

2 2

T —sin“x

1. Urcete defini¢ni obor daného vyrazu a potom ho zjednoduste 5 +t1am —
cot x
14-cotx



Defini¢éni obor ziskdme feSenim rovnic 1+tanxz = 0,1+ cot x = 0, ale také nezapomeneme, ze

sama funkce cot z ma omezeny defini¢ni obor. Celkové dostaneme x € R — | {]”r 3T 4 k).
kEZ

Uprava vzorce je pfevedeni na spoleény jmenovatel
1+ cotx — cotz(1l + tanz)
(1 +tanz)(1 + cot x)

1 —cotxtanz

- (I +tanz)(l +cotx)

1 cotx
1+tanaz 14+cotx

. Uréete pro kterda x € R je definovana dand rovnost a pak ji dokazte

m =1 + tan X
Stejnym zpusobem jako minuly pifklad dostaneme x # 5 + kw, k € Z. Rovnici dokdzeme
Upravou pravé strany:

9 sin?z  cos?x +sin?x 1
I+tan“z =1+ —— = 5 =—
cos? x cos? cos? x
. Dokazte rovnost sin(x + §) —sin(z — §) = 2cosx
Vyuzijeme vztaht sin(x+ §) = cos x a sin(x — §) = — cos z, které mizeme dokazat napiiklad

graficky, vSimneme si, ze grafy sin a cos jsou stejné jen posunuté.

. Nakreslete graf y = 1 sin(2z + Z) a urcete periodu a obor hodnot Graf 6

. Dokazte nésledujici vzorce sin? 5= 1‘3% a cos’ 5= HC%
1—cosz 1— cos? 5 +sin % sng—i-sm?% Lo
= = = sin® =
2 2 2 2
1+ coszx 1+COSZ%—Sin2% 9 &
5 = 5 =cos” 5

. Vyieste rovnici 3cosxz + 3 = 4cos® z + 4 cos® x
cos x+3 = 4 cos® x+4 cos®  — 4cos? z(cos z+1)—3(cos z+1) = 0 — (cosz+1)(4cos’ x—3) = 0
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T
-+ k
+7T,6

5 + km}

vyTesime jednotlivé zavorky zvlast a dostaneme «x € U {m + 2km,
keZ

2.5 Dalsi funkce

Hyperbolické a cyklometrické funkce

arcsinz = sin~! x,

i —T
. e? —e
sinh x =
2

1. Upravte vyraz 2,6 +1

arccos r = cos” ' x

et 4+e "t
, coshr=—"—
2

s pouzitim hyperbolickych funkci.

—x
Vynésobime zlomek jednickou ve tvaru ¢= a dostaneme

e (e —1) e*

4

—e sinh z

= = tanhz

e~%(e2r +1) e®+e ¢ coshx



3 Zajimavosti

Muzete si na internetu vyhledat zndmé funkce, které nejsou elementarni, napiiklad:

e Gamma funkce, jednd se zobecnéni faktoridlu n! na vSechny redlné cisla. Muzete tedy
definovat napiiklad faktoridl jedné poloviny nebo faktorial 7.

e Riemannova Zeta funkce, pokud najdete vSechny nuly této funkce, dostanete milién
dollart.

e Error funkce

4 Domaci uloha

Zde (snad) kazdy tyden bude zajimavy piiklad na dané téma. Doméci tlohy jsou nepovinné, ale
muzete mi je poslat a j& vam je opravim nebo mi napsat a ja vdm s ni pomuzu, pokud maéte zdjem.

Pohybujici se rovinnou vlnu muzeme poslat jako funkci polohy x a ¢asu t.
W = Acos(kx — wt + @)

Jakou roli hraji parametry A, k,w, ¢?
Méjme dvé takové viny, které se lisi jen o ¢

Wi = Acos(kx —wt), Wy = Acos(kx —wt + ¢),

Tyto dvé vlny spolu mohou interferovat, matematicky se jedna o novou vlnu, ktera vznikne se¢tenim
W = W1 + Ws. Rozepiste vyraz pro W a zjednoduste. K lepSimu pochopeni nové vniklé viny si
zkuste nalézt podminky pro ¢ pii kterych je W maximdlni (konstruktivni interference) a naopak
minimaln{ (destruktivni interference).

Vliny se také daji popisovat pomoci komplexnich funkci jako
W = Aei(kxfwt)

Najdéte realnou ¢ast vyse uvedeného vyrazu a porovnejte s redlnou cosinovou vilnou.



Obrézek 1: grafl

Obrézek 2: graf2
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Obrézek 3: graf3
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Obrézek 4: grafd
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Obrézek 5: grafb
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Obrazek 6: graf6



