I | Zapiste nasledujici soustavy v maticovém tvaru ¥ = Mx:
{o'czzx—I—y, {o'c+x—5y=o, {o'czzy—gx, {o'czx—i—y,
Ly . 5 2. . 5 e - 5 e\ - .
Y = 4x — . y—x—y=o. y =y —2x. ¥ =3y —2x.
2 | Utabule jsem argumentoval, Ze pokud mame ¢tvercovou matici M., bude dobré hledat takové

dvojice vektort v a Cisel A, pro keeré by platilo Mo = Aw.

1. Vysvétlete, proc se tato rovnost da zapsat i jako ;Mwv = Alw, kde 1 je jednotkova matice.

2. Prevedte vSechno na jednu stranu. Méla by Vam vzniknout homogenni soustava. Napiste kritérium
pro to, aby méla netrivialni feSeni. Jak ndm to pomuze zjistit mozné hodnoty A?

3. Kdyz uz znam 1 — jak konkrétné mizu zjistit pfislusné »?

4. Vsoustavé x = Mx zapiste M = UDU ™', kde D je diagonélni. Ukazte, ze kdyz piejdeme v takové
soustavé k novym proménnym U~ 'x = u, rozpadne se soustava na n nezavislych rovnic.

Pro poradek — témto A se fika vlastni (isla a vektorim v se zas fika vlastni vektory.

3 | Vyfedte touto metodou nékterou soustavu rovnic z prvniho piikladu (staci jednu).

4| Na konci druhého prikladu jsme dospéli k tomu, Ze soustavu ¥ = Mx mizZeme vhodnou

A

I

A

2

zménou base prevést na n nezavislych rovnic # = u. Reite je. Pak zapiste, jak vypadd

Ay

feseni x pivodni soustavy — a tim objevite tupy skolsky algoritmus, ktery uz asi znate z pocetka.

§ | Nekdy se kromeé samotnych neznimych x mohou v soustave objevit i dalsi Cleny, kreré zavisi

jen na Case t, takze vznikne soustava ¥ = JMx + a(t).

1. Reknéme, Ze néjak objevime (tfeba uhodneme) jedno néjaké konkrétni feseni x,, této soustavy. Ukaz-
te, ze pak y = x — x,, spliuje soustavu y = My, kde uz ty casové zavislé cleny nejsou.

2. Z toho odvodte, ze obecné feSeni takové soustavy je x = y + x,,, kde y je obecné feseni soustavy
y = My a x, je néjaké jedno konkrétni feseni té puvodni soustavy.

6 | Reste nasledujici soustavy: 1. {9; z :‘:xtz’y‘.l' 1, (hidejte &isla);

x=2x+y—1t,, ,. . . X =2x — 3y,
2’{)}:—2x+2t. (hadejte ar + b); 3’{j:x—2y-|—zsint.

(hadejte asint + b cost).

72 pocetka uz asi vite, Ze postup feseni jedné rovnice s konstantnimi koeficienty y(” )—I—an_ly(”_l) +

+ -+ ay + a, = o je néjak podeztele podobny feseni soustavy prvniho fadu.

1. V rovnici j + «®y = o zavedte dal$i proménnou y = p a pfepiste ji na dvé rovnice prvniho fadu
v proménnych y(¢), p(¢). Tu pak feste.

2. Obecnou rovnici z#-tého fadu s konstantnimi koeficienty pfepiste obdobné: dejte y = p,, p; = p,
atd.,azp, , = p,_.. Pomoci téchto proménnych rozbijte jednu rovnici z7-tého fadu na soustavu n X n
prvého fadu. Napiste rovnici pro vlastni ¢isla a v determinantu uzijte Laplaceliv rozvoj. Tim zjistite,
proc¢ charakteristicka rovnice vypada tak, jak vypada.

8 | Zkuste néjak rozsifit postupy, které jsme si tu vybudovali, a vyresit s nimi i tyto soustavy:

— . TR
I{2x+3}/216x—}/, . 2{5x27x—3}/, . X+ 4x = Zx 2}’,

X —2y = —6x+3y’ =ty 7 jrag=—x—1ly



O | Vytapeni. Predstavte si, Ze mate chatu se ttemi mistnostmi: sklepem, obyvakem a podkrovim.

Venku je o stupnu Celsia a protoze jste na chaté dlouho nebyli, je tato teplota i ve vsech tfech mistnos-
tech. V obyvaku jsou nastésti kamna, v nichz rozdélate ohen. V dokonale isolované mistnosti by tato
kamna zvysovala teplotu o 20 stupni za hodinu. Ovsem tady tece teplo jak do ostatnich mistnosti, tak

s v , v / . ’ . /
ven z chaty. Podle Newtona se je Casova zména teploty rovna k(T" — T) kde T je teplota v mistnostia T
je teplota v misté, kam teplo unika. & je pro pfechod mezi vnitfkem a vnéjskem chaty rovno ; hod ™’

v . 7 . v —I v v v, 7 ) .
a pro pfechody mezi mistnostmi v chaté 7 hod ™. Urcete teploty ve vSech tfech mistnostech v zavislosti
na case.

10 | Otravena jezirka. Tri stejna jezirka o objemu V” jsou navzajem propojena stejnymi kanaly.

Do prvniho pritéka voda s priutokem Q (to je objem vody za jednotku ¢asu), ze tfetiho zase stejnym
prutokem odtéka. Néjaky zloduch do prvniho jezirka vylil kyanid o objemu v. Urcete mnozstvi jedu
ve vsech tfech jezirkach v zavislosti na case, pfedpokladate-li, Ze se v kazdém jezirku jed okamzité
dokonale rozmicha a Ze se voda nikde nehromadji, tj. z kazdého jezirka odtéka tolik, kolik pritéka.

II | Crusher. N¢kdy je potfeba zjistit, jaky tlak vyviji plyny pfi néjakém vybuchu. Takovy stary

dobry zpiisob, jak to zméfit, spociva v nasledujicim: vybuch se provede v néjaké pancéfované komore
s pistem, ktery tésn¢ naléha na médény valecek, tak feceny crusher. Tento valecek opét z druhé strany
tésne priléha k néjaké dokonale tvrdé zdi. Tlak vybuchu p pak zatlaci na pist, jenz zabira ve sténé komo-
ry plochu S, a ten stlaci crusher o néjakou délku x; ovsem crusher tomu klade odpor silou R = R + kx,
kde R, a k jsou konstanty. Po vybuchu se crusher vyjme a zméfi se, o kolik se stlacil. Jak z toho spocitate
tlak p zptsobeny vybuchem? Tento tlak povazujte za konstantni, zménu objemu komory pfi posunu
pistu zanedbejte.
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12 | PruzZina. Mame pruzinu, ktera je v roviné jednim koncem pridélana k poc¢atku a na druhém

konci je pfidéldna ¢4stice. Castici natdhneme do bodu (x,, o) a vy$leme ji rychlosti v, ve svislém sméru.
Jak se bude ¢astice pohybovat?

13 | Pohybvelektromagnetickém poli. Céstice s ndbojem g leti v roviné xy rychlosti v = (v, v))-

Intensita elektrického pole je E ve sméru osy y a magneticka indukce je B ve sméru osy z. Na ¢astici pu-
sobi pouze Lorenzova sila F = g(E + v X B). Zjistéte, jak se v tomto poli ¢astice pohybuje.

14 | Soustava oscilatord. Méjme na pfimce hmotné body o hmotnostech m,, m,, ..., m,,. Kazdé

dva body x;, a x; jsou spojeny pruzinou tuhosti K. (V pripadé¢, ze body spojeny nejsou, lze pro n¢ prosté
klast K = o.) Zapiste pohybové rovnice tohoto systému a zkuste néco rict o obecném feseni. Co kdyz
za¢neme cloumat kazdym bodem x;, néjakou silou 4, cos wt (4, = const.)?



