VySetfeni prubchu funkce

I | Uvazme funkci f(x) = 3x — x3. Pro tuto funkci zodpovézte nasledujici otdzky:

I. Kde je definovana? 2. Je suda, licha, nebo ani jedno? 3. Je periodicka?

4. Kde jsou kofeny (tj. kde se funkce rovna nule)? Kde nabyva kladnych a kde zapornych hodnot?
(Ndpovéda: mezi dvéma kofeny je funkce bud vude jen kladna, nebo vSude jen zaporna.)

s. Ma tato funkce néjakou asymptotu?

6. Spoctéte prvni derivaci. Kde ma kofeny, kde je kladnd a kde zaporna? Z toho zjistéte, kde f(x) roste,
kde klesa a kde ma extrémy.

7. Spoctéte druhou derivaci. Kde ma koreny, kde je kladna a kde ziporna? Z toho zjistéte, kde je kon-
vexni, kde konkavni a kde jsou inflexni body.

8. Spocitejte funk¢ni hodnoty ve vech dilezitych bodech (extrémech, inflexnich bodech atd.)

9. S pomoci vsech téchto informaci nacrtnéte graf.

Tomuto procesu se fika vysetreni pribéhu funkce.

2 | Vysetfete prabeh nasledujicich funket:

_ 2
Lsinx+cos”x; 2.3 3x—arctgx; 4.€” ;5 s.(x—3)}VX; 6. lnTx; 7.50(c+ 3).

Slovni tlohy na extrémy

I | Mame ctvercovy kus plechu o strané 4, z néhoz chceme udélat hranatou nadobu. V rozich

odfezeme ctyri ctverecky, nacez ¢tyfi postranni ¢asti ohneme nahoru a spojime. Jak vysokou mame
nadobu udélat, chceme-li, aby méla co nejvétsi objem?

2 | Zvalcového kmene chceme vytesat tram obdélného prafezu tak, aby mél co nejvetsi nosnost.

Jaky ma byt pomér stran, je-1i nosnost umeérna soucinu sifky a ¢tverce vysky tramu?

3 | Jaky tvar ma mit kvadrovy bazén s ctvercovym dnem, aby se pfi zadaném objemu spotfebovalo

co nejmén¢ materialu na vyzdéni dna a stén?
4 | Jaky tvar ma mit valec, aby mél pfi zadaném objemu co nejmensi povrch?

§ | Jakou nejvétsi cast plochy pulkruhu muze zabirat obdélnik, ktery je do néj vepsan?

6 | Do jaké vysky mame povésit lampu nad stfed kruhového stolu o poloméru 1, chceme-li, aby
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byla na kraji stolu co mozna nejvétsi intensita osvétleni? Intensita je v kazdém bodé stolu rovna — 2 ,

kde ¢ je ihel mezi dopadajicimi paprsky a deskou stolu, 7 je vzdalenost daného bodu od lampy a & je
konstanta imeérnosti.
7 Z kruhu o poloméru 1 vyfizneme vysec se stfedovym thlem ¢ a rovné ¢asti slepime k sobé,

takze vznikne kornout. Jaky ma byt stredovy ahel, aby byl objem vysledného kornoutu co nejvétsi?
(Nidpovéda: Vyse¢ ma obvod @ (nepocitame-li ¢asti, které se pozdéji slepi). Z tohoto obvodu se po sle-
peni stane obvod podstavy kuzele.)

8 | Zesilnice o $ifce a odbocuje pod pravym thlem mensi silnicka o sifce b. Jaka je nejvétsi délka

vozidla, které se na odbocce dokaze vytocit, aniz by opustilo vozovku?

O | M¢jme Zeleznici vedouci ze severu na jih, ktera konc¢iv Horni Dolni. O kus dal je fabrika, ktera

je od Zeleznice vzdalena o 4 kilometri a je o b kilometru severnéji nez Horni Dolni. Pod jakym thlem
mame z fabriky postavit pripojku k Zeleznici, pokud chceme, aby pfeprava z fabriky do Horni Dolni
sla co nejlevnéji? Preprava po pripojce stoji p zlatakl za kilometr, po pivodni Zeleznici g zlatakd na

kilometr (p > g).



Taylorova fada

Pro pripomenuti nabizim Taylorav vzorec:

Fle+h) = £x) + Z#h

Takto ziskané nekonecné rady maji casto smysl jen pro nékteré hodnoty . Obory platnosti téchto
fad vzdycky uvadim v zavorce, ale to nemusite dokazovat (to Vas ¢eka az za dva semestry).

I | Rozvinte funkei (1 + x)” v nekoneénou fadu kolem bodu x = o (x| < 1, « je libovolné redlné

¢islo).
2 | Rozvinte funkci € v nekoneénou fadu kolem bodu x = o (x € R). Pak ji rozvinte v fadu

kolem bodu x = 4, kde a je jakékoli realné cislo.
3 | Rozvinite funkce sin x a cos x v nekonecné fady kolem bodu x = o (x € R).

4 | Rozvinte funkci In(1 + x) v nekone¢nou fadu kolem bodu x = o (x| < 1).

s | Rozvifite tg x do fady (az do x?) bez pouziti Taylorova rozvoje takto: feknéme, ze tg x = a, +

+ ax + a,x” + a,x* + -, kde a,, atd. jsou koeficienty, které zatim nezname. Jelikoz plati sin x =
= cos x tg x, plati také

x> x
— 2 3
x— 2+ =(d,tax + ax’ +ax +---)(1—7+---).

Roznasobenim soucinu vpravo a porovnanim jednotlivych mocnin zjistéte hodnoty neznamych ko-
eficientli ;. Tim dostanete zacatek rozvoje tangenty.

L’Hospitalovo pravidlo

I | Reknéme, Ze mam dvé linedrn{ funkce a(x — x,) a b(x — x,), které obé prochdzeji v bodé x,

a(x — x,)

blx — %)’

2 | Reknéme, Ze mam jakékoli dvé funkce f(x) a g(x), které maji v bodé x, der1vac1 a prochazeji

nulou. Naértnéte schematicky obrazek néjakych dvou takovych funkei. Spoctéte | hm

tam nulou. Pouzijte diferencial k tomu, abyste v okoli x_ nahradili f(x) a g(x) kousky usecek. Jaké jsou
(x
$5%, £(3)°
3 | Kdyby bylo lim f(x) = oca lim g(x) = oo, pfedchozi ptistup nebude pfimo fungovat, ale
f

muzeme to obejit. Pokud bychom méli zase pocitat lim - = L, mizZeme prepsat zlomek pod limitou
X%, &

smeérnice téchto tsecek? Pomoci predchozi Glohy zjistéte, jak l1ze zapsat limitu lim

jako % a pouzit pfedchozi pravidlo. Ud¢lejte to a ze ziskaného vztahu vyjadrete L.

4 Spoctéte limitu xh_r)go m% bez pomoci l’Hospitalova pravidla. Pak to zkuste s nim. Co do-

stanete? (Zavér: pokud po I'Hospitalovi limita neexistuje, znamena to, Ze se ’Hospital rozbil, ne ze
puvodni limita neexistuje.

§ | Vypoctéte nasledujici limity (ne vZdy jde "'Hospital pouZit hned):

L lim ———— 2. limxlnx; 3. 11m x" 4. lim InxIn(1 —x); 5. lim

In sin ax ( I I )
#0 In sin bx x—0 x—ot X1 o

x e —1/



Véty o stfedni hodnoté

Zatneme Weierstrassovou vétou: Je-li funkce spojita na intervalu (a; b), znamena to, Ze na tom-
to intervalu nabyva minimalni i maximalni hodnoty a vSech hodnot mezi nimi.

1 | Dokazte, ze v nékterém okamziku Vaseho zivota jste méfili prave jeden metr (za predpokladu,

v

ze Vase vyska je spojitou funkci ¢asu).

2 | Kdyz se narodil mij mladsi bratr, byl o dost mensi nez ja. Ted je ale vyssi nez ja. Dokazte, ze

v nékterém okamziku jsme byli stejné vysoci. (Napovéda: zkuste pouzit Weierstrassovu vétu na rozdil
nasich vysek.)

3 | Funkce f(x) md v bodech a4 a b hodnotu o a viude mezi témito body md spojitou derivaci.

1. Pomoci Weierstrassovy vety ukazte, ze pokud je nékde mezi body 4 a b derivace f(x) kladna a nékde
jinde je zaporna, pak musi na tomto intervalu byt nékde i nulova.

2. Vysvétlete, proc je nemozné, aby f(x) meéla vsude v tomto intervalu kladnou derivaci (nebo vude
zapornou). Vyuzijte toho, ze je f(a) = f(b) = o.

3. Z toho vydedukuijte, ze nékde mezi body 4 a b musi byt f(x) = o. Tomu se ¥ika ‘Rolleova véta.
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4. Nakreslete si obrazky par takovych funkci a vyznacte body, kde je f* (x) = o. Presvédcte se, ze Rolle-
ova véta vlastné znamena, ze v tomto pripade existuje bod, kde je tecna k funkci rovnobézna s pfrimkou
spojujici oba krajni body.

4 Bézec se cvici v béhu na primé draze tak, Ze bézi ze startu do cile a pak zase zpatky. Dokazte,

ze pokud je jeho rychlost spojita, musela byt v néjakém okamziku nulova.

§ | Naobrazcich z bodu 3 se nic nezméni, kdyZ je rizné posuneme a natocime — vzdycky bude

nckde existovat bod, v némz tecna k funkci bude rovnobézna se spojnici obou krajnich bodi. Méjme
tedy jakoukoli funkeci f(x) se spojitou derivaci na intervalu (a; b) (na kraji nemusi byt nulové hodnoty).
1. Néco od té funkce odectéte tak, aby vysledek mél v bodé¢ 4 nulovou hodnotu.

2. Odectéte jesté néjakou linearni funkci tak, aby mél vysledek nulovou hodnotu taky v bodé b.

3. Na funkci, ktera vznikne timto od¢itanim, pouzijte Rolleovu vétu. Dostanete Lagrangeovu vétu.

6 | Dokazte, ze na rovniku jsou dva takové body presné naproti sobé, v nichz je stejna teplota.

Hledani tecen

I | Asivite, ze y = kx + c je rovnice primKky a ze Cislu x se fika smérnice této pfimky. Napiste,

jak by y}fpadavlfl rovnice p,rlmk.y, ktera ma smeérnici k a prochazi bodem [x,; ¥, ]. (Ndpovéda: pokud ten
bod lezi na pfimce, musi splnit rovnici. Vyjadrete z toho konstantu c.

2 | Méjme funkei y(x) = xsin x.
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1. Zjistéte hodnotu této funkce vbodé x = Z. 2. Zjistéte smérnici te¢ny k = Ey v témze bode¢.
3. Dosadte tyto idaje do rovnice odvozené v predchozim bodé. Tim jste ziskali rovnici tecny k této
funkci v bodé 7/2.

3 | Naleznéte rovnici tecny pro nasledujici funkee:

L.y=x"—x+1vbodéx =1 2.y=arctgxvbodéx=,3; 3.y=¢€"+e “vbodéx =1

4 | Pod jakym thlem se protinaji nasledujici kfivky?

I.yzsinxay:cosx; z.yzxzax :}/2.
2

s | Ukazte, Ze hyperboly x* —y* = aaxy = btvoti ortogondlni sit, tedy jakdkoli hyperbola

z prvni mnoziny protina jakoukoli hyperbolu z druhé mnoziny pod pravym thlem.



