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V této kapitole zavedeme pojem inverzni matice k dané
Ctvercové matici a dame jej do souvislosti s pojmem inverzniho
linearniho zobrazeni.
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V této kapitole zavedeme pojem inverzni matice k dané
Ctvercové matici a dame jej do souvislosti s pojmem inverzniho
linearniho zobrazeni.

Dale se nauCime pocitat inverzni matice a matice pfechodu
z jedné soufadné baze do druhé.

Nakonec prozkoumame vliv zmény baze na matici linearniho
zobrazeni. Jako aplikaci predvedeme skeletni rozklad matice.

Prednaska zacne pojmem hodnosti matice, ktery nam umozni
rozhodnout o existenci inverzni matice.

V celé kapitole K oznaCuje pevné téleso, m, n, p jsou kladna
cela Cisla.
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Hodnost matice |

V této Casti je potfebné rozliSovat mezi vektorovymi prostory
radkovych resp. sloupcovych vektor(. Prostor fadkovych

vektorti budeme znagit K'*" a prostor sloupcovych vektorti
Kn><1'




Abstrakt
Hodnost matice Definice Vlastnosti

Hodnost matice |l

ri(A) € K" oznatuje i-ty fadek a sj(A) € K™ j-ty sloupec
matice A = (&j)mxn-
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ri(A) € K" oznatuje i-ty fadek a sj(A) € K™ j-ty sloupec
matice A = (&j)mxn-

Tuto matici mdzeme zapsat blokové jako
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Radkovou hodnosti h,(A) matice A nazyvame dimenzi
linearniho podprostoru vektorového prostoru K"
generovaného fadky matice A.
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Radkovou hodnosti h,(A) matice A nazyvame dimenzi
linearniho podprostoru vektorového prostoru K"
generovaného fadky matice A.

Podobné, sloupcovou hodnosti hs(A) matice A nazyvame
dimenzi linearniho podprostoru vektorového prostoru K™
generovaného sloupci matice A.

Tedy

h(A) = dim[t;(A), r2(A), ..., rm(A)],
hs(A) = dim[s1(A),S(A), ..., Sn(A)].
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Oznadme ¢ : K™1 — K™ linearni zobrazeni dané predpisem
o(x)=A-xprox e K™,
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Hodnost matice IV

Oznadme ¢ : K™1 — K™ linearni zobrazeni dané predpisem
o(x)=A-xprox e K™,

Hodnosti linedrniho zobrazeni ¢ nazyvame dimenzi jeho
obrazu, t.|. h(y) = dim Ime.

Ztejme plati h(y) = hs(A), protoze linearni podprostor
Imp C K™ je generovany sloupci matice A.
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Hodnost matice V

Necht A € KM*",

(a) Necht matice B vznikne z matice A provedenim jedné
elementarni fadkové operace (ERO). Pak
[r1(A),r2(A),. ... Fm(A)] = [r1(B).r2(B), ..., Fm(B)].
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Hodnost matice V

Necht A € KM*",

(a) Necht matice B vznikne z matice A provedenim jedné
elementarni fadkové operace (ERO). Pak
[r1(A),r2(A),. ... Fm(A)] = [r1(B).r2(B), ..., Fm(B)].

(b) Necht matice C vznikne z matice A vykonanim jedné
elementarni sloupcové operace (ESO). Pak
[s1(A),s2(A), - .., sn(A)] = [s1(C),s2(C), ..., sn(C)].
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Ly
0

1~ (m-r)xn

Redukovany stupnovity tvar
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Hodnost matice VII

Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).
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Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).

Spole¢nou hodnotu fadkové a sloupcové hodnosti budeme nyni
znacit h(A) a nazyvat hodnosti matice A.
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Spole¢nou hodnotu fadkové a sloupcové hodnosti budeme nyni
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Hodnost matice VII

Pro kaZdou matici A € K™*" plati h,(A) = hs(A).

Spole¢nou hodnotu fadkové a sloupcové hodnosti budeme nyni
znacit h(A) a nazyvat hodnosti matice A.

Ziejmeé pro A € K™ je h(A) < min(m, n).

Necht A € K™<". Potom h(A) = h(AT).
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Hodnost matice VIII

Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takova, Ze sj(A) = u; pro1 <j < n.
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Hodnost matice VIII

Tvrzeni 1.4

Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takova, Ze sj(A) = u; pro1 <j < n.

Potom

(a) uy,...,u, jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
h(A) = n;
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Hodnost matice VIII

Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takova, Ze sj(A) = u; pro1 <j < n.
Potom
(a) uy,...,u, jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
h(A) = n;

(b) [uy,...,uy] = K™ praveé tehdy, kdyZz h(A) = m.
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Hodnost matice VIII

Necht' uy, ..., u, € K™ jsou libovolné vektory a A € K™ je
matice takova, Ze sj(A) = u; pro1 <j < n.
Potom
(a) uy,...,u, jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz
h(A) = n;

(b) [uy,...,uy] = K™ praveé tehdy, kdyZz h(A) = m.

Pripad (a) mlze nastat tehdy, kdyZz n < m; naopak, (b) muze
nastat jediné za predpokladu m < n.
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Necht A € K™<" B e K"™P_ Potom
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Hodnost matice IX

Necht A € K™<" B e K"™P_ Potom

h(A - B) < min(h(A), h(B)).
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Necht A € K™ t.j. A je Etvercova matice typu n x n.
Inverzni matici k matici A rozumime matici B € K< tak, ze

A-B=1,=B-A
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Necht A € K™ t.j. A je tvercova matice typu n x n.
Inverzni matici k matici A rozumime matici B € K< tak, ze

A-B=1,=B-A

Ztejmé k dané Ctvercové matici A existuje nanejvys jedna
inverzni matice.
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Necht A € K™ t.j. A je tvercova matice typu n x n.
Inverzni matici k matici A rozumime matici B € K< tak, ze

A-B=1,=B-A

Ztejmé k dané Ctvercové matici A existuje nanejvys jedna
inverzni matice.

Tuto jednoznacné uréenou matici (pokud existuje) budeme
znagit A",
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Véta 2.1

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K a
dimU = dimV = n.
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Véta 2.1

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K a
dimU = dimV = n.

Necht dale o, B jsou néjaké baze v U, resp. ve V a A = (¢)a s
je matice linearniho zobrazeni ¢ : V — U vzhledem na baze (3,
.
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Véta 2.1
Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K a
dimU = dimV = n.

Necht dale o, B jsou néjaké baze v U, resp. ve V a A = (¢)a s
je matice linearniho zobrazeni ¢ : V — U vzhledem na baze (3,
.

Potom k matici A existuje inverzni matice A~" préavé tehdy, kdyz
k zobrazeni ¢ existuje inverzni zobrazeni o=

V tomto pfipadé A~ je matici linearniho zobrazeni
o~ 1': U— V vzhledem na béze o, 3, t.j.
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Véta 2.1

Necht U, V jsou vektorové prostory nad télesem K a
dimU = dimV = n.

Necht dale o, B jsou néjaké baze v U, resp. ve V a A = (¢)a s
je matice linearniho zobrazeni ¢ : V — U vzhledem na baze (3,
.

Potom k matici A existuje inverzni matice A~" préavé tehdy, kdyz
k zobrazeni ¢ existuje inverzni zobrazeni o=

V tomto pfipadé A~ je matici linearniho zobrazeni
o~ 1': U— V vzhledem na béze o, 3, t.j.

A = (D)ap) " = (¢ g
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Regularni matice |

Rikame, Ze &tvercova matice A € K™ " je reguldrni, pokud k ni
existuje inverzni matice A~'; v opaéném ptipadé A je
singularni.
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Regularni matice |

Rikame, Ze &tvercova matice A € K™ " je reguldrni, pokud k ni
existuje inverzni matice A~'; v opaéném ptipadé A je
singularni.

Matice A € K" je regularni pravé tehdy, kdyz h(A) = n.
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Regularni matice

Regularni matice |

Rikame, Ze &tvercova matice A € K™ " je reguldrni, pokud k ni
existuje inverzni matice A~'; v opaéném ptipadé A je
singularni.

Matice A € K" je regularni pravé tehdy, kdyz h(A) = n.

Pro libovolné A, B € K™ plati A - B = |, prave tehdy, kdyz
B-A=1I,.




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice
Realizace ERO

Regularni matice |l

Krl Kn Kn Kn Kn



Regularita Vypocet inverze

Regularni matice
Realizace ERO

Regularni matice |l

Krl Kn Q:A(i), Kn Kn Kn



Regularita Vypocet inverze

Regularni matice
Realizace ERO

Regularni matice |l

Krl Kn Kn : ) Kn Kn




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice
Realizace ERO

Regularni matice |l

Krl Kn Kn Kn Kn




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice
Realizace ERO

Regularni matice |l

Krl Kn Kn Kn i Kn




Regularni matice
Realizace ERO

Regularni matice |l

Kn Kn Kn Kn : Kn

\(@Ow)wrpoww):w\

Regularita Vypocet inverze



Regularni matice
Realizace ERO

Regularni matice |l

\(@Ow)wrpoww):w\

Regularita Vypocet inverze



Regularni matice
Realizace ERO

Regularni matice |l

\(@Ow)w:w(ww):s@\

Regularita Vypocet inverze



Regularni matice
Realizace ERO

Regularni matice |l

\(@Ow)w:w(ww):s@\

Regularita Vypocet inverze



Regularita Vypocet inverze

Regularni matice
Realizace ERO

Regularni matice |l

\(@Ow)w:w(ww):s@\




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice
9 Realizace ERO

Regularni matice Il

Necht A, B € K™ jsou regularni matice.
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Regularni matice Il

Necht A, B € K™ jsou regularni matice.

Potom i matice A=', A- B a A” jsou reguldrni a plati:
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Regularni matice
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Regularni matice Il

Necht A, B € K™ jsou regularni matice.

Potom i matice A=', A- B a A” jsou reguldrni a plati:

(A7) = A,




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice
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Regularni matice Il

Necht A, B € K™ jsou regularni matice.

Potom i matice A=', A- B a A” jsou reguldrni a plati:
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Regularni matice Il

Necht A, B € K™ jsou regularni matice.

Potom i matice A=', A- B a A” jsou reguldrni a plati:
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Necht A € K™*1,
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Necht A € K™%,
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Realizace ERO a ESO |

Necht A € K™%,

(a) Necht B e K™ vznikne z A provedenim jedné ERO.
Oznacme E matici, ktera vznikne z matice |, provedenim
stejné ERO. Potom B = E - A.
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Realizace ERO a ESO |

Necht A € K™%,

(a) Necht B e K™ vznikne z A provedenim jedné ERO.
Oznacme E matici, ktera vznikne z matice |, provedenim
stejné ERO. Potom B = E - A.

(b) Necht C e K™" vznikne z A provedenim jedné ESQO.
Oznacme F matici, ktera vznikne z matice 1, provedenim
stejné ESO. PotomC = A - F.
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Realizace ERO a ESO |l

Ctvercové matice E € K™", které vzniknou z jednotkové
matice I, provedenim jediné ERO nebo ESO, nazyvame
elementarni matice.
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Realizace ERO a ESO |l

Ctvercové matice E € K™", které vzniknou z jednotkové
matice I, provedenim jediné ERO nebo ESO, nazyvame
elementarni matice.

Libovolnou ERO (ESO) na matici A mizeme realizovat
vynasobenim matice A vhodnou elementarni matici E (F) zleva
(zprava).
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Vypocet inverzni matice |

Navod na vypocet inverzni matice k dané Ctvercové matici
A c Kn><n.

(A1) 559 (1,1 A1),
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Navod na vypocet inverzni matice k dané Ctvercové matici
A e KM™n:

(A1) EB9 (1,1 A1),

Necht A € K™" aEq,Ey, ..., Ex € K™ jsou elementarni

matice tak, Ze Ex - ... - Es-Eq - A =I,.
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Vypocet inverzni matice |

Navod na vypocet inverzni matice k dané Ctvercové matici
A e KM™n:

(A1) EB9 (1,1 A1),

Necht A € K™" aEq,Ey, ..., Ex € K™ jsou elementarni

matice tak, Ze Ex - ... - Es-Eq - A =I,.
PotomA~' =Eg-...-E;-E;.
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K stejnému cili vede téz postup reprezentovany schématem:

=)
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Vypocet inverzni matice Il

K stejnému cili vede téz postup reprezentovany schématem:

=)

Matice A € K"<"je regularni pravé tehdy, kdyZz ji muZeme
rozloZit na soucin A = E; - ... - Ex kone¢ného poctu
elementarnich maticE,, ..., Ex € K™
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Pro libovolné A, B € K™*" plati:
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Regularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice

Pro libovolné A, B € K™*" plati:

(a) A je radkove ekvivalentni s B prave tehdy, kdyz existuje
regularni matice P ¢ K<™ tak, Ze A =P - B;




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice

Pro libovolné A, B € K™*" plati:

(a) A je radkove ekvivalentni s B prave tehdy, kdyz existuje
regularni matice P ¢ K<™ tak, Ze A =P - B;

(b) A je sloupcoveé ekvivalentni s B prave tehdy, kdyZ existuje
regularni matice Q € K" tak, Ze A =B - Q.




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice IV

Necht A € K™ P ¢ K™M Qe K™", pficemZ P, Q jsou
regularni matice.




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice IV

Necht A € K™ P ¢ K™M Qe K™", pficemZ P, Q jsou
regularni matice.

Potom
h(A)=h(P-A)=h(A-Q)=h(P-A-Q).




Regularita Vypocet inverze

Regularni i
egularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice V

Nasobeni libovolné matice vhodného rozméru matici A~
(pokud existuje) zleva resp. zprava




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice V

Nasobeni libovolné matice vhodného rozméru matici A~
(pokud existuje) zleva resp. zprava

Bud A € K™ regularnia B € K™™ C e K™ libovolné.




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice V

Nasobeni libovolné matice vhodného rozméru matici A~
(pokud existuje) zleva resp. zprava

Bud A € K™ regularnia B € K™™ C e K™ libovolné.

Pak

aB)EF9 (1,|A " B)




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice V

Nasobeni libovolné matice vhodného rozméru matici A~
(pokud existuje) zleva resp. zprava

Bud A € K™ regularnia B € K™™ C e K™ libovolné.

Pak

aB)EF9 (1,|A " B)

() (ca)




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice VI

Reseni soustavy linearnich rovnic




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice VI

Reseni soustavy linearnich rovnic

(Alb) =°9 (B|c),




Regularita Vypocet inverze

Regularni matice Realizace ERO

Vypocet inverzni matice VI

Reseni soustavy linearnich rovnic

(Alb) =°9 (B|c),

které ma pro regularni A € K™ tvar

(Ab) ER9 1,1a1 . ).



Regularita Vypocet inverze
Realizace ERO

Regularni matice

Vypocet inverzni matice VII

Necht A € K™" b e K". Je-li A regularni, tak soustava
A - x =b m4 jediné fesenix = A~" - b.




Matice pfechodu

Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

@ Vlastnosti matice
prechodu

@ Vypocet matice
prechodu

@ Matice linearniho
zobrazeni

@ Matice linearniho
zobrazeni vzhledem na

@ Matice prechodu razné baze
@ Definice matice
pfechodu



Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice prechodu |

Necht V je vektorovy prostor nad télesem K a
a = (uy,...,Up), B=(vq,...,Vp) jsou jeho dvé baze.

Matici prechodu z baze 3 do baze o nazyvame matici
identického zobrazeni idy : V — V vzhledem na bazi 3, «,
kterou znacime P, g. Tedy




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,

t.j. 8j(Pa,g) = (Vj))a pro1 <j < n.




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,

t.j. 8j(Pa,g) = (Vj))a pro1 <j < n.

Tedy




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice prechodu Il

Sloupce matice pfechodu P, g jsou tvofeny soufadnicemi
vektorll baze 3 vzhledem na bazi «,

t.j. 8j(Pa,g) = (Vj))a pro1 <j < n.

Tedy

a tato matice je jednoznacné uréena podminkou transformace
soufadnic

(X)a = Pas - (X)s
pro libovolné x € V.



Matice prechodu
P Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice pfechodu I

Pokud do rovnosti X = a - (X),, budeme za x postupné
dosazovat vektory vy,..., v, bazi 8, s vyuzitim vztahu pro
sloupce soucinu matic dostaneme




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice pfechodu I

Pokud do rovnosti X = a - (X),, budeme za x postupné
dosazovat vektory vy,..., v, bazi 8, s vyuzitim vztahu pro
sloupce soucinu matic dostaneme

Vi=a: (Vj)a = a-Sj(Pag) =sj(ca-Pap)

pro kazdé 1 <j < n.




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Definice matice pfechodu I

Pokud do rovnosti X = a - (X),, budeme za x postupné
dosazovat vektory vy,..., v, bazi 8, s vyuzitim vztahu pro
sloupce soucinu matic dostaneme

Vi=a: (Vj)a = a-Sj(Pag) =sj(ca-Pap)
pro kazdé 1 <j < n.
Tedy

a-Paﬂ :,3.




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |

Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |

Tvrzeni 4.1
Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |

Tvrzeni 4.1
Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) P = (idy)q,g, t.J. P je matice pfechodu z baze 3 do baze
a;




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |

Tvrzeni 4.1

Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) P = (idy)q,g, t.J. P je matice pfechodu z baze 3 do baze
a;

(i) (X)a =P - (X)g pro kazdéx e V;




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |

Necht a, 3 jsou baze n-rozmérného vektorového prostoru V
nad télesem K.

Potom pro libovolnou matici P € K" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) P = (idy)q,g, t.J. P je matice pfechodu z baze 3 do baze
a;

(i) (X)a =P - (X)g pro kazdéx e V;
(iii) o -P = p.




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |l

Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad télesem K.




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |l

Tvrzeni 4.2

Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad télesem K.

Potom

Pa,cx = Ina




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |l

Tvrzeni 4.2

Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad télesem K.

Potom

Pa,cx = Ina

Psa =Pag ',




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |l

Tvrzeni 4.2

Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad télesem K.

Potom

Pa,cx = Ina
Psa=Pas

Pa,ﬁ : Pﬁn = Pow-




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |l

Tvrzeni 4.2

Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad télesem K.

Potom
Pa,cx = Ina

Psa =Pag ',

Pap - Psy =Pasy

Z druhe z uvedenych podminek vidime, Ze matice pfechodu
P..3 je vZdy regularni.



Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu |l

Tvrzeni 4.2

Necht «, 3, ~ jsou baze konecné rozmérného vektorového
prostoru V nad télesem K.

Potom
Pa,cx = Ina

Psa =Pag ',

Pa,ﬁ : Pﬁn = Pa,‘y-

Z druhe z uvedenych podminek vidime, Ze matice pfechodu
P..3 je vZdy regularni.

Naopak, kazda regularni matice P € K™= je matici pfechodu
mezi vhodnou dvojici bazi.



Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu I

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu I

Tvrzeni 4.3

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht a = (uy,...,up) je néjaka baze ve V. PoloZme
vi=a-sj(P),w;j=a-sj(P ") pro1<j<n,adile

B=(Vi,...,Vp) =P,




Mati fechod )
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu I

Tvrzeni 4.3

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht a = (uy,...,up) je néjaka baze ve V. PoloZme
vi=a-sj(P),w;j=a-sj(P ") pro1<j<n,adile

B=(vy,....Vp)=a-P, vy =(Wy,...,W,) =a- P71




Matice prechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu I

Tvrzeni 4.3

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht a = (uy,...,up) je néjaka baze ve V. PoloZme
vi=a-sj(P),w;j=a-sj(P ") pro1<j<n,adile

B=(vy,....Vp)=a-P, vy =(Wy,...,W,) =a- P71

Potom P je matici prechodu z baze 3 do baze « a zaroven
zZ baze o do baze ~,

v




Matice prechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu I

Tvrzeni 4.3

Necht' V je n-rozmérny vektorovy prostor nad K aP € K™" je
libovolna regularni matice.

Necht a = (uy,...,up) je néjaka baze ve V. PoloZme
vi=a-sj(P),w;j=a-sj(P ") pro1<j<n,adile

B=(vy,....Vp)=a-P, vy =(Wy,...,W,) =a- P71
Potom P je matici prechodu z baze 3 do baze « a zaroven
z baze o do baze v, t. .

P=Pas=P,a.

v




Matice pfechod
atice prechocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu IV

Specialné, P je matici pfechodu z baze (s{(P),..., sp(P)) do
baze e = (eq,...,en) v K"




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu IV

Speciélné, P je matici pfechodu z baze (s1(P), ..., sn(P)) do
baze e = (eq,...,en) v K"

a taktéZ z baze ¢ do baze (s{(P™"),...,s,(P7)).




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Vlastnosti matice prechodu IV

Speciélné, P je matici pfechodu z baze (s1(P), ..., sn(P)) do
baze e = (eq,...,en) v K"

a taktéZ z baze ¢ do baze (s{(P™"),...,s,(P7)).

Necht o = (uy,...,up), B = (Vy,...,Vp) jSou dvé baze
sloupcového vektorového prostoru K". Potom Py g =a~' - 3.




Mati fechod
alce prechodl hefinice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Vypocet matice prechodu |

Navod na vypocet matice prechodu pro baze o, 3
vektorového prostoru K"




Mati fechod
alce prechodl hefinice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Vypocet matice prechodu |

Navod na vypocet matice prechodu pro baze o, 3
vektorového prostoru K"

(@]8) B9 1y |Pag) = (c|a~" - B),




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze |

Necht Vi, Vs jsou kone¢né rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, ¢ : Vi — V> je linearni zobrazeni, oy, 31 jsou dvé
baze prostoru Vi a a, B2 jsou dvé baze prostoru V.




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze |

Necht V;, Vs jsou kone¢né rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, ¢ : Vi — V> je linearni zobrazeni, oy, (31 jsou dvé
baze prostoru V a aw, B2 jsou dvé baze prostoru V.




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze |

Véta 4.6

Necht V;, Vs jsou kone¢né rozmérné vektorové prostory nad
telesem K, ¢ : Vi — V> je linearni zobrazeni, oy, (31 jsou dvé
baze prostoru V a aw, B2 jsou dvé baze prostoru V.

Potom

(‘p)ﬁz,ﬁ% = Pﬁzyaz ’ (30)0427011 : Pa1 B+




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rtizné baze I

Vys$e uvedenou transformacni formuli si mizeme zapamatovat
pomoci nasledujiciho diagramu:

A
(Vi, 1) — (Vo,2)

Pa1 B Pﬁz ;00

(V1,ﬁ1)£'(V27ﬂ2)




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze lll

Priklad 4.7

Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze lll

Priklad 4.7

Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.

Oznacme A = (¢)a.8, M = ()c(m (n Matice zobrazeni ¢

vzhledem k bazim 3, o resp. vzhledem ke kanonickym bazim
(n) g(m)
e, e 5




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze lll

Priklad 4.7

Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.

Oznacme A = (¢)a.8, M = ()c(m (n Matice zobrazeni ¢

vzhledem k bazim 3, o resp. vzhledem ke kanonickym bazim
(n) g(m)
e, e 5

Pak plati:

A:P 'M‘Ps(n)ws

a,e(m)




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze lll

Priklad 4.7

Necht ¢ : K" — K™ je linearni zobrazeni a o, 3 jsou néjaké
baze prostori K™ resp. K.

Oznacme A = (¢)a.8, M = ()c(m (n Matice zobrazeni ¢
vzhledem k bazim 3, o resp. vzhledem ke kanonickym bazim

g(n g(m)
Pak plati:

A=P,.m M -P.g
a

M=P.mqs A Pgcn-




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze lll

Pokud ztotoznime kaZdou bazi s regularni matici, jejiz sloupce
jsou vektory této baze, tak vySe uvedené rovnosti ziskaji tvar




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze lll

Pokud ztotoznime kaZdou bazi s regularni matici, jejiz sloupce
jsou vektory této baze, tak vySe uvedené rovnosti ziskaji tvar

Aza‘1-Im-M-I;1-B:a_1-Mﬂ,




Mati fechod
atice prechacy Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rlizné baze lll

Pokud ztotoznime kaZdou bazi s regularni matici, jejiz sloupce
jsou vektory této baze, tak vySe uvedené rovnosti ziskaji tvar

Aza‘1-Im-M-I;1-B:a_1-Mﬂ,

M=1""a-A-37" I,=a-A-37".




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rizné baze IV

Véta 4.8

Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmérny vektorovy prostor
nad télesem K.




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rizné baze IV

Véta 4.8

Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmérny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rizné baze IV

Véta 4.8

Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmérny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice stejneho linearniho zobrazeni ¢ : V — U
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;




Matice prechod
atice precnocu Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rizné baze IV

Véta 4.8

Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmérny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice stejneho linearniho zobrazeni ¢ : V — U
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;

(ii) existuji reqularni matice P € K™ ™ Q € K™" tak, Ze
B=P A -Q;




Matice prechod
atice precnocu Definice Vypocet
Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rizné baze IV

Véta 4.8

Necht U je m-rozmérny a V je n-rozmérny vektorovy prostor
nad télesem K.

Potom pro libovolné matice A, B € K™*" jsou nasledujici
podminky ekvivalentni:

(i) A, B jsou matice stejneho linearniho zobrazeni ¢ : V — U
vzhledem na néjaké dvé dvojice bazi prostori U, V;

(ii) existuji reqularni matice P € K™ ™ Q € K™" tak, Ze
B=P A -Q;

(iii) h(A) = h(B).




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rdzné baze V

Véta 4.9

Pro kazdé linearni zobrazeni o : V — U mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad telesem K muZeme
zvolit bazi 8 prostoru V a bazi o prostoru U tak, Ze




Mati fechod
atice precnocu Definice Vypocet

Vlastnosti Zobrazeni

Matice LZ vzhledem na rdzné baze V

Véta 4.9

Pro kazdé linearni zobrazeni o : V — U mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad telesem K muZeme
zvolit bazi 8 prostoru V a bazi o prostoru U tak, Ze

» ma vzhledem k bazim 3, o matici v blokovém tvaru

(e = < In Onn—n > ’

Om—nh Om_nhn-n
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Véta 4.9

Pro kazdé linearni zobrazeni o : V — U mezi kone¢né
rozmérnymi vektorovymi prostory nad telesem K muZeme
zvolit bazi 8 prostoru V a bazi o prostoru U tak, Ze

» ma vzhledem k bazim 3, o matici v blokovém tvaru

(©)es = < In Onn—n > ’
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kde n = dimV, m = dimU a h = h(y).
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KaZzdy sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupcu
matice B.
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UvaZzme matici A typu m x n hodnosti r > 1 nad télesem K.
NapiSme néjakou bazi podprostoru /ImA prostoru K™ do
sloupct matice B.

KaZzdy sloupec a; matice A je linearni kombinaci sloupcu
matice B.

Plati tedy a; = Bc; pro néjaky vektor ¢; € K'.
Oznacime-litedy C = (¢1] ... |cn), mame rozklad A = BC, kde
B je matice typu m x r a C je matice typu r x n.

Takovému rozkladu fikame skeletni rozklad.

Za sloupce matice B mUzeme vzit bazoveé sloupce matice A,
tj. ty sloupce matice A uréené vedoucimi prvky matice radkovée
ekvivalentni s matici A, ktera je v (redukovaném) stupnovitém
tvaru.
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Skeletni rozklad se hodi pro ukladani matic nizkych hodnosti a
pocitani s nimi.

Libovolna matice A typu m x n nad télesem K s hodnosti r > 1
je rovna soucinu A = BC, kde B je matice typu m x r tvofena
bazovymi sloupci matice A (v poradi v jakém se vyskytuji v A) a
C je matice typu r x n tvofena nenulovymi radky v
redukovaném stupriovitém tvaru D matice A.
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Skeletni rozklad se hodi pro ukladani matic nizkych hodnosti a
pocitani s nimi.

Libovolna matice A typu m x n nad télesem K s hodnosti r > 1
je rovna soucinu A = BC, kde B je matice typu m x r tvofena
bazovymi sloupci matice A (v poradi v jakém se vyskytuji v A) a
C je matice typu r x n tvofena nenulovymi radky v
redukovaném stupriovitém tvaru D matice A.

Pro kaZdou matici A existuje pravé jedna matice J v
redukovaném stupriovitém tvaru takova, Ze J Ize ziskat z A
elementarnimi fadkovymi dpravami.

i =i = = =




Inverzni matice Matice pfechodu
Regularni matice Skeletni rozklad | Definice

1 Jo J3 Ja J5 n
1 1. 20 l) 0 0o o0
2 1 = 09090
3 1'0-09
4 1 0
r=5 1 [ |
(M-r)xn
m

Redukovany stupnovity tvar
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