2 Poissonovo rozdéleni Poiss(\)

e X ...pocet udalosti, které nastanou v jednotkovém casovém intervalu, pricemz k udalostem dochézi nahodné,
jednotlivé a vzajemné nezavisle. Stfedni pocet téchto udalosti je vyjadien parametrem A > 0

e X ~ Poiss())
e =)\

pravdépodobnostni funkce

vlastnosti: E[X] = X; Var[X] = A

dpois(x, lambda), ppois(x, lambda), rpois(x, lambda)
e Data:

— Dataset 2: Délnici v tovarné

— V rdamci studie po¢tu trazu v tovarndch byl zaznamenan pocet trazu u kazdého délnika v jedné vybrané
tovarné béhem roku 1920. Celkovy pocet délniku zahrnutych do studie M = 647. Udaje ze studie jsou
uvedeny v nasledujici tabulce.

n [ o 1 2 3 4 >|[]X
Mobserved || 447 132 42 21 3 2 [ 647

— Dataset 3: Pruské armadni jednotky

— V ramci studie z roku 1898 byly zpracovavany pocty smrtelnych trazi v pruskych armadnich jednotkach
zpusobené kopnutim koném. Udaje o smrtelnych drazech po kopnuti koném by zaznamenavany po dobu
dvaceti let u deseti armadnich jednotek. Pocty urazu v kazdé jednotce za jeden rok jsou uvedeny v
ndsledujici tabulce. Rozsah ndhodného vybéru je M = 200 (10 jednotek x 20 let).

n [ 0 1 2 3 4 54| 2
Mobservea || 109 65 22 3 1 0 [ 200

Piiklad 2.1. Vypocéet ocekavanych pocetnosti za piredpokadu Poissonova modelu
Vezméte idaje z datasetu 2. Vypocitejte otekdvané pocetnosti vyskytu tirazu u délniku v tovarné za predpokladu,
ze pocetnosti drazii X maji Poissonovo rozdéleni Poiss(A) s parametrem

erlvzo NMobserved
A= = . (2.1)
Zn:O Mobserved
Reseni piikladu 2.1 R
Odhad parametru A, tj. A = 0.4652. Tabulka o¢ekdvanych pocetnosti mezpected je

n [ o 1 2 3 4 >5[ %
Mobserved | 447 132 42 21 3 2 [ 647
Megpected || 406 189 44 7 1 0 || 647




Piiklad 2.2. Overdispersion a underdispersion v Poissonové modelu

V predchozim piikladu 2.1 jsme stanovili o¢ekdvané pocetnosti vyskytu trazu u délniku v tovarné. Do jednoho grafu
zaneste nyni hodnoty pozorovanych pocetnosti mepserved & hodnoty ocekdvanych pocetnosti megzpected. Pozorované
a oCekdvané pocetnosti od sebe barevné odliste. Na zakladé vysledného grafu stanovte, zda doslo k overdisperzi
nebo underdisperzi. Zavér podlozte srovndnim rozptylu vypocitaného z pozorovanych dat s rozptylem vypocéitanym
z otekavanych dat.

Reseni piikladu 2.2
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Obréazek 1: Porovnani pozorovanych a oc¢ekavanych pocetnosti v Poissonové modelu

Oproti o¢ekdvanym pocetnostem jsou pozorované pocetnosti krajnich piipadi vyssi a naopak pozorované pocetnosti

s

nejcastéjsich pripadi (0, 1) jsou nizsi. Tato situace ukazuje na vyssi rozptyl pozorovanych pocetnosti nez oéekavanych.

Jde tedy o ........... disperzi.

Var.obs Var . exp
1 0.6919002 0.4690953

Hodnota rozptylu ziskaného z pozorovanych dat vysla 0.6919 (smérodatnd odchylka vysla 0.8318), hodnota roz-
ptylu ziskaného z o¢ekdvanych dat vysla 0.4691 (smérodatnd odchylka vysla 0.6849). Vidime, Ze hodnoty rozptyla

.....

vanych dat je pfiblizné 1.5-krat vyssi nez hodnota rozptylu vypocitaného z ocekavanych dat. *

Priklad 2.3. Graf pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova modelu

V piikladu 2.1 jsme odhadli hodnotu parametru A Poissonova rozdéleni Poiss()\) jako A = 0.4652. Nakreslete graf
pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova rozdéleni Poiss(\), kde A = 0.4652, v hodnotach = 0,1,2,3,4
axr>>b.

Reseni piikladu 2.3
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Obrézek 2: Pravdépodobnostni a distribuéni funkce Poissonova modelu *
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Piiklad 2.4. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé Poissonova modelu

Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X, uddvajici pocet irazu u délniku v tovarné, pochdzi z Poissonova rozdélent,
tj. X ~ Poiss()), s parametrem \ = 0.4652, vypocitejte pravdépodobnost, Ze u ndhodné vybraného délnika dojde
béhem jednoho roku k (a) nula traztum; (b) tfem nebo étyfem tdrazim; (c) nejvyse dvéma urazum; (d) alespon
jednomu urazu.

Reseni piikladu 2.4

a b G d
1 0.6280095 0.01176292 0.9881136 0.3719905

Pravdépodobnost, Ze u vybraného délnika nedojde béhem roku k zddnému trazu, je 62.80 %. Pravdépodobnost, Ze
u vybraného délnika dojde béhem roku k tFfem nebo étyfem trazum, je 1.18 %. Pravdépodobnost, Ze u vybraného
délnika dojde béhem roku k nejvyse dvéma trazum, je 98.81 %. Pravdépodobnost, Ze u vybraného délnika dojde
béhem roku k alespon jednomu tdrazu, je 37.20 %. *

Piiklad 2.5. Stredni hodnota a rozptyl ndhodné veli¢iny z Poissonova modelu

Za predpokladu, ze ndhodnd veli¢ina X, uddvajici pocet irazu u délnika v tovarné, pochazi z Poissonova rozdéleni,
tj. X ~ Poiss(A), s parametrem A = 0.4652, vypocitejte stfedni hodnotu E[X] a rozptyl Var[X] ndhodné veli¢iny X.
Stredni hodnotu a rozptyl porovnejte s jejich odhady vypoéitanymi na (a) zdkladé ocekdvanych dat; (b) na zdklade
pozorovanych dat (viz piiklad 2.1).

Reseni piikladu 2.5

E.X Var.X E.exp Var . exp E.obs Var . obs
1 0.4652 0.4652 0.4667697 0.4690953 0.4652241 0.6919002

Stfedni hodnota poctu trazu délnika v tovarné je 0.4652 s rozptylem 0.4652, odhad stfedni hodnoty poctu trazu
délniku v tovarné vypocitany na zdkladé ocekavanych hodnot je 0.4668 s rozptylem 0.4691. Odhad stfedni hodnoty
poctu urazu délnika v tovarné vypocitany na zdkladé pozorovanych dat je 0.4652 s rozptylem 0.6919. *

Piiklad 2.6. Simulaé¢ni studie: Soucet ndhodnych velié¢in z Poissonova modelu

Véta 1. Necht X, Xs,..., X, jsou vzajemné nezdvislé ndhodné veli¢iny pochézenici z Poissonova rozdéleni, tj.
X; ~ Poiss()\;), i = 1,...,n. Potom ndhodna velicina X = > | X; ~ Poiss(>_1" | Ai).

Na zdkladé simula¢ni studie ovéite platnost véty 1. Vygenerujte tii nezdvislé ndhodné veliciny X; ~ Poiss();), 7 = 1,
2, 3, kde Ay = 10, Ay = 20, A3 = 50. Pomoci simulaéni studie (M = 1000) ukazte, Ze Z?:l X; ~ Poiss(A1 + Az + A3).
Soucty M = 1000 ndhodnych veli¢in zobrazte pomoci histogramu (hranice t¥idicich intervalu nastavte tak, aby sitka
kazdého intervalu byla rovnd 10) a superponujte jej hodnotami pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni s pa-
rametrem A = A;+A2+A3. Hodnoty pravdépodobnostni funkce vykreslete vzdy ve stiedu kazdého tfidiciho intervalu.

Reseni piikladu 2.6
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Obrézek 3: Porovnani rozdéleni souctu Zle X, kde X; ~ Poiss();), i = 1,2, 3, s rozdélenim Poiss(A\; + A2 + A3)
*



Piiklad 2.7. Aproximace binomického modelu Poissonovym modelem
Poissonuv model Poiss(\) je limitnim pfipadem binomického modelu Bin(N, p), tj. pro N — oo, p — 0, Np — A
plati

X ~ Bin(N,p) — X ~ Poiss(A).

Odvod'te vztah aproximace binomického modelu Poissonovym rozdélenim.

Reseni piikladu 2.7

N N! N*
T(1—p)N-T = 1-pN(1—p) =
(x)p (1-p) AN —a)? A=p)"(1-p) "2
x N |
_ (NVp) 1 _Np (1fp)er”:
z! N (N —z)IN=
AI
_ A
!
. . Np\ ™ , . N!
protoze limy,x(Np)® = A%, imypa Nooo (1 - ]\?) = e, limyo(1 —p)7% = 1, limn—eo NN =
1. *

Piiklad 2.8. Aproximace binomického modelu Poissonovym modelem

Jak jsme si ukazali v ptikladu 2.7, Poissonovo rozdéleni je limitnim pfipadem binomického rozdéleni pro N — oo,
p — 0 a Np — A Pomoci simula¢ni studie ovéfime toho tvrzeni. Vygenerujte pseudondhodna ¢isla X (Getnosti
uspécht) opakovand M-krat (M = 1000) z Bin(N, p), kde N = 10 a p = 0.2. Vykreslete histogram vygenerovanych
pseudondhodnych ¢&isel a superponujte jej hodnotami ocekavanych pocetnosti za predpokladu X ~ Poiss()), kde
A=Np=5x02=1.

1. Pomoci animace ukazte, jak se s p — 0 zlepSuje aproximace binomického rozdéleni Poissonovym rozdélenim.
Hodnotu parametru N zvolte pevné N = 10 a za p dosazujte hodnoty 0.8, 0.75, 0.7, ..., 0.05.

2. Pomoci animace ukazte, jak se s N — 0o zlepSuje aproximace binomického rozdéleni Poissonovym rozdélenim.
Hodnotu parametru p zvolte pevné p = 0.2 a za hodnoty parametru N dosazujte N = 3, 4, 5, ..., 23, 24, 25,
30, 40, 50.

Reseni piikladu 2.8
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Obrézek 4: Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym rozdélenim pro p — 0
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Obrazek 5: Aproximace binomického rozdéleni Poissonovym rozdélenim pro N — oo

Priklad 2.9. Vypocet ocekavanych pocetnosti za predpokladu Poissonova modelu
Vezméte udaje z datasetu 3. Vypocitejte otekdvané pocetnosti vyskytu smrtelnych vrazu zpusobenych kopnutim
koném za piedpokladu, ze pocetnosti tirazit X maji Poissonovo rozdéleni Poiss(\) s parametrem

N
X _ Zn:O NMobserved 9.9
Py | 22)
ano Mobserved

Reseni piikladu 2.9 R
Odhad parametru A, tj. A = 0.61. Tabulka o¢ekdvanych pocetnosti mezpected je

n | 0 1 2 3 4 >5| %
Meapected || 109 66 20 4 1 0 [ 200

Piiklad 2.10. Overdispersion a underdispersion v Poissonové modelu

V predchozim piikladu 2.9 jsme stanovili oéekdvané pocetnosti vyskytu smrtelnych drazu v pruskych arm&ddnich
jednotkéch. Do jednoho grafu zaneste hodnoty pozorovanych pocetnosti mepserveq @ hodnoty oéekavanych pocetnosti
Megpected- POzOrOvané a ocekdvané pocetnosti od sebe barevné odliste. Na zdkladé vysledného grafu stanovte, zda
doslo k overdisperzi nebo underdisperzi. Zavér podlozte srovnanim rozptylu vypocitaného z pozorovanych dat s
rozptylem vypocitanym z o¢ekavanych dat.

Reseni piikladu 2.10

Z tabulky oc¢ekavanych pocetnosti a z grafu vidime, ze ocekdvané pocetnosti se od pozorovanych ptili§ nelisi. V
tomto piipadé tedy nedochdazi ani k overdisperzi, ani k underdisperzi. Nase tvrzeni podpofime srovnanim rozptylu
vypocitaného z porozovanych dat s rozptylem vypocitanym z ocekdvanych dat.

Var.obs Var.exp
1 0.6109548 0.621005

Hodnota rozptylu ziskaného z pozorovanych dat vysla 0.6110, hodnota rozptylu ziskaného z o¢ekavanych dat vysla
0.6210. Vidime, ze hodnoty rozptyla se lis{ v pozici na druhém desetinném misté, hodnoty smérodatnych odchylek
se lis{ v pozici na tfetim desetinném misteé.
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Obrazek 6: Porovnani pozorovanych a o¢ekavanych pocetnosti v Poissonové modelu
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