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Negativné binomické rozdéleni NegBin(k, p)

Bernoulliho pokusy X, Xo, ...

e X; = 1 ...uddlost nastala (Uspé&ch); X; = 0 ... uddlost nenastala (neldspéch);
i=1,2,...

e Pr(X,- = 1) =p

e Pr(X;=0)=1—p=gq

e X ...pocet nastalych Uspéchii pfedchdzejicich pfedem stanovenému poctu k netspéchii
X ~ NegBin(k, p)
6 = (k,p)

e pravdépodobnostni funkce

x4+ k—1\
p(x):( )p(l—p)" x=1,2,... (3.1)
X
k k
e vlastnosti: E[X] = —p; Var[X] = —p2
1—-p (1—p)
e dnbinom(n, k, 1 - p), pnbinom(n, k, 1 - p), rnbinom(M, k, 1 - p)
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e Dataset 2: Délnici v tovarné

e V ramci studie poctu drazl v tovarnach byl zaznamenadn podet drazil u kazdého délnika
v jedné vybrané tovarné& bé&hem roku 1920. Celkovy pocet délnik(i zahrnutych do studie
M = 647. Udaje ze studie jsou uvedeny v ndsledujici tabulce.

n 0 1 2 3 4 > =
Mobserved || 447 132 42 21 3 2 || 647
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Pt¥iklad 3.1. Pravdépodobnostni funkce negativné binomického modelu

Naprogramujte v @ funkci dNegBinom(x, k, p) potitajici hodnoty pravdépodobnostni funkce ne-
gativné& binomického rozdéleni NegBin(k, p) v hodnot& x. Spravnost funkce otestujte na vypo&tu
p(x), x =0, 1, 2 pro X ~ NegBin(k, p), kde k =5 a p = 0.4. Vysledky ové&fte s vysledky funkce
dnbinom() dostupné v @. Jaky je rozdil v syntaxich obou funkci?

Reseni ptikladu 3.1

dNegBinom <- function(...){ # funkce s povinnymi vstupnimi argumenty x, k, p
px <- choose(...) * ... # pstni fce rozdeleni NegBinom(k, p); viz vzorec 3.1
return(...) # vystupem funkce bude hodnota ulozena Vv promenne pxX

¥

dNegBinom(...) # vypocet pstni fce rozdeleni NegBin(5, 0.4) (fce dNegBinom())
dnbinom(...) # vypocet pstni fce rozdeleni NegBin(5, 0.4) (fce dnbinom())

pO pl p2
1 0.07776 0.15552 0.186624

p(0) = 0.7776; p(1) = 0.1555; p(2) = 0.1866.
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Pt¥iklad 3.2. Vypocet pravdépodobnosti na zakladé negativné binomického modelu
Pravd€podobnost sestfeleni tere dosahuje u biatlonisky Koukalové aZ 95 %. Pravdépodobnost sestfeleni
terée u biatlonisky Charvatové se pohybuje okolo 65 %. Porovnejte, jaka je pravdépodobnost, Ze pFi
tréninku sestfeli kaZda z biatlonistek p¥ed prvnimi dvéma neldspéchy (a) pravé pét terll; (b) nejvyse
deset ter&d; (c) alespoii sedm ter&i; (d) alespofi patnact tertd; (e) alespoii 25 ter&i.

Resgeni p¥ikladu 3.2
(a)

plK <- dnbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti - Koukalova
plC <- dnbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti - Charvatova

(b)

p2K <- pnbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti - Koukalova
p2C <- pnbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti - Charvatova
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(c), (d). (e)

p3K <- 1 - pnbinom(c(6, 14, 24), ...) # vypocet pravdepodobnosti -
p3C <- 1 - pnbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti - Charvatova

Koukalova <- c(...) # vektor promennych plK, p2K a p3K

Charvatova <- c¢(...) # vektor promennych plC, p2C a p3C

tab <- data.frame(rbind(...)) # tabulka vysledku

names (tab) <- c(...) # doplneni nazvu sloupcu do tabulky vysledku
round (...) # vypis tabulky vysledku (zaokrouhleny na 4 des. mista)

Koukalova

prave 5 nejvyse 10 alespon 7 alespon 15 alespon 25
Koukalova 0.0116 0.1184 0.9428 0.8108 0.6241
Charvatova 0.0853 0.9576 0.1691 0.0098 0.0002

Biatlonistka Koukalova p¥i tréninku pfed prvnimi dvéma nelspéchy sestfeli s pravdépodobnosti
1.16 % prav& p&t ter&il, s pravdépodobnosti 11.84 % nejvyde 10 ter&l, s pravd&podobnosti 94.28 %
alesporni 7 ter&, s pravdépodobnosti 81.08 % alespoii 15 teréi a s pravdépodobnosti 62.41 % alespori
25 terél. Biatlonistka Charvatova pfi tréninku p¥ed prvnimi dvéma nelspéchy sestfeli s pravdépo-
dobnosti 8.53 % pravé pét terén, s pravdépodobnosti 95.76 % nejvyse 10 ter&i, s pravdépodobnosti
16.91 % alespoii 7 terdl, s pravdépodobnosti 0.98 % alespoii 15 teréi a s pravdépodobnosti 0.02 %

alespon 25 teréil.

20
21
22
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Priklad 3.3. Vypocet ocekavanych pocetnosti za predpokladu negativné binomického modelu

V prikladu 2.2 jsme popsali polet trazii u délniki v tovarné pomoci nahodné veli€¢iny X, ktera
pochazela z Poissonova rozdéleni s parametrem A = 0.4652 odhadnutym na zakladé dat. Srovnanim
pozorovanych poletnosti mgps s o€ekdvanymi poletnostmi mey,, za podminky, Ze X ~ Poiss(0.4652)
Jjsme diagnostikovali overdisperzi v datech oproti pfedpokladanému Poissonovu modelu. Hodnoty po-
zorovanych a ocekdvanych pocetnosti jsou pro pfipomenuti uvedeny v nasledujici tabulce.

n o 1 2 3 4 >|%

Mobserved 447 132 42 21 3 2 647
Mexp. Poiss 406 189 44 7 1 0 647

V pfipadé, Ze data vykazuji po aproximaci Poissonovym rozdélenim overdisperzi, byva vhodné popsat
data ndhodnou veli¢inou X pochazejici z negativn& binomického rozdéleni X ~ NegBin(k, p).
Vypocitejte olekavané pocetnosti vyskytu drazi u délnik( v tovarné za predpokladu, Ze pocetnosti
B, 5

———— e

Var[X]—E[X]

Grazi pochizeji z negativné binomického rozdéleni NegBin(k, p), kde k =

1— VL)[(L] Vysledné poéetnosti porovnejte s o¢ekavanymi pocetnostmi za predpokladu Poissonova
ar
rozdéleni.

Reseni prikladu 3.3
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N <- ... # maximalni uvazovany pocet urazu u jednoho delnika

m.obs <- ... # posloupnost m.obs

M <- ... # celkovy pocet vsech delniku M

observed <- ... # vektor pozor. dat: 0, ..., O, 1, ..., 1, ..., 5, b

m <- mean(...) # odhad str. hodnoty E[X] ziskany na zaklade vektoru pozor. dat
v <- var(...) # odhad rozptylu Var[X] ziskany na =zaklade vektoru pozor. dat

k <- ... # odhad parametru k dopocitany podle vzorce na slidu 6

p <- ... # odhad parametru p dopocitany podle vzorce na slidu 6

tab <- data.frame(...) # tabulka vysledkych parametru k a p

k P
1 0.9548138 0.3276139

m.exp.p <- c(...) # vektor ocek. abs. cetnosti za predpokladu X ~ Poiss (0.4652)
m.exp.n <- round(c(dnbinom(...), 1 - pnbinom(...)) * ...) # vektor ocek. abs.

# cetnosti za predpokladu rozdeleni NegBin<(k, p)
tab <- data.frame(rbind(...)) # tabulka vysledku (pozor. i ocek. abs. cetnosti)
names (tab) <- 0:5

0 1 2 3 4

m.obs 447 132 42 21 3
m.exp.p 406 189 44 7 1
5

N O N O

m.exp.n 443 139 44 14

Odhad k = 0.9548, odhad p = 0.3276.

n 0 1 2 3 4 > X
Mopserved 447 132 42 21 3 2 647
Mexp. Poiss 406 189 44 7 1 0 647
Mexp. NegBin 443 139 44 14 5 2 647

Z tabulky vidime, Ze olekavané pocetnosti vypolitané za predpokladu negativné binomického modelu
|épe popisuji chovani pozorovanych poéetnosti trazi u délniki v tovarné neZz poletnosti vypo&itané
za predpokladu Poissonova modelu.

32
33

39
40
41
42
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Pt¥iklad 3.4. Overdispersion a underdispersion v negativné binomickém modelu

V ptikladu 3.3 jsme vypocditali hodnoty olekavanych absolutnich poéetnosti trazii délnik( v tovarné
za podminky, e data pochazi z NegBin(k, p), kde k = 0.9548, p = 0.3276. Do jednoho grafu za-
neste nyni hodnoty pozorovanych poetnosti mgpserved, hodnoty oéekavanych pocetnosti za predpokladu
Poissonova rozd&leni mq,, poiss @ hodnoty o€ekavanych pocetnosti za pfedpokladu negativné bino-
mického rozdé&leni mey, negsin- Na zdkladé vysledného grafu stanovte, zda v p¥ipad€ pouZiti negativné
binomického modelu dochazi k overdisperzi nebo underdisperzi. Zavér podloZte srovnanim rozptylu
vypocitaného z pozorovanych dat s rozptylem vypocitanym z oéekavanych dat.

Reseni piikladu 3.4

par(...) # nastaveni okraju grafu 3, 4, 1, 1
plot (O:N, ..., type = ..., col = ..., xlab = ..., ylab = ...,
las = ...) # graf s vertikalnimi cervenymi carami ocek. abs. cetnosti

lines(0O:N - 0.1, m.exp.n, ...) # zelene vert. cary pozor. abs. cetnosti (NegBin)
lines(0O:N + 0.1, m.exp.p, ...) # modre vert. cary pozor. abs. cetnosti (Poiss)
points(...) # cervene body
points(...) # zelene body
points(...) # modre body
mtext(...) # popisek osy x
legend (’topright’, 1ty = ..., pch = ..., col = c(...), pt.bg = c(...),

legend = c(...), bty = ...) # legenda

8/16



400 —|l¢ —O0— Mpgps

= —O0— mexp_Poiss
8 —O0— mexpregBin
+= 300 —

[0

(]

=

5 200

(@]

W

O

m©

100 — W
o - M & o w
I I I I I [

0 1 2 3 4 5
pocet urazu

Obrazek: Pozorované Cetnosti a olekdvané Cetnosti za predpokladu negativné binomického a
Poissonova modelu

Z vykresleného grafu je zfetelné viditelna blizkost pozorovanych pocetnosti a olekdvanych poletnosti
za predpokladu negativné binomického modelu.

observed <- rep(...) # vektor pozor. dat: O, ..., O, 1, ..., 1, 5, b
expected.n <- rep(...) # vektor ocek. dat (NegBin): 0, ..., O, ..., 5, b
(tab <- data.frame(Var.obs = var(...), Var.exp.n = ...)) # tabulka rozptylu
Var.obs Var.exp.n 57
1 0.6919002 0.6700035 58

Hodnota rozptylu ziskaného z pozorovanych dat vy$la 0.6919, hodnota rozptylu ziskaného z o¢ekavanych
dat za predpokladu negativné binomického modelu vy$la 0.6700. Vidime, Ze hodnoty rozptyli jsou

si velmi blizké. V tomto p¥ipadé tedy nedochazi ani k overdisperzi ani k underdisperzi. Pro srovnani
pfipomenme, Ze hodnota rozptylu ziskaného z oéekavanych dat za predpokladu Poissonova modelu
vy$la 0.4691 (overdisperze; viz pFiklad 2.2).
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Pt¥iklad 3.5. Graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce negativné binomického modelu

V ptikladu 3.3 jsme odhadli hodnoty parametrii k a p negativné binomického rozdéleni NegBin(k, p)
jako k = 0.9548, p = 0.3276. Na zdklad& tohoto rozdéleni jsme vypolitali ofekdvané pocetnosti
vyskytu drazl u délnikd v tovarné. Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce negativné
binomického rozd&leni NegBin(k, p), kde k = 0.9548, p = 0.3276, v hodnotdch x =0, 1, 2, 3, 4
ax>bh.

Reseni p¥ikladu 3.5

07 o 1.0 o_o0—0 o0
0.6 o—0°
: 0.8 —
0.5 o0—o0
8 0.4 — 2 0.6 —
S 0.3 - L 54 —
0.2 - -
0.1 ; :
0.0 - @ o o 00 1 <o
I I [ [ I I I I [ [ I [ |
0 1 2 3 4 5+ -1 0 1 2 3 4 b5+
X X
k=0.9548; p=0.3276 k=0.9548; p=0.3276

Obrazek: Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce negativné binomického modelu
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Pt¥iklad 3.6. Vypocet pravdépodobnosti na zikladé negativné binomického modelu

Za predpokladu, Zze nahodna veli¢ina X, udavajici poet Urazil u délnikl v tovarné, pochazi z nega-
tivn& binomického modelu s parametry k = 0.9548 a p = 0.3276, tj. X ~ NegBin(k, p) vypolitejte
pravdépodobnost, Ze u nahodné vybraného délnika dojde b&hem jednoho roku k (a) nula draziim;
(b) tfem nebo &tyfem drazim; (c) nejvySe dv€ma drazim; (d) alespoii jednomu drazu. Vysledky
porovnejte s pravdépodobnostmi vypoditanymi v pfikladu 2.6 za predpokladu Poissonova modelu.

Reseni ptikladu 3.6
(a)

k <- ... # parametr k
p <- ... # parametr p
dnbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.6845545

(b)

sum (dnbinom(...)) # vypocet pravdepodobnosti - prvni zpusob
pnbinom(...) - pnbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti - druhy zpusob

[1] 0.02929255

62

65
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(c)

pnbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti - prvni zpusob
sum (dnbinom(...)) # vypocet pravdepodobnosti - druhy =zpusob

[1] 0.9672589

(d)

1 - pnbinom(...) # vypocet pravdepodobnosti

[1] 0.3154455

Pravd€podobnost, 7e u vybraného dé&lnika nedojde b&hem roku k Zadnému drazu, je 68.46 %.
Pravdépodobnost, Ze u vybraného délnika dojde b&hem roku k tfem nebo &tyfem drazim, je 2.93 %.
Pravd&podobnost, Ze u vybraného délnika dojde b&hem roku k nejvyse dv&€ma drazim, je 96.73 %.
Pravd&podobnost, Ze u vybraného d&lnika dojde b&hem roku k alespoii jednomu (razu, je 31.54 %.

pocet Urazi Zadny tFi nebo &tyfi nejvyse dva alespori jeden
NegBin 0.6846 0.0293 0.9673 0.3154
Poiss 0.6280 0.0118 0.9881 0.3720

68

70
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Pf¥iklad 3.7. Stfedni hodnota a rozptyl ndhodné veli€iny z negativné binomického modelu

Za predpokladu, Ze nahodna veli¢ina X, udavajici podet urazii u délnikii v tovarné, pochazi z ne-
gatovné binomického rozdéleni, tj. X ~ NegBin(k, p), s parametry k = 0.9548, p = 0.3276,
vypolitejte stfedni hodnotu E[X] a rozptyl Var[X] ndhodné veli¢iny X. St¥edni hodnotu a rozptyl
porovnejte s jejich odhady vypo&itanymi na (a) zakladé ocekavanych dat; (b) na zakladé pozoro-
vanych dat (viz p¥iklad 3.3). Vysledky porovnejte s pravdépodobnostmi vypolitanymi za pfedpokladu
Poissonova modelu Poiss(\), kde A = 0.4652.

Reseni p¥ikladu 3.7

E.X <- ... # stredni hodnota E[X] rozdeleni NegBin(k, p)
Var .X <- ... # rozptyl Var[X] rozdeleni NegBin(k, p)
expected <- ... # vektor ocek. d4at: 0, ..., O, 1, ...,1, ..., 5, b

E.exp <- mean(...) # odhad stredni hodnoty na zaklade ocek. dat ()
Var.exp <- var(...) # odhad rozptylu na zaklade ocek. dat ()

observed.n <- ... # vektor pozor. dat (NegBin): O, ..., 0, ..., 5, 5
E.obs <= ... # odhad stredni hodnoty na zaklade pozor. dat
Var.obs <- ... # odhad rozptylu na zaklade pozor. dat
(tab <- data.frame(...)) # tabulka vysledku
E.X Var .X E.exp Var.exp E.obs Var.obs 82
1 0.4652241 0.6919002 0.4621329 0.6700035 0.4652241 0.6919002 83

St¥edni hodnota po&tu trazl délnikl v tovarné je 0.4652 s rozptylem 0.6919, odhad stfedni hodnoty
poctu urazi délnik( v tovarné vypocitany na zakladé ofekdvanych hodnot je 0.4652 s rozptylem
0.6919. Odhad stfedni hodnoty po&tu trazl déInikd v tovarné vypoditany na zakladé pozorovanych
dat je 0.4621 s rozptylem 0.6700.
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Tabulka: Porovnani odhadu st¥edni hodnoty E[X] a rozptylu Var[X] (a) z pozorovanych dat; (b) z
otekavanych dat za pfedpokladu, 72e X ~ NegBin(k, p); (c) z ofekdvanych dat za pfedpokladu,
Ze X ~ Poiss(\)

E[X] Var[X]
pozorovana data 0.4652 0.6919

otekadvana - NegBin 0.4652 0.6700
otekavana data - Poiss 0.4668 0.4691

Pt¥iklad 3.8. Simulacni studie pro negativné binomicky model a Poissoniiv model

Vytvorte simulaéni studii modelujici chovani olekdvanych podetnosti ndhodné veli¢iny X popisujici
pocet urazu délnikd v tovarné za pfedpokladu, ze

(a) X ~ Poiss(A), kde A = 0.4652,

(b) X ~ NegBin(k, p), kde k = 0.9548 a p = 0.3276.

Vygenerujte pseudondhodna &isla X (poletnosti tspéchil) opakovand M-krat (M = 647) pochazejici
(a) z Poissonova rozéleni, tj. X ~ Poiss(A); (b) z negativné binomického rozdéleni, tj. X ~
NegBin(k, p). Pro kazdé rozdéleni vytvofte histogram vygenerovanych pseudondhodnych ¢&isel a
superponujte jej hodnotami oekdvanych (teoretickych po&etnosti).
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Reseni p¥ikladu 3.8

Poissonovo rozdéleni

N <- ... # maximalni uvazovany pocet urazu u jednoho delnika

M <- ... # celkovy pocet delniku M

lambda <- ... parametr lambda Poissonova rozdeleni

par(...) # nastaveni okraju 5, 4, 3, 2

X <- rpois(...) # vektor M pseudonahodnych cisel z rozd. Poiss(lambda)

px <- dpois(...) # pstni fce rozd.

hist (X, prob = ..., breaks =

Poiss (lambda) v hodnotach 0, 1,
seq(-0.5, max(X) + 0.5,

col = ..., ylim = c(0, max(px) + 0.05), xlab = ..., ylab = ...,

main = ..., las = ...) # histogram nah. vyberu X (v rel. skale)
box(...) # ramecek okolo grafu
lines (O:N, px, ...) # cerne vertikalni cary; pstni fce Poiss(lambda)
plne body; pstni fce Poiss(lambda)

points (0:N, px, ...) # cerne
mtext (...) # popisek osy x
mtext (bquote (paste(lambda =
legend(...) # legenda

.(lambda))),

...) # druhy popisek osy x:

by = 1), density

lambda
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Negativné binomické rozdéleni

k <- ... # parametr k
p <- ... # parametr p
Y <- rnbinom(...) # vektor M pseudonahodnych cisel z rozd. NegBin(k, p)
Py <- dnbinom(...) # pstni fce rozd. NegBin(k, p) v hodnotach 0, 1, ..., N
hist (Y, prob = ..., breaks = seq(-0.5, max(Y) + 0.5, by = 1),
ylim = c(0, max(py) + 0.05), ...) # histogram nah. vyberu Y (v rel. skale)
box(...) # ramecek okolo grafu
lines (...) # cerne vertikalni cary; pstni fce Poiss{(lambda)

points(...) # cerne plne body; pstni fce Poiss(lambda)

mtext (...) # popisek osy x

mtext (bquote (paste(k == .(round(k, 4)), ’; ’, p == .(round(p, 4)))), ...)
# druhy popisek osy x: k = ...; p =

legend(...) # legenda

0.7 —
0.6 — ’ 2 simulovane L) @ simulovane
2 ' B ocekavane 2 0.6 — B ocekavane
2 05 2
D b5}
2 04 S 04 -
a a.
2 2z
B 0.2 — g 02 -
£ 0.1 2
0.0 — T * . 0.0 < T a . e
| | | | | [ | | [ [ [
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5
pocet urazu pocet urazu
A =0.4652 k =0.9548; p=0.3276

Obrazek: Porovnani pozorovanych &etnosti a olekdvanych &etnosti za predpokladu (a) Poissonova
modelu (vlevo); (b) negativné binomického modelu (vpravo)
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