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Piiklad 1.1. Modelovani dat pomoci vhodného rozdéleni

Dataset: Proménné ovliviujici stabilitu politickych rezima v Sub-saharské Africe

V rdmci studie (Bratton, De Walle, 1997) byly zkoumdny proménné ovliviiujici stabilitu politickych rezimu ve
stdtech Sub-saharské Afriky. Jednou ze zkoumanych proménnych byl pocet ispésnych vojenskych prevrati v téchto
zemich provedenych v obdob{ od vyhldsen{ nezavislosti dané zemé do roku 1989. Udaje 0 poctu Uispésné provedenych
vojenskych prevratii ve vybranych 47 zemich jsou vlozeny v datovém souboru africa, ktery je implementovan v kni-
hovné faraway.

Nactéte datovy soubor africa obsahujici idaje o poctu tspésnych vojenskych prevratu provedenych ve vybranych
47 zemich Sub-saharské Afriky v obdobi od vyhldsen{ nezdvislosti dané zemé do roku 1989 (miltcoup).

1. Z mnoziny rozdéleni, ktera jsme probirali na cvicenich Statistické inference I, naleznéte takové, které je
nejvice vhodné k modelovani ndhodné veli¢iny X popisujici pocet tspésnych vojenskych prevratii v zemich
Sub-saharské Afriky. Pro toto rozdéleni odhadnéte jeho parametr(y).

2. Vypocitejte otekavané ¢etnosti ispésnych vojenskych prevrati za predpokladu zvoleného rozdéleni a porovnej-
te je s pozorovanymi Cetnostmi. Na zdkladé pozorovanych a o¢ekdvanych cetnosti vypocitejte odhad stiedni
hodnoty a rozptylu ndhodné veli¢iny X. Zhodnotte kvalitu modelu obecné i z hlediska pfecenéného a pod-
cenéného rozptylu (overdisperze a underdisperze).

PoZadovand forma vystupu prikladu:
e Tvar rozdéleni i s odhady parametru() tohoto rozdéleni.

e Tabulka pozorovanych ¢etnosti a ocekavanych ¢etnosti za pfedpokladu vybraného rozdéleni.

Tabulka 1: Pozorované a o¢ekdvané ¢etnosti uspésnych vojenskych prevratu

[0 1 2 3 4 5 6

e Graf porovnavajici pozorované a otekavané absolutni ¢etnosti.

Mobs

Mexp

e Tabulka porovnévajici odhad stiedni hodnoty a rozptylu po¢tu tspésnych vojenskych prevratu vypocitany (a)
na zakladé pozorovany dat, (b) na zdkladé ocekdvanych dat za pfedpokladu vybraného rozdéleni 4+ zhodnoceni
kvality modelu obecné i stran precenéného a podcenéného rozptylu.

Tabulka 2: Odhady stfedni hodnoty a rozptylu nahodné veli¢iny X

| BX] VarlX

E[X] Var[X]

pozorovand data
ocekavana data
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Priiklad 1.2. Multinomicky a souc¢inovy multinomicky model

Meéjme datovy soubor 24-multinom-blood-groups.txt obsahujici udaje o frekvenci krevnich skupin ABO systému
(skupina 0, A, B, AB) u 400 obyvatelu z mésta Kosice a 500 obyvatelt z mésta Praha (Vondruskova, 1983; viz
tabulka 3).

1.

Tabulka 3: Frekvence vyskytu krevnich skupin mezi obyvateli mésta Kosice a mésta Praha

| 0o A B AB
138 147 84 31

Kosice

Praha 209 184 81 26

Piedpokladejme, ze nahodny vektor X = (X1, ..., Xg)” popisujici krevni skupinu (s variantami 0, A, B, AB)
u dvou populaci (Kosice (K), Praha (P)), kde X; zna¢i K-0, X5 zna¢i K-A, ..., Xg zna¢i P-AB, pochdazi z
multinomického rozdéleni, tj. X ~ Mults(N, p), kde N = 900.

(a) Odhadnéte vektor parametru p a vizualizujte jej pomoci dvourozmérného teckového diagramu.

. Zaméite se na rozlozeni Cetnosti variant krevni skupiny podminéného populaci. Predpokladejme, ze matice

néhodnych vektori X = (Xi,X2)7, kde X; = (X11,...,X14)7, X11 znaci 0|K, ..., X4 znaéi AB|K a
Xy = (Xo1,..., Xo4)T, Xo1 znaci O|P, ..., Xo4 znaéi AB|P, popisujicich krevn{ skupinu podminénou populaci,
pochézi ze sou¢inového multinomického rozdélent, tj. X ~ ProdMult, (N, P), kde N = (N1, N3) a P je matice
parametru (pravdépodobnosti).

(a) Odhadnéte matici parametru P a vizualizujte ji pomoci dvourozmeérného teckového diagramu.

(b) Vykreslete sloupcovy diagram absolutnich a relativnich ¢etnosti jednotlivych variant typu krevnf skupiny
podminénych populaci.

Vsechny uvedené grafy a vysledky fadné okomentujte.

Pozadovand forma vystupu prikladu

Odhad vektoru parametru p, zapsany jako kontingenéni tabulka velikosti 2 x 4 a ukédzka interpretaci dvou
libovolnych odhadu.

Dvourozmérny teckovy diagram pro odhad vektoru parametru p. Na ose & budou vyneseny varianty krevni
skupiny, na ose y varianty populace. V diagramu budou barevné odliseny pravdépodobnosti pro obyvatele
Kosic a pravdépodobnosti pro obyvatele Prahy.

Odhad matice parametru P a ukdzka interpretaci dvou libovolnych odhad.

Dvourozmérny teckovy diagram pro odhad matice parametru P. Na ose x budou vyneseny varianty krevni
skupiny, na ose y varianty populace. V diagramu budou barevné odliSeny pravdépodobnosti pro obyvatele
Kosic a pravdépodobnosti pro obyvatele Prahy.

Sloupcovy diagram relativnich ¢etnosti. Diagram bude zobrazovat zastoupeni jednotlivych variant krevni
skupiny podminénych populaci. Diagram bude mit dva sloupce (levy pro obyvatele Kosic, pravy pro oby-
vatele Prahy), pficemz kazdy sloupec bude mit vysku 1. Kazd4d varianta bude mit vlastni barevny odstin a
Cetnostni zastoupeni uvedené v absolutni i procentualni skéle. Soucasti diagramu bude legenda variant krevni
skupiny. Diagram muzete vykreslit napifklad pomoci funkee relBarplotTwo() implementovany v RSkriptu Sl-
I-relBarplot Two.R.

Komentar popisujici feseni prikladu, popis grafu a jejich propojeni s vypoc¢itanym odhadem vektoru parametra
p, resp. s odhadem matice parametru P.
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Priiklad 1.3. Odhadnuta vérohodnostni funkce, profilova vérohodnostni funkce a vérohodnostni funkce

pro parametry p a o

2

Vygenerujte pseudondhodnd éisla X ~ N(4,3), n = 800.

1.

Nakreslete grafy logaritmu odhadnuté funkce vérohodnosti a logaritmu profilové funkce vérohodnosti pro u a
o2, tj. (A) Le(plx), (B) Le(o?|x), (C) £p(u|x) a (D) £p(o?|x). Vypoéitejte a nasledné porovnejte maximalné
vérohodné odhady parametrii p a 02 ziskané maximalizaci funkef (A)—(D). Ve vykreslenych grafech (A)—(D)
zvyraznéte polohu maxim.

. MLE odhady parametrii i a 0 z bodu (1) najdéte (a) pomoci funkce optimize(); (b) pomoci vlastnoruéné

naprogramované metody se¢en. Ziskané odhady zaokrouhlete na Sest desetinnych mist, usporadejte do pre-
hledné tabulky a vzajemné porovnejte.

Zaméite se na logaritmus funkce vérohodnosti pro 8 = (u, 02)% a provéite, zda je maximalné vérohodny odhad
0 dostatecns blizko k jeho skuteéné hodnoté. Nakreslete graf £(0|x) pouzitim funkce image() a superponujte ho
konturovym grafem. V grafu zvyraznéte polohu maxima (fi,52)7 dopoéitaného pomoci funkce optim(). Déle
nakreslete 3D graf pomoci funcke persp(). Pocet bodu (z, y), v nichz budete pocitat vérohodnostni funkei,
zvolte 2500 (n, = n, = 50).

Pozadovand forma vystupu prikladu

Ctyii grafy obsahujici kfivku odhadnuté funkce vérohodnosti (A) pro p, (B) pro o2; kiivku profilové funkce
vérohodnosti (C) pro p, (D) pro o2. Rozsah osy z zvolte (0;8) v grafech (A) a (C), resp. (2;4) v grafech (C)
a (D). V kazdém grafu bude vykreslena poloha maxima parametru p, resp. o2 spoéitaného pomoci metody
se¢en. Hodnota prislusného maxima (zaokrouhlend na Sest desetinnych mist) bude také uvedena v popisku
grafu pod popiskem osy .

Tabulka porovnavajicf odhady parametri i, fip, 02, 0% ziskanych (a) pomoci funkce optimize(); (b) pomoc{
metody seten. Hodnoty v tabulce zaokrouhlete na Sest desetinnych mist.
Tabulka 4: Odhady parametrii i a 02 odhadnuté a profilové vérohodnosti normélniho rozdéleni

~ ~9

|G fr o2 3%

optimize()
Metoda secen

Dva grafy: V prvnim grafu budou spoleéné vykresleny kiivky odhadnuté a profilové funkce vérohodnosti
(A) a (C) pro parametr p. V druhém grafu budou spolecné vykresleny kiivky odhadnuté a profilové funkce
vérohodnosti (B) a (D) pro parametr o2. Rozsah osy z zvolte (0;8) v grafech (A) a (C), resp. (2;4) v grafech
(C) a (D).

Graf £(0|x) vykresleny pomoci funkce image() superponovany konturovym grafem. Na osu x vyneste hodnotu
parametru g, na osu y hodnotu parametru o?. Barevnou paletu pro funkci image() zvolte heat.colors(12).
Soucésti grafu bude popisek (umistény od popiskem osy ) s odhady obou parametrii zaokrouhlenych na Sest
desetinnych mist.

Graf ¢(0]x) vykresleny pomoci funkce persp(). Zobrazenou plochu rozsekejte na k = 12 intervala, pficemz
hodnoty v téchto intervalech budou odpovidat barvdm heat.colors(12). Na osu z vyneste hodnotu parametru

1, na osu y hodnotu parametru o2.

Komentéare popisujici vSech osm vykreslenych grafi a porovnavajici odhady parametru.
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Priiklad 1.4. Maximéalné vérohodné odhady; Negativné binomicky model

V ramci studie poc¢tu drazu v tovarnach byl zaznamenan pocet urazu u kazdého delnika v jedné vybrané tovarne
béhem roku 1920. Celkovy pocet délnikt zahrnutych do studie M = 647. Udaje ze studie jsou uvedeny v nasledujici
tabulce.

n [ 0o 1 2 3 4 >|[]X
Mobserved || 447 132 42 21 3 2 [ 647

Za predpokladu, ze ndhodna veli¢ina X popisujici pocetnosti trazu u kazdého délnika, se ¥idi negativné binomickym
modelem s parametry k, p, tj. X ~ NegBin(k, p):

1. Uved'te

tvar jadra vérohodnostni funkce L((k,p)T|z);

a.
b. tvar jadra logaritmu vérohodnostni funkce ¢((k, p)T |z);
c. tvar skore funce Si((k,p)”) pro parametr k;

d

. tvar skére funkce Sa((k,p)T) pro parametr p;

e. tvar Fisherovy informaéni matice Z ((%7 ).

2. Pomoci maximalizace logaritmu vérohodnostni funkce ¢((k,p)?|z) negativné binomického modelu naleznéte
maximélné vérohodny odhad parametrii k a p. Maximalizaci proved'te

a. pomoci funkce optim();

b. pomoci vlastnoruéné naprogramované dvourozmérné Newton-Raphsonovy metody;
Tip: Aby dvourozmérna Newton-Raphsonova metoda zkonvergovala, je tfeba vhodné zvolit startovaci body,
napt. o1 = 0.9, g2 = 0.3.

3. Vykreslete

a. vrstevnicovy diagram logaritmu vérohodnostni funkce negativné binomického modelu spolu s maximalné
vérohodnymi odhady parametrti k a p odhadnutymi pomoci (A) vzorcu; (B) funkce optim(); (C) Newton-
Raphsonovy metody;

b. 3D-diagram logaritmu vérohodnostni funkce negativné binomického modelu;

c. animaci zobrazujici konvergenci Newton-Raphsonovy metody k maximu logaritmu vérohodnostni funkce.

Pozadovand forma vystupu prikladu
e Vzorce a odvozeni:

— Vzorec vérohodnostni funkce L((k,p)T|x);

— Vzorec pro logaritmus vérohodnostn{ funkee ¢((k,p)?|x);
— Vzorec skére funkee S1((k,p)T) pro parametr k;

— Vzorec skére funkce Sa((k,p)T) pro parametr p;

— Pozorovand Fisherova informacéni matice Z ((E, ).
e Vlastnoruéné naprogramovand funkce: NRnegbin(): Newton-Raphsonova metoda.

e Tabulka odhadu parametru k a p zaokrouhlenych na Sest desetinnych mist.
Tabulka 5: Odhady parametru k a p negativné binomického modelu

|k _p

exaktni vypocet
funkce optim()
Newton-Raphsonova metoda
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e Vrstevnicovy diagram logaritmu vérohodnostni funkce negativné binomického modelu spolu s maxim&lné
vérohodnym odhadem parametri k a p stanovenymi pomoci (A) vzorct; (B) funkce optim(); (C) Newton-
Raphsonovy metody. Jednotlivé odhady od sebe barevné odliste a popiste v legendé. K vykresleni kiivky
pouzijte piikaz image() v kombinaci se skdlou [ = 15 barev z palety terrain.colors(). Do grafu dokreslete
kontury a ohlidejte, aby kontury ohrani¢ovaly barevné oddélené vrstvy.

e 3D-diagram zobrazujici 3D pohled na logaritmus vérohodnostni funkce negativné binomického modelu. K
vykresleni kiivky pouzijte piikaz persp() v kombinaci se skdlou [ = 15 barev z palety terrain.colors().

e Animace zobrazujici konvergenci Newton-Raphsonovy metody k maximu logaritmu vérohodnostni funkce.
Soucdsti animace bude popisek umistény pod osou x obsahujici ménici se hodnoty parametru k a p (zaokrou-
hlené na Sest desetinnych mist) a parametr ¢ reprezentujictho pocitadlo itera¢nich kroku.

e Podrobné komentéafe porovnavajici vysledky v obou tabulkach a popisujici vSechny tii grafy i obé animace.

Pozndmka: Funkce, které by se mohly hodit: gamma(), digamma().
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