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M. Grendar

Abstrakt—Zaklady bayesovskaj Statistiky s ilustrované na
priklade hadzania mincou.

I. Uvop

AYESIANCOM je kazdy, kto robi Statistické wvahy
pomocou Bayesovej vety. Bayesovska $tatistika je kon-
cepéne velmi jednoduchd. Na priklade hadzania mincou sa
pokusime ilustrovat’ jej zdkladné prvky. Posudzovanie modelu
a bayesovské priemerovanie modelov budi predstavené pro-
strednictvom regresného modelu. Vypoctova stranka a nie-
ktoré dalSie aspekty bayesovskej Statistiky si spomenuté len
okrajovo.
Za¢nime s nebayesovskou analyzou vysledkov hddzania
mincou.

II. NEBAYESOVSKA STATISTIKA: ANALYZA HODOV MINCOU

Modelujme vysledok hodu mincou pomocou ndhodnej pre-
mennej X ktord nadobuida hodnoty z dvojprvkovej mnoZiny
X = {0,1} s pravdepodobnostou P(X;6) = 6*(1 — 6)*~=,
kde parameter # je pravdepodobnost dspechu P(X = 1).
Rozdelenie P(X; ) je bernoulliovské a ndhodny vyber X" =
X1, X, ..., X, je zndmy aj ako bernoulliovskd schéma. Nech
sa v n-tici hodov mincou vyskytoval dspech n; krit. Na z4-
klade tejto informacie chceme v rdmci nebayesovskej Statistiky
urobit’ bodovy a intervalovy odhad hodnoty parametra 6, test
hypotézy o 6 a predpoved vysledku budiceho hodu.

A. Odhad

V nebayesovskej Statistike existuje velké mnoZstvo metdd
na odhadovanie parametrov: metdda najvicsej vierohodnosti,
momentova metdda, zovSeobecnend momentova metdda, me-
téda empirickej vierohodnosti, robustné odhadovanie, atd’.
Najcastejsie pouzivand je asi metdda najviacSej vierohodnosti
(angl., Maximum Likelihood, ML), v ktorej sa za odhad éML
parametra 6 berie td hodnota parametra, pri ktorej by dana
realizdcia vyberu z danej parametrickej triedy rozdeleni mala
najvicsiu hodnotu vierohodnosti:

OmL = argsup L(0; 1),

00
kde, v tomto pripade, vierohodnostna funkcia (Cize pravde-
podobnost’ realizdcie vyberu, chdpand ako funkcia parametra)
L(;at) = ()0™ (1 — 6)""™ a parametricky priestor
© = [0,1]. Lahko sa zisti, Ze Oy = %LV pripade tohto
jednoduchého zadania by asi vSetky nebayesovské odhadova-
cie metddy viedli na tento odhad.
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Priklad: Nech n = 20, ny = 5. Potom fyy, = = = 2
0.25. Teda, na zdklade 20-tich hodov mincou, v ktorych sa
strana identifikovand s X = 1 vyskytovala 5 krét, zoberieme
ako odhad skuto¢nej, ndm neznamej hodnoty parametra 6
hodnotu 0.25. Tento bodovy odhad by teda naznacoval, Ze
minca je nevyvazend.

Ako pripravu na bayesovské uvahy poznamenajme, Ze mince
zvyknd mat’ homogénne zloZenie, byvaji vyvazené, takze by
0 a 1 mali padat’ s rovnakou pravdepodobnostou. Otidzkou
je, ako zahrnut’ tito mimodatovd informdciu do Statistickych
uvah, konkrétne do odhadovania parametra 6? Nebayesovska
Statistika na to nemd odpoved. ¢

B. Inferencie

Nebayesovsky bodovy odhad je v pripade bernoulliovskej
schémy velmi jednoduchy. To isté sa uz nedd povedat o infe-
rencidch, teda o konfiden¢nych intervaloch a testoch. Tvorba
konfidenénych intervalov pre # stile zamestndva nebayesov-
skych Statistikov, ako o tom sved¢i napr. prehladovy &ldnok
[21]. Jeden z najoblibenejsich konfidenénych intervalov pre 6

je waldovsky 95%-ny interval: [N 1.964/ 9ML(1 — éML)/n,
ktory je zaloZeny na Centrdlnej limitnej vete (alebo, v tomto
pripade, ekvivalentne, asymptotickej normalite ML odhadu).
Jeho pravdepodobnost’ pokrytia je u vyberov o velkosti 20 iba
80%-n4'. Preto bolo navrhutych viacero korekcii waldovského
intervalu. Iny populdrny interval je Clopperov Pearsonov
interval, zviazany dualitou s rovhomennym testom.

Priklad (pokr.): Clopperov Pearsonov test ddva pre nase dita
p-hodnotu 0.0414, teda v teste nulovej hypotézy Hy : 6§ = 0.5
oproti alternative H; : 6 # 0.5, nulovd hypotézu, na kon-
vencnej 5%-tnej hladine vyznamnosti zamietame. A 95%-ny
konfiden¢ny interval je (0.086,0.491). Asymptoticky 95%-ny
konfiden¢ny interval je (0.060,0.440)%. Tieto nebayesovské
inferencie vedd k zdveru, Ze minca je nevyvazZena. ¢

Konfiden¢ny interval je jeden z mnohych keby-konceptov
(angl., pre-data concept) nebayesovskej Statistiky. Keby sme
realizovali velky (nekonelny) pocet 20-tic hodov peniazom,
tak by dany 100(1 — a)%ny konfidenény interval pokryl
nezndmu skuto¢nd hodnotu parametra v 100(1 — «)%-dch
pripadov. Ci v pripade konkrétnej realizacie 20-tich hodov
mincou dany interval pokryl alebo nepokryl skutocnd hodnotu
parametra sa ale nedozvieme: bud’ pokryl, alebo nepokryl. Nie
vzdy je toto keby-uvazovanie zmysluplné, nevraviac o tom, Ze
v praxi je obyCajne doleZitejSie ked-uvazovanie (angl., post-
data reasoning): ked mame tdto konkrétnu realizdciu, akd je

IDalou &rtou tohto intervalu je, ze ak éML = 0, tak interval obsahuje, bez
ohladu na n, jediny bod: nulu.

2Vypoéitané v R. Koéd: libray(Hmisc); binconf (5, 20,
method = "all’). R-kovsky zdrojovy kéd ku vSetkym vypoctom z tohto
¢lanku sa d4 ndjst’ na www.savbb.sk/~grendar.



pravdepodobnost, Ze skuto¢nd hodnota parametra lezi v tomto
konkrétnom intervale? Této otdzka mé zmysel v bayesovskej
Statistike.

Testovanie hypotéz je notoricky problematické, vid napr.
(21, [24], [29], [9].

C. Predikcie

V pripade ndhodného vyberu je predpovedanie velmi jed-
noduché.
Priklad (pokr.): Pravdepodobnost P(X = 1]|x7), Ze vysledok
budiiceho hodu mincou bude X =1 je rovnd 6. Aby sme ju
odhadli, je prirodzené nahradit’ nezndme 6 jeho odhadom 6y,
¢o je v tomto pripade 0.25. Teda, podla nasho odhadu padne
v nasledujicom hode X = 1 s pravdepodobnostou 1/4. ¢

III. BAYESOVSKY RAMEC

Ramec, v ktorom sa deje bayesovskd Statistika je dany vetou
Bayesa®.

A. Bayesova veta

Bayesovsky Statistik musi mimodéitovd informéciu o para-
metri # € © déta-generujiceho rozdelenia pravdepodobnosti
p(X7|0) vyjadrit vo forme apriérneho rozdelenia pravdepo-
dobnosti p(#). Prior, ako sa apriérne rozdelenie stru¢nejSie
nazyva, vyjadruje Statistikovu neistotu o hodnote parametra 6.
Po tom ako je ziskand realizdcia =] vyberu X{', modifikuje
bayesidnec svoju apridérnu informdciu pomocou Bayesovej

vet
’ _ par8)p(6)
Jo p(at [0)p(0)d8°

a ziska tak aposteriérne rozdelenie p(f | x') parametra 6, pri
danych datach z. Posteriérne rozdelenie (alebo posterior)
vyjadruje Statistikovu neistotu o 6 po tom, ako boli pozorované
data. Posterior samozrejme zavisi aj od modelu — teda od
apriérneho rozdelenia p(f) a dita-generujiceho rozdelenia
p(at |6).

Niektoré bayesovské tivahy sa dajd robit’ aj bez menovatela
v Bayesovej vete, ktory sa zvykne nazyvat evidencia (angl.,
evidence), alebo aj margindlna vierohodnost, alebo prediktivna
hustota. V takom pripade je zvykom pisat Bayesovu vetu v
stru¢nejSom tvare:

p(0]27) o p(zy | 0)p(6),

alebo, neformdlne, posterior o< vierohodnost’ X prior.

p(@]zy) (1)

Priklad (pokr.): Neistota o parametre 6 je v nasom pripade
dost’ mald: mince su vicSinou vyvazené. Ina¢ povedané, je
dost’ pravdepodobné, Ze ndhodne vybratd minca, ktorou ideme
hadzat, je vyvazena. Mieru neistoty o # mdZeme kvantifikovat
napriklad nasledovne: P(0.44 < 6 < 0.56) = 0.9. Teda,
apridrne sme si takmer isti (naSa miera presvedcenia je 0.9),
Ze 0 (tj., pravdepodobnost’ padnutia tej strany mince, ktord
sme zviazali s hodnotou nihodnej premennej X = 1), je

3Zaujimava diskusia Bayesovej vety, ako aj zakladnd charakterizdcia od-
lisnosti bayesovskej a nebayesovskej Statistiky je v praci [30], ktorej znalost’
predpokladdme.

v intervale (0.44,0.56) — teda, Ze minca sa nevelmi od-
liSuje od vyvdZenej. Ako sme spominali, bayesidnec musi
svoje apridrne presvedCenie vyjadrit pomocou prioru. Jeden
mozny prior, ktory sthlasi s tymto apriérnym presvedéenim
je Beta(a = 100, 8 = 100).

Pripomefime:
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Obr. 1. Beta(100, 100) prior.

Skombinujeme

» Beta(a = 100, 8 = 100) prior p(6)

e s vierohodnostou p(nq|0) o ™ (1 — 9)»~ " dat af v

ktorych sa X =1 vyskytovalo n; krat,
« pomocou Bayesovej vety,
« a dostaneme posterior p(x} | #). D4 sa uvidiet, Ze posteri-
6rne rozdelenie je Beta(a+n; = 105, 5+n—mny = 115).

Posterior ktory sme obdrzali patri do tej istej triedy rozdeleni
ako prior. Prior mdZe mat’ akykolvek tvar. Prior, ktory po
bayesovskom skombinovani s vierohodnostnou funkciou vedie
na posterior patriaci do tej istej triedy rozdeleni ¢o prior, sa
nazyva konjugovany (angl., conjugate prior); [9]. PretozZe su
bayesovské vypocéty s konjugovanymi priormi ovela lahSie,
zvyknd sa takéto priory tieZ nazyvat pohodlnymi priormi
(angl., convenience priors). Mimo pohodlnosti, neexistuji vo
vSeobecnosti dovody preco by mala byt apriérna informécia
vyjadrend konjugovanym priorom.
Vierohodnostna funkcia, prior a posterior si zobrazené* na
obr. 2. Maximum vierohodnosti sa dosahuje v 0.25 ¢o je N
Prior je koncentrovany okolo bodu 0.5. Dét je malo (n = 20),
preto je aj posterior nimi len minimélne ovplyvneny. ¢

B. Bodové charakteristiky posterioru

Posteriérne rozdelenie obsahuje vSetku dostupnd informéciu:
sumarizuje model a data.

4library(LearnBayes); prior =
of Beta prior; data = c(5, 15)
failures; triplot (prior, data)

c (100, 100)
# 5 successes

# params
and 15
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Obr. 2. Triplot pre Beta(100, 100) prior.

V pripade, Ze je ale nutné zhrnit posterior do jediného bodu’,
d4 sa tak urobit’ v rdmci bayesovskej tedrie rozhodovania; [9].
Rozhodovanie sa deje za neurcitosti. Nespravne rozhodnutie
ma za nasledok straty. Je nutné Specifikovat stratovd funkciu
L(#,a), ktord uddva zévislost straty od toho ako sa Iisi
bayesovsky odhad a € © od 6. Po tom ako bola Specifikovana
stratova funkcia je prirodzené hladat’ také bodové zhrnutie a
posteriéru (tzv. bayesovsky estimator/odhad), ktoré minimali-
zuje priemernd posteriérnu stratu

/ L(0,a)p(0 ] x7) dob.
©

Niektoré zdkladné stratové funkcie a prisluSné bayesovské
odhady:
o posteridrna strednd hodnota, minimalizuje kvadratickd
stratovi funkciu L(6, a) = (a — 0)2,
¢ posteriorny medidn, minimalizuje absoldtnu stratovid fun-
keiu L(0,a) = |a — 6,
o posteriorny mod, minimalizuje vSetko-alebo-ni¢ (angl.,
zero-one) stratovu funkciu.
Nie vZdy je zmysluplné hl'adat bodovii charakteristiku v rdmci
bayesovskej tedrie rozhodovania. V. mnohych pripadoch sa
za bodovy odhad berie posteriérna strednd hodnota. Ak ma
ale posterior viac nez jeden moéd, je zrejmé, Ze v tomto
pripade posteriérna strednd hodnota nie je dobrou bodovou
charakteristikou.

Priklad (pokr.): Nakolko posterior je Beta(105,115), tak po-
steriérna strednd hodnota je 105;% = 0.47727. Median
posterioru je> 0.47720, a posteriérny méd je 0.47706. o

C. Bayesovskd robustnost’

Do akej miery zdvisi posterior na volbe prioru? Tejto otdzke
je v bayesovskych vyskumoch venovand velkd pozornost.
Tvoria ndplii toho, ¢o sa zvykne nazyvat bayesovskd robust-
nost’ alebo analyza citlivosti (angl., sensitivity analysis), vid
[17]. Navrhnuté boli viaceré techniky na zistovanie citlivosti
posteriérnych tvah na priore, ako aj kvantitativne miery
robustnosti, vid napr. [2].

Sgbeta (0.5, 105, 115)

Priklad (pokr.): Obmedzime sa len na velmi primitivnu formu
analyzy citlivosti. Skdsime zobrat' iny prior, ktory by vy-
hovoval nd§mu apriérnemu presvedéeniu P(0.44 < 6 <
0.56) = 0.9. Napriklad prior dany ako nasledovnd zmes
hust6t p(6) = 0.9 Beta(500, 500) + 0.1 Beta(1,1) je taky. Aj
posterior je potom zmes, a to p(6 | z]') = 0.9 Beta(505,515)+
0.1 Beta(6, 16). Na obrdzku 3 je triplot® prioru, vierohodnost-
nej funkcie a posterioru.
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Obr. 3. Triplot pre zmesovy prior.

Posteriérna strednd hodnota je 0.472861, a teda je len o
Cosi menSia neZ hodnota 0.4772727, ktord sme dostali pri
Beta(100, 100) priore. ©

D. Objektivne priory

Nie vzdy je k dispozicii takd jasnd apridrna informadcia
ako v pripade hddzania mincou. Znacna Cast’ bayesovskych
vyskumov je venovand tomu, ako pretransformovat Ziadne
alebo velmi slabé apriérne presvedCenie o skutodnej hodnote
parametra do podoby apriérneho rozdelenia. Tento problém
je taky zéasadny, Ze rozdeluje bayesidncov na dve velké
skupiny: subjektivistov a objektivistov. So zna¢nou davkou
zjednoduSenia sa dd povedat, Ze subjektivisti si presvedcent,
7e nema zmysel hladat’ akési automatické (nesubjektivne)
metddy na konStrukciu priorov. Naopak, objektivisti aktivne
navrhuji metddy na prekladanie neznalosti (angl., ignorance)
do podoby apriérneho rozdelenia. Jeden z prominentnych
predstavitelov objektivnej bayesovskej Statistiky, James Ber-
ger, vravi: ”V objektivnej bayesovskej analyze sa priory volia
tak, aby predstavovali ’neutrdlne’ znalosti o nezndmych”.
Vicsina bayesidncov zastdva pragmaticky postoj: v pripade
modelu s mnohymi parametrami si pre nepodstatné parametre
a parametre o ktorych hodnotdch sa apriérne toho vela nevie
pouzité neinformativne priory, a pre ostatné parametre sa
subjektivne Specifikuji informativne priory.

6x = seq(0,1,0.001);

+ 0.l*dbeta(x, 6,6),
curve (0.9*dbeta (x, 500,
1,1), col =

curve (0.9*dbeta (x, 505, 515)
col = 'red’) # posterior;
500) + 0.l1*dbeta(x,
"darkgreen’, add = TRUE) # prior;
curve (dbeta(x, 6, 16), col = 'blue’, add = TRUE)
# like; legend(’topright’, c(”Prior”, "Likelihood”,
"Posterior”), col = c(”darkgreen”, "blue”, "red”))



Existuje velké mnoZstvo technik na konStrukciu objektiv-
nych priorov. Asi najzndmejsou je technika navrhnutd Harol-
dom Jeffreysom. Jeffreysov prior md tvar p(0) o 1/I(6), kde
1(0) je Fisherova informdcia pre parameter 6. Takto skonstru-
ovany prior spiiia poziadavku invariantnosti: pri transformacii
0 na g(f) sa Jeffreysova apriérna hustota transformuje tak,
ako sa m4 hustota pravdepodobnosti transformovat, vid’ napr.
[9]. Jefrreysovské priory su zvy€ajne neznormalizovatelné,
nazyvaju sa preto pseudo-priory (angl., improper priors). Vie
sa, Ze pre mnohé jeffreysovské priory byva vysledny poste-
rior uZ normalizovatelny, teda riadny (angl., proper prior).
Neznormalizovatelnost mnohych jeffreysovskych priorov ale
spOsobuje problémy pri bayesovskom porovndvani hypotéz
(pozri G). Iné velmi populdrne objektivne priory su tzv.
referencné priory, vid [19]. V poslednych rokoch sa rozbehlo
Studium a aplikdcie tzv. slabo informativnych priorov (angl.,
weakly informative priors).

Priklad (pokr.): Predpokladajme, Ze nemdme k dispozicii
Ziadnu apriérnu informdciu o minciach, netu$ime, Ze mince
sa razia strojovo zo znacne homogénnych plechov kovu. Ina¢
povedané, apridérne nevieme o parametre 6 bernoulliovského
rozdelenia ni¢. Vyjadrime naSu neznalost’ jeffreysovskym pri-
orom: p(f) x #~1/2(1 — 0)~1/2, &o je Beta(0.5,0.5) prior.
Posterior je potom Beta(5.5,15.5). Z obrdzku 4 je vidiet, Ze
jeffreysovsky prior naozaj vnaSa do dvah minimum mimoda-
tovej informacie.
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Obr. 4. Triplot pre Jeffreysov prior.

Stredné hodnota posterioru je 0.262. Méd posterioru je 0.237.
Obe hodnoty su blizke k ML odhadu. ¢

E. Intervalové charakteristiky posterioru

Existuje viacero moZnych intervalovych charakteristik posteri-
oru. V pripade, Ze posterior je priblizne symetricky, je rozum-
nou charakteristikou jeho rozpitia 100(1—«)%-ny posteriérny
interval, mimo ktorého lezi pod kazdym chvostom posterioru
100(r/2)% masy rozdelenia. Takyto bayesovsky konfidenény
interval sa nazyva (rovnako)chvostovy (angl., equal-tail). V
opacnom pripade je lepSou intervalovou charakteristikou vr-
cholovy posteriérny interval (angl., highest posterior density
interval, HPD), ktory pozostdva z takej oblasti s(z7) paramet-

rického priestoru ©, pre ktort
1) PO es(al) | XT =2a7)=1-q,
2) ak 6, € s(z}) a Oy & s(a}),
potom p(0, | Xi" = z7') > p(6h | X' = 7).

Samozrejme, moZné su aj iné konstrukcie intervalovych cha-
rakteristik posterioru.

Priklad (pokr): V pripade Beta(100,100) prioru a naSich
dit je posterior (t.j., Beta(105,115)) v podstate symetricky.
95%-ny chvostovy posteriérny interval je (0.412,0.543)7. Pri
danom priore a ditach mdZeme tvrdit, Ze s 95%-nou prav-
depodobnostou lezi nezndma hodnota parametra 6 v intervale
(0.412,0.543).

Laplace, uz v roku 1774 analyzoval bernoulliovskd schému
pomocou rovnomerného prioru (ktory je totozny s Beta(1, 1)).
Posterior je v takom pripade Beta(n; + 1,n — ny + 1). Pre
naSe déta by v takomto pripade 95%-ny posteriérny chvostovy
interval bol (0.132,0.437). ¢

FE. Testovanie v teorii rozhodovania

Testovanie hypotéz je mozné robit’ v rdmci bayesovskej tedrie
rozhodovania. Formuluje sa nulovd hypotéza Hy : 0 € Og a
alternativna hypotéza H; : § € OfF. Mozné st dve akcie:
akcia ag — prijatie Hy, akcia a; — prijatie H;. Je nutné
Specifikovat’ stratovii funkciu, ktord vyjadruje velkost straty v
pripade chyby prvého a chyby druhého druhu, ked sa vykona
akcia a.

NajbezZnejsSou stratovou funkciou je zovSeobecnend 0-1 strata:

k 0 € OF
L(G,ao) _ {CII fl v € Oy,
0 in4c,
kfoecoO
L(0,a1) = {CI ? . € o,
0  in&c.

Zovseobecnend je v tom, Ze strata ¢y v pripade chyby druhého
druhu nemusi byt rovnaka ako strata ¢y v pripade chyby prvého
druhu. Bayesovsky test spo¢iva v tom, Ze sa vyberie td z
hypotéz, ktord aposteriérne spdsobi v priemere mensiu stratu.
Posteriérna priemernd strata sa zvykne tieZ nazyvat riziko
(angl., risk). Riziko ma v pripade zovSeobecnenej 0-1 straty
tvar:
r(ao | a}) = enll - P(Ho true|})],

r(ay |2}) = aP(Hp true| z7).
Aby sme zamietli nulovi hypotézu musi byt teda r(ay | 27) <
r(ag | z7). To je ekvivalentné tvrdeniu, Ze

(&1
cr + o

zamietni Hy : 0 € ©g, ak P(0 € ©g|zl) <

V opacnom pripade sa Hy prijima. Ak su straty u oboch chyb-
nych rozhodnuti rovnaké, tak test zamieta nulovi hypotézu ak
je jej posteriérna pravdepodobnost’ mensia nez 1/2.

Priklad (pokr.): Chceme testovat’ hypotézu, Ze 6 je z Oy =
(0.47,0.53). PouZijeme Beta(100, 100) prior p(6). Prior uruje
apriérnu pravdepodobnost nulovej hypotézy py = |, 60 p(0) do,

Tgbeta (0.025, 105, 115); gbeta(0.975, 105, 115)



¢o je 0.604%. Apriérne sme teda o &osi viac presvedéeni o
platnosti nulovej hypotézy, nez o alternative. Predpokladajme
7e straty sd rovnaké u oboch chybnych rozhodnuti. Nakolko
P( € ©g|z}) = 0.526°, tak nulovi hypotézu nezamietame.
Vsimnime si, Ze aposteriérne, po tom ako sme obdrzali data,
nase presvedcenie o platnosti nulovej hypotézy, v porovnani s
apriérnym presvedcenim, kleslo. ¢

Za zmienku stoji, Ze ak je nulovd hypotéza bodova, potom
je bayesovské testovanie problematické, pretoZze si vyZzaduje
priradenie pravdepodobnostnej miery jednoprvkovej mnoZine.
Ked' uZ bayesidnci musia testovat’ bodovi nulovi hypotézu,
robia tak pomocou prioru obsahujiceho diracovskd mieru vo
vySetrovanom bode.

G. Porovndvanie hypotéz

Testovanie v rdmci tedrie rozhodovania je sice principidlne,
ale zato velakrdt prili§ zvizujice. V pripadoch, ked nie je
mozné alebo Ziadiice formulovat’ stratovid funkciu, m4 bayesia-
nec moznost namiesto testovania, hypotézy Hy a H; porovnat.
Robi sa to pomocou velmi prirodzeného néstroja, ktory sa
nazyva bayesovsky faktor (angl., Bayes factor). Ak je prior
riadny, potom je mozné definovat apriérny pomer Sanci (angl.,
prior odds ratio):

Po Jo, P(0) d6

pr Jo,p(6)do”
a aposteriérny pomer Sanci (angl., posterior odds ratio):

Pno fe 9|331 d9
p(0 | z7)

pn,l f o,
Bayesovsky faktor v prospech Hj je

BF,, — posterior odds _

Pn.0/Pna
prior odds '

Po/p1

Nakolko nds skor zaujima ¢i nulovd hypotézu zamietame,
neZ jej potvrdenie, zvykne sa robit’ s bayesovskym faktorom
BFyg proti Hy. Uz Jeffreys navrhol kalibraciu BF;y podla
ktorej sa urCuje, aky silny je dokaz o neplatnosti Hy. Pred

neddvnom bola tito kalibrdcia mierne modifikovand v praci
[27]. Uvedend je v Tabulke 1.

BF1g dokaz o neplatnosti Ho
laz3 takmer Ziadny
3 az 20 mierny
20 az 150 silny
> 150 velmi silny
Tabulka I

KALIBRACIA BAYESOVSKEHO FAKTORA BF1.

Priklad (pokr.): Prior nech je Beta(100,100); Potom BFiq

proti Hy : 6 € (0.47,0.53) je 1.374!°, teda nie je takmer
Ziadny dokaz toho, Ze by Hj bola neplatna. ¢

84 = pbeta(0.53, 100, 100); 1 = pbeta(0.47, 100,
100); p0 = u-1

9up = pbeta(0.53, 105, 115); 1lp = pbeta(0.47, 105,
115); pn0 = up-lp

10pl =1 - p0; pnl = 1 - pn0; BF10 =

pnl/pn0/ (pl/p0)

Mnohi bayesovski Statistici povaZuji hypotézy za neuZi-
to¢nu formu Statistického usudzovania. Napr. v [3] sa hypotézy
spominaji len v stvislosti s kritikou nebayesovskej Statistiky.

H. Predikcie

Modelovanie sa Casto robi za ti¢elom predpovedania, robe-
nia inferencii o novych pozorovaniach z, teda, prediktivnych
inferencii. Bayesidncom na to sliZi posteriérna prediktivna
hustota (angl., posterior predictive density/distribution)

p(E|2}) = / p(E]6,23)p(0] 2}) db. @)

Tento doblezity koncept sa nepouZiva len na predikcie ale aj
na posddenie (angl., validation) modelu (t.j., prioru a data-
generujuceho rozdelenia).

Podobne sa zavddza aj apriérna prediktivna hustota (angl.,
prior predictive distribution)

p(E) = / p(O)p(F | 60) do

nazyvana tieZ margindlna hustota (angl., marginal density).
Priklad (pokr.): Posteridrna prediktivna pravdepodonost’ toho,
7e v budiicom vybere o velkosti m bude § vyskytov X =1
je (vid [1])
~ n m .B(Of+—ﬂ,ﬁ—+7n-—ﬂ)
p(y ‘ Ty ) =\ - )
B(a, )

-) je beta funkcia; «, § sd

3)

kde § = 0,1,...,m a B(;,
parametre posterioru.

Prior nech je Beta(100,100), a nech m = 20. Posteriérne
prediktivne rozdelenie'! je na obr. 5.
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Obr. 5. Posteriérne prediktivne rozdelenie p(§ | 7).

92%-ny posteriérny prediktivny interval pre ¢, pri danych
détach a priore je'? [6, 13]. Teda, s 92%-nou pravdepodobnos-
tou bude v budicich 20-tich hodoch mincou pocet dspechov
(X =1) niekde medzi Sest’ aZ trinast’.

V pripade, Ze by nds zaujimala pravdepodobnost toho, Ze
v budiicom jedinom hode nastane tuspech, potom by sme

”library(LearnBayes); ab = c (105, 115) #
posterior; m = 20; ys = 0:20; pred = pbetap(ab, m,
ys); plot(ys, pred, type = "h’)

12discint(cbj_nd(ys, pred), 0.9)



podla (3) dostali p(X = 1|af) = Bl = —e %o je
priemer posterioru. V pripade rovnomerného prioru by sme
dostali zndme Laplaceovo pravidlo postupu (angl., rule of
succession): p(X =1|z7) = 7;1_:31.

Pre Beta(100, 100) prior je pravdepodobnost, Ze po sekvencii
20-tich hodov, v ktorych doslo k tdspechu 5 krat, nastane dalsi
tspech, rovnd 0.477 — priemer posterioru. Pripomefime, Ze
nebayesidnec by tito pravdepodobnost’ odhadol ML odhadom,
ktory je 0.25. Pre rovnomerny prior je hladand pravdepodob-

nost’ rovna 0.273. ¢

Ako uz bolo spomenuté, posteriérna prediktivna pravde-
podobnost’ sa pouZziva aj na posteriérnu prediktivnu kontrolu
modelu, na posddenie, zhodnotenie modelu. Volne povedané,
ak je pozorovany udaj v strede posteriérneho prediktivneho
rozdelenia, potom je v silade s fitom modelu. Ak ale namerana
hodnota lezi na chvoste prediktivneho posterioru, potom ju
model nevystihuje. Na formédlne vyhodnotenie kvality modelu
sa pouZiva posteriérna prediktivna p-hodnota, vid’ [3].

Priklad (pokr.): Posteriérna prediktivna pravdepodonost p(§ <
5]z} ) toho, Ze v nasledovnej 20-tici hodov sa bude X =1
vyskytovat' 5-krdt alebo menej je'* 0.0392. To by naznado-
valo, Ze n4S model (t.j., prior a dita-generujice rozdelenie)
nedostatone vystihuje pozorované data, vid tiez obr. 5. Na-
kolko ddta-generujice rozdelenie je v naSom pripade sotva
spochybnitelné, mylit' sa mdzme len v priore. KedZe mame ale
doc¢inenia s malym vyberom (n = 20) a apriérna informicia je
dostato¢ne silnd, nie je v tomto pripade dovod menit’ model.
o

Pouzitie prediktivneho posterioru na posudenie modelu si
zasliZi eSte jednu ilustréciu.

Priklad: V R-kovej kniZnici faraway sa nachddzaji dita
ozone obsahujice merania hladiny ozénu ako aj deviatich
dalsich premennych. Vyberieme z nich Sest’ (wind, humidity,
temp, dpg, vis, doy), a s ich pomocou budeme chciet’ v rdmci
regresného modelu modelovat” hladinu ozénu O3. Po faze
budovania regresného modelu, skonc¢ime napriklad pri modeli
03'/3 ~ wind + humidity + poly(dpg,2) + poly(doy, 2) +
poly(vis,2) 4+ temp:humidity. Parovy graf je na obr. 6.

Na parametre modelu 3, o2 polozime jeffreysovsky prior. N4j-
deme posterior: 3|02,y ~ n(3,02Vs) a 02|y ~ Inv-x2(n —
k,s?), kde 3 = (X'X)"'X'y, V5 = (X'X)"1, k je pocet
prediktorov, n pocet pozorovani, s? odhad variancie chyb.
Hoci je v tomto pripade aj posteridrna prediktivna hustota
p(g7 |y}) vyjadritelnd analyticky (vid napr. [3]), stoji za
zmienku, Ze predstava o prediktivnom posteriore p(g} |y})
buducich dat §7, sa da ziskat' aj bez ratania integrdlu v (2).
Sta¢i ak vieme generovat nové ¢ z rozdelenia p(g, 6 |y}).
Odhad hl'adaného prediktivneho posterioru sa d4 dostat’ napri-
klad jadrovym vyhladenim vygenerovanych dat . Nechajme
si z posterioru vygenerovat 1000 novych dvojic (3, 02), a pre
kazdd nésledne vygenerujeme pri danej matici planu X, n-
ticu novych g. Jadrovo vyhladime vsetkych 1000 n-tic a do
vysledného odhadu prediktivneho posterioru este zakreslime

13sum(pred[l:6] )
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Obr. 6. Pdrovy graf dat.

pomocou zvislych &iar pozicie nameranych y7. Vysledok!* je
na obr. 7. Z obrdzka je zrejmé, Ze model v hrubych rysoch
vystihuje data, ale zdaleka nie uspokojivo, nakolko sa vic¢Sina
pozorovanych dat nachadza na pravom chvoste prediktivneho
posterioru, a nie v strede.
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0.3
|

f(ypred | yobs)
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Obr. 7.
yr-

Prediktivna aposteriorna hustota p(y7 |y}') a pozicie nameranych

V inej forme je td ista vada modelu viditelnd na obr. 8, zo-
brazujicom graf zdvislosti priemerov z ¢-ov nasimulovanych

14 parsim = blinreg((0z$03)"~ (1/3), as.matrix(Xm), m

= 1000); predy = blinregpred(as.matrix(Xm), parsim);
plot (density (predy)) for (i in l:330){abline(v =
((0z$03) [i]) " (1/3))}



z prediktivneho posterioru oproti pozorovanym y7', ako aj

referen¢nd, 45° &aru'’.
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Obr. 8. Graf priemerov z g-ov nasimulovanych z prediktivneho posterioru

oproti pozorovanym y7'.

Z oboch obrazkov vyplyva, Ze by bolo potrebné modifikovat
model tak, aby sa stred prediktivneho posterioru posunul
doprava. ¢

1. Priemerovanie modelov

Aby sme mohli popisat’ dalsi uZitoény bayesovsky koncept
— priemerovanie modelov, budeme musiet opustit’ hddzanie
mincou. Idedlna na to bude opit regresia. Predpokladajme,
Ze modelujeme regresnym modelom ndhodnd premennd y
pomocou nejakej mnoZiny prediktorov. Byva zvykom hladat’
najlep$i podmodel, teda podmnoZinu mnoZiny prediktorov,
ktora by v nejakom zmysle najlepSie vystihovala chovanie
zavislej premennej. Obycajne sa kvalita posudzuje nejakym
kritériom (napr. Akaikeho kritériom, vid [6] alebo [8]), ktoré
zarucuje parsiméniu, teda rovnovdhu medzi poctom pred-
iktorov a tesnostou fitu. V bayesovskej Statistike na tento
ucel slizi Bayesovské informacné kritérium (angl., Bayesian
Information Criterion, BIC) (vid' [6]), ktoré je aproximéciou
bayesovského faktora.

Snaha o vyber ’naj” modelu je ale problematickd, pretoze
vyberom jediného modelu sa ignoruje neistota, ktord mame
o jednotlivych modeloch (angl., model uncertainty), a tito
neistota velmi ¢asto prevazuje vetky ostatné zdroje neistoty.
Bayesovské priemerovanie modelov (angl., Bayesian Model
Avergaing, BMA) poskytuje koherentny spdsob ako zobrat
neistotu o modeli do tvahy. Vychddza sa pri tom z aprior-
neho (zvycajne rovnomerného) rozdelenia p(-) na mnoZine
modelov!® M = {M;, ..., M}. Prior sa nasledne bayesovsky
koriguje ddtami X' a obdrZi sa posterior

p(@7 | M;)p(M;)
Sy p(a? | My)p(My)

p(M;|27) = “)

15 plot ((0z$03) " (1/3), colMeans (predy)) ;
abline (0, 1)
1Mnozina M moze byt vo vieobecnosti spojitd.

kde p(x7 | M;) je integrovand vierohodnost’ (angl., integrated
likelihood)

p(a | M) = / p( |05, My)p(0; | M) doy, (5)

a 0; je parameter modelu M;. Posteriérne inferencie a pred-
ikcie st teda zaloZzené na mnozine modelov, a nie na jedinom,
akokolvek optimdlnom modeli.

Nech ¢ je parameter, ktory nds zaujima.
modelovo-spriemerovand hustota p(¢ | z1) je

Posteriérna

k
plolat) = p(¢|ay, My)p(M;| 7).
j=1

No a jej strednd hodnota a variancia si modelovo-
spriemernené posteriérne charakteristiky parametra ¢.

Priklad: V R-kovej kniznici MASS sa nachddzaji data
UScrime obsahujice ddaje o 47 americkych Statoch, za
rok 1960. Udaje boli zhromazdené za cielom modelovania
kriminality. Prediktorov je 15. Po logaritmickej transform4cii
prediktorov ako aj zavisle] premennej pouZijeme kniZnicu
BMA!7 (vid’ [31]) na ndjdenie modelovo-spriemerovanych po-
steriérnych hustot parametrov modelu's.

Z nasledovného numerického zhrnutia sa méZeme dozvediet,
Ze 5 modelov s najvy$Sou posteriérnou pravdepodobnostou ma
kumulativnu pravdepodobnost’ iba 0.3. Stipec p!=0 obsahuje
udaje, pre Styri z prediktorov, o tom, akd je (percentudlna)
pravdepodobnost, 7e dany prediktor je v modeli. V stipci
EV sa nachddzaju stredné hodnoty modelovo-spriemernene;j
posteriérnej hustoty, a SD obsahuje smerodatné odchylky, pre
kazdd premennd. V daliich stipcoch si bayesovské odhady
parametrov, v troch najlep$ich modeloch.

51 models were selected

Best 5 models have cumulative post. probab. 0.3

p!=0 EV SD modell model2 model3
M 97.5 1.4014 0.532 1.478 1.514 1.605
U2 82.7 0.2709 0.194 0.289 0.322 0.274
LF 3.4 0.0069 0.103
GDP 34.2 0.2006 0.357 0.541

Na obr. 9 si modelovo-spriemernené posteridrne hustoty zo-
brazené pre 4 vybrané prediktory. Velkost Diracovho impulzu
v bode 0 udéva relativny pocet podmodelov (z celkového
poctu 51 podmodelov s najvysSou posteriérnou pravdepodob-
nostou), v ktorych sa dany prediktor nevyskytoval. Napriklad
u prediktora M (percento muzov vo veku 14-24 rokov) je
tato pravdepodobnost’ (relativna poetnost) velmi mala. Krivka
zobrazuje modelovo-spriemernend posteriérnu hustotu, cez
podmodely v ktorych sa dany prediktor nachadza.

Predstava o tom, ktory prediktor je ako vyznamny sa da rychlo
ziskat’ aj z BMA koberca (angl., image plot). Na obr. 10 su

17V kniZnici je implementovand aproximécia integrovanej vierohodnosti
pomocou BICu, ¢o zna¢ne zniZuje komplexitu vypoctov. V kniZnici BAS je
na vypocet pouzité samplovanie bez navracania, z posteriérnej hustoty.

181 ibrary (MASS); library(BMA); data (UScrime);
xcrime = UScrime[,-16]; xcrime = log(xcrimel[,-21]);
ycrime = log(UScrime([,16]); breg = bicreg(xcrime,

ycrime); summary (breg, digits = 2); plot (breg, mfrow
= c(2,2), include = c¢(1,10,5,11), include.inter =
F); imageplot.bma (breg)
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Obr. 9. Modelovo-spriemerneny posterior pre Styri parametre modelu.

na x-ovej osi zoradené modely, zostupne, podla posteridrnej
pravdepodobnosti. Sirka binu vyjadruje velkost' posteriérnej
pravdepodobnosti daného modelu. Farebne je indikovana po-
steriérna pravdepodobnost’ (v %), Ze prediktor (na osi y) je v
modeli. Cervend'® ozna¢uje hodnoty vysie nez 90%, modra
hodnoty?® v intervale (80,90)%.

Model #

Obr. 10. BMA koberec

Pre porovnanie?!, AIC (angl., Akaike Information Criterion)
by do najlepsieho podmodelu vybralo prediktory M, Ed, Pol,
M.F, Pop, NW, U2, GDP, Ineq, Prob, Time. Mnohé z nich sa
v bayesovsky spriemerovanom modeli nenachadzaji. Naj-AIC
model ani nepatri medzi pat’ aposteriérne najpravdepodobne;j-
§ich modelov. ¢

DéleZitost” priemerovania modelov si vdaka bayesidncom
uvedomili aj nebayesiénci, vid' [6].

J. A dalsie
1) Inferencie — zalozené na (1), predikcie a posudenie
modelu — zaloZené na (2), priemerovanie modelov — zaloZené

19V tlatenej podobe tmavo sivé.

20V tlagenej podobe Cierna.

2lg = cbind (ycrime,
data = d); summary (m);

Xxcrime); m =
stepAIC (m)

Ilm(ycrime ~ .,

na (4) a (5), ako aj dal3ie bayesovské operécie si vyZadujd vy-
pocet integralov. Bayesidnci st spolu so Statistickymi fyzikmi,
od ktorych sa pred par desatrociami naudili integrovat’ mnoho-
rozmerné integraly pomocou markovovského monte carlo si-
mulovania (angl., Markov chain Monte Carlo, McMC), znadmi
ako ’agresivni’ vypoctari. Hoci si zdkladné McMC algoritmy
(Metropolisov, Metropolisov-Hastingsov algoritmus, Gibbsov
generétor (angl., Gibbs sampler)) pomerne Tahko popisatelné
(vid’ napr. [9]), ich praktické zvlddnutie si vyzaduje znaénd
davku kumstu.

2) Bayesidnci st majstri v modelovani pomocou hierarchic-
kych modelov. S tymito modelmi tzko stvisi aj zaujimava
herézia, zndma ako empiricky bayes. Jednoduchym prikladom
hierarchického bayesovského modelu je: X;|6; ~ n(0;,02),
kde X; (i = 1,2,...,n) st nezdvislé; a 0; ~ n(u,7?),
kde 6; (« = 1,2,...,n) si zamenitelné. D4 sa ukazat,
7e margindlne rozdelenie X; je n(u,0? + 72). Ak je o2
zndme, mozme teda parametre u, 72 prioru (nazyvaji sa
tieZ hyperparametrami) odhadnut z dit. Vdaka margindlnemu
rozdeleniu je tak mozné urcit’ hyperparametre prioru z dat. V
takomto empirickom bayesovskom pristupe su teda déita pou-
Zité dva razy: na urenie hyperparametrov prioru a aj na jeho
aktualizaciu (angl., updating). V hierarchickom bayesovskom
modelovani je podstatny predpoklad zamenitelnosti?> (angl.,
exchangeability) parametrov 0,. Parametre 61,0s,...,0; si
zamenitelné ak ich rozdelenie je invariantné na ich permutéciu.
So zamenitelnostou uzko stvisi aj zdsadnd de Finettiho veta.

3) Odhliadnuc od fundamentélnej odliSnosti bayesovského
pristupu od vSetkych nebayesovskych pristupov, je moZné
chdpat’ bayesovanie ako metédu, pomocou ktorej sa daji (prin-
cipidlnym sposobom) regularizovat ML odhady. Napriklad
zndmy hrebeniovy odhad (angl., ridge estimator) parametrov
gaussovského regresného modelu, pouzivany nebayesianmi v
pripade Ze matica pldnu je takmer singuldrna, sa d4 bayesov-
sky obdrzat’ pomocou gaussovského prioru, vid napr. [9].

4) V poslednych rokoch sa prudko rozvija neparametrickd
bayesovskd Statistika. Pravdepodobnostné modely parametri-
zované konednym pocétom parametrov st velakrat prili§ nef-
lexibilné. V neparametrickom bayesovani (vid napr. [5]) sa
kladie prior na mnoZinu vsetkych rozdeleni.

5) ABC (angl., Approximate Bayesian Computation) je
zaujimava technika, pomocou ktorej sa daji robit’ bayesovské
uvahy v pripade, Ze vierohodnostnd funkcia je numericky ne-
zvladnutel'na. Na to, aby sa ziskala vzorka hodnot z posterioru
sa v ABC postupuje podla tohto receptu:

a) zvolte pracovnd (angl., proposal) apriérnu hustotu p(6),

b) vygenerujte kandidédta 6* z p(6),

¢) nasimulujte ddta Y7* z p(Y7" | 6%),

d) vypocitajte vhodni sumdrnu $tatistiku S(y7') pre nasi-
mulované ddta, ako aj pre napozorované déta S(z7),

e) akceptujte 6* v pripade, Ze vhodna miera vzdialenosti
5(-,-) spliia 5(S(a}), S(y)) < e.

ABC sa objavilo v populacnej genetike a rozsirilo sa aj do
dalsich disciplin.

22Zaujimava diskusia o nezavislosti a zamenitelnosti je v [30].



IV. PELE-MELE

Pre mnohych nebayesovskych Statistikov je bayesovsky ra-
mec prili§ zvizujidci, rigidny. Z pohladu bayesovskej Statistiky
sa zas nebayesovska Statistika javi ako stubor ’ad hoc’ proce-
ddr, ’keby’-uvaZovania, a paradoxov. Tento desatrocia sa vy-
vijajici bayesovsko-nebayesovsky ping-pong vniesol mnoho
poznania do zdkladov Statistiky, aj do praktickej analyzy dat,
ale schizma trvd. Viaceri Statistici hladaji kompromis, vid
napr. neddvnu pracu [29].

Vnitrobayesovskym sporom (subjektivisti vs. objektivisti)
je venovand velkd Cast tretiecho zvizku prvého roénika ¢aso-
pisu Bayesian analysis. V neddvnom cisle (Vol. 3, No. 3, 2008)
toho istého Casopisu je zas zaujimava debata, vyprovokovana
Gelmanovym ¢lankom, ktory zhffia vyhrady voci bayesovskej
Statistike.

Thomas Bayes Zil v rokoch 1702 aZ 1761. Jeho sldvna
’Esej o rieSeni jedného problému v rdmci doktriny Sanci’
vySla v roku 1763. Pomenovanie ’bayesidnci’ vyvoldva v
mnohych dojem akejsi sekty, vid' [32]. Keby sa bayesidnci
volali napriklad posterioristi hned by to znelo menej sektérsky!

K posterioristom maji spomedzi tych inych najbliZSie asi
stipenci pristupu k Statistike, ktory je zaloZeny na vierohod-
nostnej funkcii*. Mimo zdsadného rozdielu medzi likelihood-
wallahovskym ’keby’ a posteriérskym ’ked” uvaZovanim, sa
oba pristupy liSia aj po technickej stranke: posterioristi integ-
rujui, wallahovia maximalizuju.

Dva citaty, ako pripomienka na ¢asy ’studenej vojny’. Mau-
rice Kendall: *Zivot by bol ovela jednoduchsi keby bayesianci
nasledovali svojho majstra a publikovali svoje price posmrt-
ne’. Dennis V. Lindley: Vo vniitri kazdého nebayesidnca je
ukryty bayesidnec, snaZiaci sa predrat von.” Ked’ sa dvaja bijd,
mdZe zmocniet’ niekto treti. Dolovanie v datach (angl., data
mining), strojové ucenie (angl., machine learning) su pristupy
k analyze dat, v ktorych sa preferuje algoritmické ziskavanie
informécie z dat (vid' [20]), oproti Statistickému pristupu, ktory
je — nebayesovsky, rovnako ako bayesovsky — zaloZeny na
pravdepodobnostnom modeli.
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