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Abstrakt

V této diplomové praci se vénujeme analyze extrémnich udalosti. V modelovani
vyuzivame dvé metody, konkrétné metodu blokovych maxim a metodu zalozenou
na prekroceni ur¢ité meze. Uvodni ¢ast obsahuje teoretické sezndmeni s obéma, me-
todami, coz je dillezité pro dostatecné pochopeni pii dalsich aplikacich. Prakticka
cast se soustfedi na analyzu pojistnych dat obéma zpiisoby s naslednym porovnanim
vysledki.

Abstrakt

V tejto diplomovej praci sa venujeme analyze extrémnych udalosti. V modelovani
vyuzivame dve metddy, konkrétne metédu blokovych maxim a metédu zalozent na
prekroceni urcitej medze. Uvodné ¢ast prace obsahuje teoretické zoznamenie sa s
oboma metédami, ¢o je dolezité pre dostatoéné pochopenie pri dalsich aplikaciach.
Praktickd casf sa sustredi na analyzu poistnych dat oboma spoésobmi s naslednym
porovnanim vysledkov.

Abstract

This thesis deals with extreme value analysis. Two approaches to modelling ex-
treme events are concerned in this text — block maxima method and peaks-over-
threshold. In the first part, a theoretical background is given which is essential
for further applications. Afterwards, modelling of insurance data is studied. Both
above-mentioned methods as well as the comparison of results are included in the
analysis.
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Uvod

Extrémne udalosti, ako uz ich nadzov napoved4, nie st spojené s beznymi situaciami,
no ich vyskyt znamend velké pohyby, vysoké straty ¢i vysoky dopad v urcitej sfére
zaujmu. Preto je ich $tidium zaujimavé z roznych hladisk a pre rézne skupiny po-
pulacie.

Typickym prikladom extrémnej udalosti je napr. storo¢na povoden, t.j. taka po-
vodeti, ktora sa vyskytne v dlhodobom priemere jedenkrat za sto rokov. DalSou
oblastfou bohatou na tieto javy je meteoroldgia, ktord zahita posobenie hurikédnov,
rekordnych zmien teploty, ¢i viny hortucav. Prave v oblasti meteorologickych a kli-
matickych javov sa analyza extrémnych udalosti zacala rozvijat. Extrémne javy vSak
figuruju aj vo financ¢nictve, a to napriklad v podobe vyraznej zmeny hodnoty aktiva
za urCity ¢as. Velkou sférou, kde sa metddy taktiez vyuZivaju je poistovnictvo, a to
najmé jeho nezivotnéd c¢ast. V niektorych portfélidch sa moze prilezitostne vyskyt-
nat vysoky poistny narok, ktory moéze ohrozit jeho stabilitu. Okrem takych udalosti
ako hurikany, zemetrasenia ¢i letecké nehody sa vysoké poistné naroky vyskytuja
aj v inych oblastiach. Patria medzi ne poistné naroky z automobilového poistenia
¢i z poistenia proti poziarom (priemyselné poziare a podobne). Je preto prinosné
sa proti vSetkym takymto okolnostiam branit vopred, s ¢im pomaéha prave analyza
extrémnych udalosti.

Prva kapitola prace poskytuje velmi struéné zoznamenie s metédami, ktoré sa na
modelovanie extrémnych situécii vyuzivaji. Prva z nich — metéda blokovych maxim
je podrobnejsie studované v kapitole 2. Okrem iného popisuje aj stéry pritazlivosti
a overuje max-stabilitu jednotlivich rozdeleni extrémnych hodnét. Dalej je v nej
pozornost venovand odhadu parametrov rozdelenia extrémnych hodnot a rieSeniu
praktickych tloh spojenych s analyzou dat, ako napr. hladanie doby navratu ex-
trémneho javu. Nasledujtuca kapitola 3 potom popisuje podobné charakteristiky pre
metodu peaks-over-threshold. V poslednej kapitole 4 je priestor venovany analjze
dat z oblasti poistovnictva. Aplikované st obe zmienené metddy, ktoré st na zaver
porovnané.

—ir—



Kapitola 1

Teoria extrémnych hodnot

Klasicka statistika sa, zjednodusSene povedané, zameriava na ,priemerné“ spravanie
nejakého nahodného procesu, teda na javy realizujice sa v okoli strednej hodnoty
nejakého rozdelenia.

Na druht stranu, tedria extrémnych hodnét (dalej len EVT, z angl. Extreme
Value Theory) sa ststredi na extrémne, ojedinelé a vzacne javy, ktoré sa spravidla
realizuji na chvostoch rozdeleni. Z pohladu Statistiky ide o tzv. odlahlé pozorovania.
Ukazuje sa totiz, ze pravdepodobnost nastania extrémnej udalosti je v skutocnosti
vysSia, ako sa predpoklada na zaklade teoretického rozdelenia pravdepodobnosti, t.j.
ze rozdelenia maju fazsie chvosty.

Cielom EVT je skiimanie spravania tychto odlahlych pozorovani. Zaujimat néas
napriklad moze stanovenie velkosti extrémneho javu, ktory nastane raz za zvolent
frekvenciu, pripadne naopak, stanovenie priemernej frekvencie vyskytu extrémneho
javu danej velkosti a dalSie. To znamend, Ze musime n&jst vhodni matematick
metédu, aby sme mohli vysvetlit okolnosti, ktoré sa vyskytuju s relativne malou
pravdepodobnosfou, no maja vysoky dopad.

Najcastejsie sa na modelovanie tychto situacii vyuzivaji dve metddy, a to metdda
blokovych maxim a metéda peaks-over-threshold (POT).

Metdda blokovych maxim

Podstatou metody blokovych maxim je rozdelenie ziskanych pozorovani do urc¢itého
poctu blokov, pricom v kazdom bloku zistime maximélne pozorovanie. Ideou potom je
nemodelovat samotné pozorovania, ale ziskané blokové maxima. Obrazok 1.1 ilustruje
koncept metédy blokovych maxim. Pozorovania st v tomto pripade rozdelené do
styroch blokov po troch pozorovaniach.

Pristup k modelovaniu dat pomocou blokovych maxim mé vsSak jednu zjavnu
nevyhodu - v rdmci bloku uvazujeme len jednu extrémnu hodnotu. Vo vSeobecnosti
moze nastat situdcia, kedy druhd najvyssia hodnota daného bloku je vysSia ako
maximum nejakého iného, ¢im v ramci analyzy stracame cenné extrémne data.
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Obr. 1.1: Blokové maxima.

Obr. 1.2: Peaks-over-threshold

Peaks-over-threshold

Spomenuty nedostatok metddy blokovych maxim odstranuje metéda peaks-over-th-
reshold (POT). Je povazované za modernejsi sposob analyzy extrémnych udalosti a
je zalozend na prekroceni urcitej pevne zvolenej medze. Opét sa nebudeme snazif
modelovat dané pozorovania. Namiesto toho sa budeme zaoberat prekroceniami po-
zorovani (excesmi) vopred danej hranice, v pripade, Ze k tomuto prekroceniu doslo.
Tym st data vyuzité efektivnejsie ako v predchadzajicom pripade. Na obrazku 1.2

je tato hranica vyobrazena prerusovanou ciarou.

V nasledujtcich kapitolach si obe metddy rozoberieme podrobnejsie. Zistené po-

znatky dalej vyuZijeme pri spracovani dat.



Kapitola 2

Metoda blokovych maxim

Majme postupnost ndhodnych veli¢in X;, X, ..., X,,, pricom jednotlivé ndhodné
velifiny st nezavislé a rovnako rozdelené s distribu¢nou funkciou F' (dalej ich bu-
deme skratene oznacovat ako i.i.d. ndhodné veli¢iny, z angl. independent identically
distributed). Ozna¢me maximum tohto ndhodného vyberu

M, = max(Xy,..., X,),

pri¢om toto maximum chceme dalej skiimat. Obdobne by sme mohli vySetrovat vlast-
nosti minima, pri¢om je v takom pripade potrebné previest transformaciu

min(Xy,...,X,) = —max(—Xq,...,—X,).

Zaujima nas, ako toto maximum modelovat, aké rozdelenie je vhodné vyuzit. Preto
s vyuzitim i.i.d. vlastnosti ndhodnych veli¢in X, ..., X,, zostrojme distribu¢nt fun-
kciu pre M,,:

Gn(r)=PM, <z)=P(X;<z,...,X, <z)= ﬁP(Xi <z)=F"(x). (2.1)

=1

Intuitivne ocakavame, Ze maximalne extrémne situdcie sa odohravajui na pravom
konci distribu¢nej funkcie F', ¢o nam potvrdzuje aj nasledujica veta.

Veta 2.0.1. Nech M, je maximum i.i.d. ndhodnych velicin X4, ..., X, a xr je pravy
koncovy bod rozdelenia s distribucnou funkciou F definovany ako

zp :=sup{zr € R, F(z) < 1}.

Potom pre n — oo plati

Dokaz. Musime rozlisit dve situacie. Pre z < zp, ¢ € R mame

lim P(M, <z)= lim F"(x) =0,

n—oo n—oo
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a zaroven pre r > rp a rp < 00 plati
P(M, <x)=F"(x)=1.

7 toho okamzite plynie konvergencia maxima M, k pravému koncovému bodu zp
v pravdepodobnosti. Nakolko v§ak postupnost maxim M,, pre n — oo je neklesajica,
mozeme povedat, ze M, konverguje k x skoro iste. O

7 predchadzajucej vety mdzeme vidiet, Ze limitné rozdelenie maxima v sebe nenesie
ziadnu informéciu, nakolko méa degenerovani distribu¢nt funkciu. Pontka sa mo-
znost normovat maximéa vhodnymi postupnostami konstant. Princip normovania je
podobny tomu, ktory vyuziva centralna limitna veta.

Hladajme preto nedegenerovant distribu¢ni funkciu, ozna¢me ju H(x), ktora
bude limitnou distribu¢nou funkciou normovanej ndhodnej veli¢iny M,,, ¢o znamena,
ze nas zaujima takd H(z), pre ktoru pre kazdé = € R plati

Mn _bn n—00
P (— < x) X Hx),
G,

kde a,, > 0, b, € R st vhodne zvolené konstanty. Potom distribu¢né funkcia normo-
vanych maxim je tvaru

an

kde G, (a,x + b,) je distribu¢né funkcia nenormovanych maxim v danom bode. Ak
konstanty a,, > 0, b, € R existuja, potom je H(z) distribu¢na funkcia tzv. rozdelenia
extrémnych hodnot, o com hovori nasledujiica veta.

Veta 2.0.2 (Fisherova-Tippettova). Nech Xi,..., X, st i.i.d. ndhodné wveliciny,
M, = max{Xy,..., X,,}. Ak existuji konstanty a, > 0, b, € R a nedegenerovand
distribucnd funkcia H(x) takd, Ze

P (Mn_‘bn < x) " (),

G

potom md H(x) jeden z nasledujicich tvarov:

Go(z) = exp{—e""}, z € R,
0, <0
Gi(z) = { _
exp{—z~“}, x>0,

Go(z) = {GXP{—(—@C“}, z <0,

1, x>0,

pricom a > 0 sa nazyva parameter tvaru.
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Obr. 2.1: Hustoty rozdeleni extrémnych hodnét v standardizovanom tvare.

Dokaz. Dokaz vety je pomerne narocny, preto ho na tomto mieste nebudeme uvadzat.
Nécrt dokazu je mozné najst napr. v Embrechts a kol. [7] v kapitole 3. Cely dokaz

v Uplnej vSeobecnosti prvykrat uviedol Gnedenko v roku 1943, pozri [10].
O

Fisherova—Tippetova veta teda inymi slovami vravi, ze limitné rozdelenie normo-
vanych maxim nejakého ndhodného vyberu musi byt jedného z troch zmienenych ty-
pov, nezavisle na pévodnom rozdeleni ndhodného vyberu. Rozdelenie s distribu¢nou
funkciou Go(z) sa nazyva Gumbelovo rozdelenie, rozdelenie s distribu¢nou funkciou
G1(z) je Fréchetovo rozdelenie, pricom tieto sa vyuzivaju pri modelovani maxim.
Rozdelenie s distribu¢nou funkciou Go(x) sa nazjva a Weibullovo® rozdelenie a sluzi
na modelovanie minim. Tieto tri rozdelenia nazyvame rozdelenia extréemnych hod-
not alebo aj EV rozdelenia (Extreme Value). Na obrazku 2.1 s zobrazené hustoty
rozdeleni extrémnych hodnét pre rozne hodnoty parametru a.

Predchadzajtce definicie distribu¢nych funkcii rozdeleni extrémnych hodnot st
v Standardizovanom tvare, ¢o znamena, ze parameter polohy p = 0 a parameter
meritka o = 1. Uplné triedy tjchto rozdeleni ziskame zavedenim tjchto parametrov
polohy a meritka, t.j.

‘r JE—
Gi,y,g—Gi( “) . i=01,2, peRo>0.
o

Jenkinson [14] ukézal, ze Gumbelovo, Fréchetovo a Weibullovo rozdelenie mo-
zeme zapisat aj uspornejSie, pomocou jednej distribucnej funkcie zovseobecneného
rozdelenia extrémnych hodnot.

1V niektorej literatire sa nami uvazované Weibullovo rozdelenie pouZivané na modelovanie ex-
trémnych situacii oznacuje aj ako inverzné alebo extremalne Weibullovo rozdelenie.
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Obr. 2.2: Hustota zovSeobecneného rozdelenia extrémnych hodnot.

Definicia 2.0.1. ZovSeobecnené rozdelenie extrémnych hodndt (GEV - generalised
extreme value) s parametrom v € R mé distribu¢nt funkciu v tvare

_1
Gy@) =exp{=(1+72) 7}, 1492>0,9£0, (2.3)
pricom < sa nazyva parameter tvaru.

Vztah (2.3) uvadza tvar distribu¢nej funkcie GEV rozdelenia v Standardizovanom
tvare. Opit mozeme pridat parametre polohy p € R a meritka o > 0, pricom plati

Gpola) = G, <I_“), 1+ B8,

o o

Hustota pravdepodobnosti GEV rozdelenia pre rézne hodnoty parametra v je zobra-
zena na obr. 2.2.

[ahko sa mozeme presvedcit, Ze definicia GEV rozdelenia je korektna. Po spo-
jitom dodefinovani hodnoty parametru tvaru v — 0, a teda naslednym limitnym
prechodom ziskame Gumbelovo rozdelenie, konkrétne

: : 1
LIL%GW(@ = %Lnéexp{—(l + x) 7} =

:exp{—yg(l](l—i—fyx) v} :exp{—e },

¢o je naozaj distribu¢né funkcia Gumbelovho rozdelenia.
Dalej pre v > 0 a v = 1/a plati

G, (x) = G1jal(w) = exp {— (1 + 2)_} ,
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¢o je distribu¢né funkcia Fréchetovho rozdelenia v bode 1 + z/«, kde a > 0.
Nakoniec, pre v < 0 a v = —1/a dostavame

X «
Gy(2) = Goyjal@) = exp { = (1= )}
¢im potvrdzujeme, zZe sa jedna o distribu¢nt funkciu Weibullovho rozdelenia v bode
—14x/a. GEV rozdelenie teda zahftia vSetky pripady rozdeleni extrémnych hodnét.

Priklad 2.0.1. Majme ndhodny vyber Xi,..., X, z exponencidlneho rozdelenia
s parametrom A = 1. K akému rozdeleniu konverguje maximum tohoto ndhodného
vyberu?

Exponencialne rozdelenie s parametrom A = 1 ma distribu¢na funkciu v tvare

Flx)=1—-¢"", x> 0.

Konstanty zvolime v tvare
a,=1, b, =1nn.

Preco sme zvolili prave takyto tvar normujicich konstant si vysvetlime v nasledujuice;j
podkapitole 2.1. Dostavame

Mn - bn

P(— Sa:) =P(M,—Inn<z)=P(M,<z+1Inn).
an

To je distribu¢né funkcia normovanych maxim v bode z + Inn. Aplikovanim vztahu

(2.2) ziskavame

P(M, <z +1Inn) = [F(z+lnn)]" = [I — e @] = {1 B _ex} .
Dalej plati, ze

1 n
[1 - — e_“c] — exp {—e_x}
n
pre n — 00, ¢o je distribuéné funkcia Gumbelovho rozdelenia (v Standardizovanom
tvare), a teda limitnym rozdelenim maxim exponencidlneho rozdelenia pre vhodne
zvolené normovacie konstanty je prave Gumbelovo rozdelenie. Na obrazku 2.3 je
tato konvergencia znazornenéd pre rozne rozsahy nahodného vyberu pri zvolenych
konstantach a, = 1 a b, = Inn. Vidime, Ze konvergencia rastie pomerne rychlo,
pri¢om uz rozdelenie maxima vyberu s rozsahom n = 20 je velmi blizke Gumbelovmu
rozdeleniu.

Na priklade sme si ukazali platnost Fisherovej-Tippetovej vety pre konkrétne
rozdelenie, a teda, Ze limitné rozdelenie maxima pre vhodné konstanty a,, > 0, b, € R
konverguje k nejakému rozdeleniu extrémnych hodnét (v pripade, ze takéto konstanty
existuji).

Poznamenajme, Ze v pripade zvolenia nejakej inej konstantnej hodnoty pre a,
v priklade 2.0.1, by sa konvergencia ku Gumbelovmu rozdeleniu nezmenila, zmenila
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Obr. 2.3: Distribu¢né funkcia Gumbelovho rozdelenia a normalizovanych maxim na-
hodného vyberu z exponencialneho rozdelenia pre rézny rozsah vyberu n.
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by sa vSak hodnota parametrov rozdelenia. Z toho vyplyva nejednoznac¢nost uréenia
konstant a, > 0, b, € R, pricom so zmenou vyberu konstant sa moze zmenit aj
rychlost konvergencie limitného rozdelenia maxim k nejakému z EV rozdeleni, pozri
[4]. Mézeme preto néjst viaceré hodnoty, pre ktoré budi normované maximé kon-
vergovat. Vysledné limitné rozdelenia sa vSak budu 1iSif len v parametroch polohy a
meritka.

2.1 Sféra pritazlivosti rozdeleni extrémnych hod-
not

Ak vhodne standardizované maximum i.i.d. ndhodnych veli¢in konverguje v distribu-
cii, potom je otazka, ako spoznat, ku ktorému z troch rozdeleni extrémnych hodndt
sa tak deje. Definujme najskér pojem sféry pritazlivosti.

Definicia 2.1.1. Nech Xi,..., X,, je ndhodny vyber z rozdelenia s distribu¢nou fun-
kciou F(z). Pokial distribu¢na funkcia F'(x) splita podmienky Fisherovej-Tippetovej
vety, t.j. ak pre vhodné konstanty a, > 0 a b, € R a pre vsetky = € R plati

[F(anz + b,)]" = G4 (), n — 0o

potom hovorime, ze F(z) patri do sféry pritazlivosti rozdelenia extrémnych hodndot
s distribu¢nou funkciou G,(z), piSeme

F € MDA(G,,).

Nakolko sa v pripade tedrie extrémnych hodnot zaujimame o rozdelenie maxima,
je prirodzené sa zaoberat pravym chvostom rozdelenia ndhodného vyberu. Preto by
sféra pritazlivosti mala zavisief len na tvare a vlastnostiach chvosta rozdelenia a nie
na jeho zvysku. Toto potvrdzuje aj nasledujica veta. Pred jej uvedenim zavedme
oznacenie

F(x)=1—F(z) = P(X > 1), z € R,
pricom funkcia F(x) sa beZne nazjva funkcia prezivania alebo distribu¢na funkcia

chvostu rozdelenia.

Veta 2.1.1. Rozdelenie pravdepodobnosti s distribucnou funkciou F(x) patri do sféry
pritaZlivosti EV rozdelenia s distribuénou funkciou G;(z), i = 0,1,2, a normovacimi
konstantami a, > 0 a b, € R prave vtedy, ak plati

lim nF(a,z +b,) = —In Gy(z), r eR.

n—oo

Dokaz. Podla definicie 2.1.1 a Fisherovej-Tippetovej vety 2.0.2 plati

F € MDA(G;) & lim [F(a,z +b,)]" = Gi(z) # 0.

n—o0

Rovnicu modzeme pomocou funkcie prezivania upravit do tvaru

lim [1— F(a,z + bn)}n = G;(x).

n—oo
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Nésledne zlogaritmovanim rovnice a vyuZitim rovnosti —In(1 — ) ~ = pre x — 0
=0

(tato aproximaciu mozeme vyuzit, nakolko lim, ., F'(a,x + by,) ) ziskavame

lim —nln [1 — Flapx + bn)} ~ lim —nF(a,z + b,) = InG,(x),
n—00 n—00

z ¢oho vyplyva vztah z tvrdenia vo vete.
O

Vzhladom na to, Ze predpokladame, Ze sféra pritazlivosti izko stvisi s chvostami
rozdeleni, definujme, Ze rozdelenie s distribuc¢nou funkciou F'x a rozdelenie s distri-
bucnou funkciou Fy st chvostovo ekvivalentné ak pre prislusné funkcie prezivania
plati

lim EX(x) =c
T—00 FY(J:>

)

kde 0 < ¢ < oo je nejakd konstanta. Potom plati, Ze pokial st dve rozdelenia chvos-
tovo ekvivalentné, tak patria do rovnakej sféry pritazlivosti, nakolko konstantu c je
mozné zahrnit do normujucich konstant a, a b, (pozri [15]).

Dalej si popiseme sféry pritazlivosti pre jednotlivé EV rozdelenia.

Fréchetovo rozdelenie

Sféra pritazlivosti Fréchetovho rozdelenia mé relativne elegantné vyjadrenie pomocou
pomaly sa meniacej funkcie v nekonecne. Preto tento pojem najskor definujme.

Definicia 2.1.2. Kladna Lebesgueovsky meratelna funkcia L na intervale (0, 00) je

e pomaly sa meniaca v nekonecne, ak plati

Lt
i Z(7) —1, >0,
T—$00 L(:p)

e pravidelne sa meniaca v nekonecne s indexom p € R, ak plati

Lt
im 20 s
Z—>00 L(x)

Typickym prikladom pomaly sa meniacej funkcie (vynechanim trividlneho pripadu
konstantnej funkcie) je napriklad logaritmus In(z). M6Zeme si vSimnut, Ze regularne
meniacu sa funkciu mozno vyjadrit ako stéin mocninnej a pomaly sa meniacej fun-
kcie.

Podla vyssie uvedeného predpokladu, sféra prifazlivosti stvisi s chvostami roz-
deleni. Chvost distribu¢nej funkcie Fréchetovho rozdelenia ma pre o > 0 s vyuzitim
Taylorovho rozvoja exponencialy priblizne tvar
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Gi(z)=1—exp(—z7%) 27, x> 0.

Preto moZeme priblizne o¢akévat, ze rozdelenia patriace do MDA (G1) budt mat tzv.
tazké chvosty, ktoré klesaju mocninne. Ako sa od tejto predstavy moZzeme ,oddialit®
formuluje nasledovné tvrdenie.

Veta 2.1.2. Rozdelenie s distribuénou funkciou F(x) patri do sféry pritazlivosti
Fréchetovho rozdelenia s distribucnou funkciou G1(x), prave ked plati

F(r) =2 “L(z), a>0 (2.4)
pre nejaki pomaly sa meniacu funkciu L.

Naviac, ak F € MDA(G,), potom
F"(ap,x) — Gi(x), n — 0o

a normujice konstanty mozZeme volit v tvare

a,=F"'(1-n""), b,=0. (2.5)
Dékaz. Pozri [7], kap. 3. O

Veta ndm hovori, Ze sféru prifazlivosti Fréchetovho rozdelenia tvoria distribucné fun-
kcie, ktorych chvosty st reguldrne sa meniace v nekonecne s indexom —a. Nakolko
sme spomenuli, ze do MDA Fréchetovho rozdelenia patria rozdelenia s tazkymi chvos-
tami, z hladiska finan¢nych aplikacii sa tato trieda vyuziva napr. pri modelovani trhov
s vysokou volatilitou.

Priklad 2.1.1. Ukazte, ze Paretovo rozdelenie s distribu¢nou funkciou pre a > 0
Flz)=1—279, x>1

patri do sféry pritazlivosti Fréchetovho rozdelenia.
Tuato skutocnost mozeme ukdzat dvomi sposobmi. Distribucné funkcia chvosta

Paretovho rozdelenia je tvaru
F(z)=a"1,

¢o mozeme trividlne vyjadrit ako sacin konstantnej funkcie L(z) = 1 a mocninnej
funkcie ¢, preto plati (2.4) a F' € MDA(G)).

Druhym sposobom je pouzit priamy vypocet konvergencie pri zvolenych konstan-
tach podla (2.5). Vyjadrime preto tvar konstanty a, pomocou kvantilovej funkcie
F~1(1 —n~!) nasledovne:

Flz)=1—n"

- —1

l—27%=1-—n

T = nl/a
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Zvolme preto a, = n'/*, b, = 0 a overme, & plati konvergencia podla vety 2.1.1.
Konkrétne

[F (az + b)]" = [F (no2)]" = [1 = (n"/2) ]

)" n—oo
=|1-"—| =exp(—z77),
n
¢o je distribu¢nd funkcia Fréchetovho rozdelenia, ¢im sme potvrdili, ze F' € MDA(G}).

Do sféry pritazlivosti Fréchetovho rozdelenia patria mnohé dalsie rozdelenia, pozri
[2], [7] alebo [17]. St to napr. zovseobecnené Paretovo, F' rozdelenie, dalej Studentovo
t rozdelenie, inverzné gama alebo Cauchyho ¢i logaritmické gama rozdelenie.

Weibullovo rozdelenie

Fréchetovo a Weibullovo rozdelenie maji medzi sebou tizky vztah, nakolko pre o > 0
plati

Go(—271) = G (z), x> 0. (2.6)
Skutocne,
Go(—a ) =exp{— (—(—27"))"} =exp{—27"} = Gi(2).

Toto vzajomné vyjadrenie zohrava velk( tlohu pri odvodeni a popisani sféry prita-
zlivosti Weibullovho rozdelenia.

Veta 2.1.3. Rozdelenie s distribucnou funkciou F(x) patri do sféry pritazlivosti
Weibullovho rozdelenia s distribucnou funkciou Go(x), prdve ked je pravy koncovy
bod rozdelenia rrp < 00 a zdroven

F(rp —27 ') =27 L(x), a>0 (2.7)
pre nejaki pomaly sa meniacu funkciu L.
Naviac, ak F € MDA(G3), potom

F'(apx + zp) — Ga(x), n — 0o
a normuguce konstanty moZeme volit v tvare

a, =xp — F7! (1—n’1) . b, =ap. (2.8)
Dokaz. Dokaz nutnej podmienky je narocny, je mozné ho najst v [19].

Postacujicu podmienku dokazeme nasledovne. Predpokladajme, ze rp < oo a plati
(2.7). Oznacme

F.(z)=F(zp—27"), z>0.
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Podla Vety 2.1.2 potom F.(x) € MDA(G,), pricom normujice konstanty mozeme
zvolit ako af = F;'(1 —n~') a b, = 0. To znamena, ze kedze F, patri do sféry
pritazlivosti Fréchetovho rozdelenia, plati

Fiayz) = Gi(x),

a preto vyuzitim vztahu (2.6) ziskavame

F'(xp — (aXz)™') = Go(—271).

Nakoniec, substitiiciou x = —y~! ziskavame

Ay,

P (xF + %) — Galy), y <0, (2.9)
¢o je distribuéné funkcia Weibullovho rozdelenia v bode y. Zostava uréit tvar nor-
mujtcich konstant. Z (2.9) okamzite vidime, Ze b, = . Dalej a, = (a’)~?!, pricom

podla (2.5) je

ar=F'1-n")=if{zeR: F(z)>1-n""}.

Zavedenim substitticie u = 2 — 27! a dalsimi Gpravami ziskavame

a, = inf{(:z:F —u)*l : F(u) > 1 —nfl} —

= (zp —inf {u: F(u) > 1 _n—1})—1 _
= (er = FH(1=n") 7,

7 ¢oho vyplyva, Ze a, = (a})™' = zp — F71(1 —n~1), ¢o sme chceli dokazat. O

Z prechédzajicej vety vidime, Ze rozdelenia patriace do sféry pritazlivosti Weibul-
lovho rozdelenia majii obmedzeny pravy koncovy bod. Preto sa toto rozdelenie vo
velkej miere nevyuziva na modelovanie situacii vo finanénych aplikdciach. Napriek
tomu mozu byt rozdelenia tejto sféry vhodné pri nejakych Specifickych stratégiach
ako napr. zaistenie (hedging), kedy sa ur¢itou kombinédciou aktiv alebo derivatov
dokaze vytvorit situdcia, v ktorej je strata (pripadne zisk) investora limitovany.

Priklad 2.1.2. Rovnomerné spojité rozdelenie na intervale (0, 1) patri do MDA(G5).
Distribuéna funkcia je tvaru F'(z) = x, pre z € (0, 1). Zrejme potom zp = 1 < oo.
Dalej overme, & plati (2.7):
Flap—a2H=Fl—-aYHY=1-(1-az =0,
takze podmienka je splnend pre L(x) =1 a a = 1, z ¢oho vyplyva, ze F' € MDA(G»).

Pri druhom spésobe vypocitame normujice konstanty podla (2.8), teda

bn:l’pzl.
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Dalej

Flz)=1-n"",
r=1-n"

a preto
an=2p—F'1-n)=1-(1-n1)=n"

Overime konvergenciu

n
n—o0

F'(apz +by) = [1 + ﬂ — exp(x).

Pritom exp(z) je distribuénd funkcia Weibullovho rozdelenia pre hodnotu o = 1, a
teda F' € MDA(G)).

Okrem rovnomerného spojitého rozdelenia patri do MDA (G5) napriklad aj beta roz-
delenie, pozri [7].

Gumbelovo rozdelenie

Popisat sféru pritazlivosti Gumbelovho rozdelenia je zloZitejsie ako v predchadzaji-
cich dvoch pripadoch. Ak sa pozrieme na chvost jeho distribuc¢nej funkcie, zistime, Ze
(vyuzitim aproximécie exponencialy prvymi dvoma ¢lenmi prislusného Taylorovho
radu)

Go(r) ~ exp(—x), T — o0.

Preto mozeme ocakéavat, ze chvosty rozdeleni, ktoré budi patrit do MDA (G), buda
klesat exponencialne. Op#tf musime rozhodnit, kolko mézeme z tejto predstavy zla-
vit, aby sa neporusili podmienky sféry pritazlivosti.

Do MDA(Gy) patri sirokéa trieda rozdeleni, ktoré nemaji rovnaké charakteris-
tiky chvostov. Patri sem jednak normadlne rozdelenie s Tahkymi chvostami, ale aj
napr. lognormaélne rozdelenie s chvostami relativne fazkymi. Ttto triedu popisujeme
pomocou tzv. von Misesovych funkcii.

Definicia 2.1.3. Nech F je distribu¢né funkcia ndhodnej veli¢iny X s pravym kon-
covym bodom zp < co. Predpokladajme, zZe existuje z € R také, ze pre F' plati

F(z)=K exp{—/:ﬁdt}, 2 <x<zTp (2.10)

pre nejaka konstantu K > 0 a funkciu d(z), ktord je kladnd a absolitne spojita
s derivaciou d'(x), pre ktora plati

lim d'(x) = 0.

ztrp

Potom funkcia F' sa nazyva von Misesova funkcia.
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Prikladom von Misesovej funkcie je napr. distribu¢na funkcia exponencialneho roz-
delenia F' s funkciou d(x) = A~!, nakolko

F(x) = exp(—Az), x>0,

a tym padom plati (2.10).

Postacujicou podmienkou nalezitosti rozdelenia do Gumbelovej sféry pritazlivosti
je, ze ak distribu¢né funkcia F' je von Misesova funkcia, potom F' € MDA (Gy) (pozri
[7]). To vSak nie je jej Gplna charakterizacia, kedy je potrebné von Misesovu funkciu
urcitym spdsobom zovSeobecnif.

Veta 2.1.4. Rozdelenie s distribu¢nou funkciou F patri do sféry pritaZlivosti Gum-
belovho rozdelenia prdve vtedy, ked existuje nejaké z < xp tak, Ze F(x) mozZeme
vyjadrit ako

TN _ " ()

F(z) = K(x)expq — d(t) dt s, 2 <z <ap, (2.11)
kde K a g si meratelné funkcie spliiajice

lim K(z) =K >0 a limg(z)=1

trp ztrp

a d(x) je kladnd a absolitne spojitd funkcia, pre ktord plati lim d'(z) = 0.

Naviac, ak F € MDA(Gy), tak pre n — oo T
F" (apz +b,) — Go(2)
a normujice konstanty mozeme volit
an =d(b,), b,=F(1—-n""), (2.12)
pricom mozny tvar funkcie d(x) je
d(z) = / " ;((;)) .
Dokaz. Pozri [19]. O

Priklad 2.1.3. Ako sme uz ukazali v Priklade 2.0.1, exponencidlne rozdelenie s pa-
rametrom A = 1 patri do sféry pritazlivosti Gumbelovho rozdelenia. Tato skuto¢nost
sa vztahuje na exponencidlne rozdelenie pre vSetky hodnoty parametru A > 0.
Zvolme K(z) = 1, g(z) = 1, z = 0 a d(x) = A~'. Nasledne dosadenim do vztahu
(2.11) ziskavame

F(z) = exp {—/Ox)\dt} = exp {—Aa},

¢o je distribu¢na funkcia exponencialneho rozdelenia, a teda F spliia dant podmienku
a patri do sféry pritazlivosti Gumbelovho rozdelenia.
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Nélezitost do MDA (Gy) mozeme overif aj priamym vypo¢tom pomocou normu-
jucich konstant vyjadrenych na zaklade vztahu (2.12). Takze

Fz)=1-n""
l—eM™=1-n""1
Inn
T=—

preto zvolime b, = A"'lnn a

Inn 1
n:d_ :—'
w=a(5) =3

Dalej staci overit, Ze F™(a,z + b,) konverguje pre n — oo ku Go(z), takze

F™(anx +bn) = [1 = exp {—(z +Inn)}]" = {1 - 696]”

pricom

[1 _ ¢ } % exp {e_z} ,
a preto £ € MDA(Gy).

Do sféry pritazlivosti Gumbelovho rozdelenia patri okrem exponencidlneho Si-
roké spektrum casto vyuzivanych pravdepodobnostnych rozdeleni - norméalne, gama,
(klasické) Weibullovo, lognormalne, ¢i x? rozdelenie. Podobnejsie je tédto skutocnost
rozoberand napr. v [2], [4] alebo [7].

2.2 Max-stabilita rozdeleni extrémnych hodnot

Rozdelenia extrémnych hodnét maji zaujimava vlastnost — st tzv. max-stabilné.

Definicia 2.2.1. Rozdelenie ndhodného vyberu Xy, ..., X,, sa nazyva maz-stabilné,
ak pre jeho nedegenerovanu distribuént funkciu F'(x) plati, Ze existuje vhodna po-
stupnost konstant a,, > 0 a b, € R takych, ze

[F(apx +b,)]" = F(x)
pre vsetky x € R.

Pripomenime, ze [F(a,z + b,)]" z predchadzajicej definicie je distribu¢na funkcia
normovaného maxima nahodného vyberu. Vlastnost max-stability maja vSetky roz-
delenia extrémnych hodnot, ¢o si postupne ukazeme.

Nech Xi,..., X,, n € N je ndhodny vyber z Gumbelovho rozdelenia s para-
metrami p a o, t.j. jeho distribu¢na funkcia ma tvar

Go 0 = €Xp {—e’x;“} .



Kapitola 2. Metdda blokovych maxim 17

Potom distribu¢né funkcia maxima je podla (2.1) tvaru

T—p

Guli) = P(My < 2) = [F@)" = [oxp {5}

Postupne upravujeme

_z—p _z—p olnn—(z—p)
Gn(a:):exp{—n~e G } :exp{—eln”e g }:exp{—e = } =
71—(,u+o'lnn)

= exp {—e f} = Go,m,a(f‘?)y

¢o je distribu¢na funkcia Gumbelovho rozdelenia s parametrom polohy p* = p+olnn
posunutym vzhladom na pdvodné rozdelenie a s rovnakym parametrom meritka o.

Podobne, pre Fréchetovo rozdelenie s distribu¢nou funkciou s parametrami p
a o definovanou ako

GL#,U(‘I) = exp {_ (x — ,u) } ) a>0
o
pocitajme

Go(2) = [F(2)]" = [exp {_ (“’ — ’“‘)_a}]n ~ exp {—n (”5 . F‘)_a} _
— exp {— (flljag)_a} = G e (7).

Upravami sme prisli opif k distribuénej funkcii Fréchetovho rozdelenia s parametrami
pwao*=o-nt/"
Nakoniec uvazujme Weibullovo rozdelenie s distribu¢nou funkciou

et oo {-[-(Z)] ). o

s parametrami p a o. Plati

cir-r -l L] - (5]}
- {_ ()] } o (@)

Pritom G, .- (2) je znova distribu¢nou funkciou Weibullovho rozdelenia, tentokrat
s parametrami y a o* = n'/%o.

7 vypoctov plynie, ze ak ma ndhodny vyber nejaké z rozdeleni extrémnych hod-
not, tak potom maximum tohto vyberu ma opif prislusné rozdelenie extrémmnych
hodnoét, s pripadne zmenenymi parametrami polohy alebo meritka. Tym sme uka-
zali, ze EV rozdelenia st max—stabilné.
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2.3 Modelovanie metédou blokovych maxim

V nasledujtcej casti sa zameriame na praktickejsie tlohy pri analyze blokovych ma-
xim.

Nech Xi,..., Xy, N € N je ndhodny vyber z nejakého rozdelenia s distribu¢nou
funkciou F'(z). Pre tcely metédy rozdelme data do m blokov po n pozorovani. Cel-
kovo teda mame N = n - m pozorovani. Ak n-m # N, mozeme tato skutocnost pre
dostatoc¢ne velky pocet pozorovani zanedbat, ak sa pocet pozorovani v blokoch nelisi
dramaticky. V kazdom bloku potom néajdime maximum M;, ¢+ = 1,..., m. Blokové
maximé tvoria ndhodny vyber, s ktorym budeme dalej pracovat.

2.3.1 Odhad parametrov GEV rozdelenia

Pre dostato¢ne velky pocet pozorovani v jednotlivych blokoch by postupnost bloko-
vych maxim mala konvergovat ku GEV rozdeleniu. Budeme potom dalej predpokla-
dat, ze My, ..., M, je ndhodny vyber, ktory moézeme aproximovat GEV rozdelenim
s parametrami v, pu a o. Tieto parametre vSak nepozndme a musime ich odhad-
nit vhodnou metddou, napriklad metédou maximaéalnej vierohodnosti, ¢i metédou
vazenych momentov.

Metdéda maximalnej vierohodnosti

Jednym z najbeznejsie pouzivanych odhadov je maximéalne vierohodny odhad. Pod-
statou tejto metddy je urcenie vierohodnostnej funkcie nahodného vyberu z nejakého
rozdelenia. Naslednou maximalizaciou tejto funkcie ziskame takzvané maximalne vie-
rohodné odhady parametrov rozdelenia.

Hustota GEV rozdelenia je tvaru

oo () = % (1 4 @)“ exp {— (1 + @)} ,

pre 1+ @ >0,7v#0,7v€ R, u € Raoc > 0. Potom logaritmus hustoty GEV
rozdelenia je

In g1 0 () = —In — (1 ¥ 1) In (1 " M) - (1 " M)

vy o o

Teraz mozeme zhotovit logaritmicka vierohodnostnu funkciu (v, p, o5 My, ..., M,,)
pre nahodny vyber blokovych maxim M, ..., M,,, a teda

1(77u7 o, M17 ey Mm) - Zlng%u,a(Mi) -
i=1

N X0 DO (RECLETIARS S (PR ISR
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Prislusné maximélne vierohodnostné odhady 7, 11 a o ziskame ako argument ma-
xima logaritmickej vierohodnostnej funkcie. Vyraz mame maximalizovat pre vSetky
hodnoty v € R, 1 € R, o > 0 spliiajiice podmienku

V(M — )

1+ > 0, 1=1,....,m.

Explicitné riesenie tejto lohy neexistuje, a preto sa na vypocet odhadov parametrov
pouzivaju numerické metody.

Poznamenajme, ze mnozina pripustnych hodnét odhadovanych parametrov za-
visi na pozorovaniach, ¢o znamend, Ze nie su splnené podmienky regularity. Prave
podmienkami regularity sa zaoberal Smith [21]. Dokézal, Ze pre hodnoty v > —0,5 s
odhady asymptoticky nestranné, konzistentné a maju asymptoticky norméalne rozde-
lenie. V pripade —1 < v < —0,5 maximéalne vierohodné odhady existuji, no nutne
nemaju Standardné asymptotické vlastnosti. Nakoniec, pre v < —1 takéto odhady
zvyCajne vObec neexistuji. V praxi to vSak nie je prekazka, nakolko pripad, kedy
parameter 7 < —0,5 nastava len naozaj zriedkavo.

Metoda vazenych momentov

Metoda pravdepodobnostne vazenych momentov je zovseobecnenie klasickej momen-
tove] metody pre odhad parametrov. Definujme najskor vSeobecné pravdepodob-
nostne vazené momenty.

Definicia 2.3.1. Nech X je ndhodné veli¢ina z nejakého rozdelenia s distribu¢nou
funkciou F'(z). Potom veli¢iny

M,

p

re = E{XP[F(X)]"[1 = F(X)]},
sa nazyvaju pravdepodobnostne vaZené momenty, pricom p, r a s su realne cisla.

Ak je mozné kvantilovt funkciu F~'(u) = inf{z € R; F(z) > u} k distribucne;
funkcii F' vyjadrif explicitne, potom moézeme vazené momenty ekvivalente zapisat
v tvare

1
M, = / (F~ 1P F(1— F)*dF. (2.13)
0

Tento tvar byva casto vhodnejsi pre vypocet vazenych momentov. Prave preto ho
vyuzijeme na odhad parametrov GEV rozdelenia, pricom Hosking a kol. [12] odpo-
rucaju uvazovat vazené momenty typu

By =M ,0=E{X[F(X)]'}, r=20,1,2.

V pripade GEV rozdelenia s distribu¢nou funkciou

g

Gy o () :exp{— (1+M)_W}, 1+ @ > 0,7 0,
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maji momenty (3, tvar

1

BT:r—i—l

Vztah (2.14) odvodime. Podla (2.13) plati

1
B = / G 'G¢rda
0
Kvantilova funkcia GEV rozdelenia je tvaru
1 o _
G :M—F;[(—IHG)’Y—H,
a preto pokracujeme
! o
Br = / {pH— ; [(—lnG)_7 — 1}}GrdG.
0

Zavedenim substittcie ¢t = — In G dostavame

Br = / {u + 2t - 1)} e ) qt =
0 Y

= (u—g> / et gy 4 7 / te D qt =
Y/ Jo Y Jo

= (,u - f) (r+1)7"+ z/ t et gt
v 7 Jo

Druh4 substittcia u = (r + 1)t nas pomaly dovedie k vysledku:

b= (= D) o0 S [Taera,
Y Y 0

{=Tn-errra-} v<ia20

(2.14)

kde integral vo vyraze je gama funkcia® I'(1 — p), a preto vztah (2.14) plati, ¢im sme
odvodili pravdepodobnostne vazené momenty zovseobecneného rozdelenia extrém-

nych hodnot.

Rovnice na ziskanie odhadov 74, fi, ¢ parametrov v, u, o dostaneme pomocou

vazenych momentov GEV rozdelenia, pri¢om pre r = 0 podla (2.14) plati

Bozu—%[l—F(l—v)]-

(2.15)

Dalej pre r = 1 priebeznym vyuzitim vyssie odvodeného vztahu pre 3, dostavame

2Gama funkcia je definovana ako I'(z) = fooo u® le~*du pre z > 0.
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o= {n-T0-2ra-af,
20 == Z[1=T(1=9) +T(1 =) =2 T(1 =)},

g

2&=u—;U—WL”M+%FO—W@“J%
zm—w%:gru—vxm—ly

Obdobne ziskame postupnymi ipravami rovnicu pre r = 2, a teda

1

fa= g {n-Zn-wTa -},

&%zu—%U—Fﬂ—vﬂ+%Fﬂ—W@”—D,

382 — Bo = ’y r1—-y@3"-1),

382 — Bo = 2? — fO,

30— P03 —1
26— By 27 -1

Celkovo sme obdrzali tri rovnice o troch neznamych

%:u—gu—ru—wm

261 = o= —T(1=7)(2" = 1), (2.16)

30— Po 37 —1

200 — By  20—1
ktoré je potreba vyriesit. Pritom f,, »r = 0, 1,2 nahradime nejakym vhodnym od-
hadom. Napriklad Landwehr [16] odvodil nestranny odhad pre zoradeny ndhodny
vyber M1y < ... < M, v tvare

i) o

7=1

pricom Bo =nt Z;;l M(j). Potom odhad 7 parametru +y ziskame z poslednej rovnice
stistavy (2.16) numerickym rieSenim. Dalej, po dosadeni tohto odhadu do druhej
rovnice, mame

2251 — o)
T(1—-3)@ 1)’

T =
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Nakoniec, z prvej rovnice ziskame odhad parametru pu

~

ﬁ:@w%u—m—w.

Odhady 7, 1, 0 rovnako ako v pripade maximélne vierohodnych odhadov ne-
splhajt podmienky regularity, aviak st asymptoticky normalne pre v < 0,5. Naviac,
odhady metédou vazenych momentov vykazuju lepsie spravanie ako maximalne vie-
rohodné odhady v pripade malych vyberov, pozri [12].

Existuje mnoho dal$ich typov odhadov pre parametre EV a GEV rozdeleni. Casto
sa vyuziva Hillov odhad ([2], [7], [17]), dalej Pickandsov ¢i Dekkers-Einmahl-de Ha-
anov odhad ([7]) alebo klasickd metéda momentov ([3]), pripadne metéda vazenych
najmensich stvorcov ([2]).

2.3.2 Spracovanie dat

V nasledujtcej Casti sa zameriame na vybrané postupy pre Statisticka analyzu ex-
trémnych hodnot. Postupne rozoberieme niekolko otdzok — aké je pravdepodobnost,
ze ndhodny jav nadobudne nejakej extrémnej hodnoty a aka je iroven a doba navratu
extrémneho javu.

Pravdepodobnost nastania extrémnej udalosti

Uvazujme priklad, kedy mame k dispozicii data o mnozstve napadnutych zrazok na
urc¢itom tzemi. Aké je pravdepodobnost, Ze nasledujici defi napadne napr. 100 mm
zrazok?

Matematicky formulujme tilohu nasledovne. Nech Xi,..., Xy je ndhodny vyber
z rozdelenia s distribu¢nou funkciou F'(x), priCom pozorovania su rozdelené do m
blokov s poétom pozorovani n v kazdom bloku. Odhadnime teraz pravdepodobnost
P(X; > z) pre nejaké x velké. Ak je teda dlzka bloku n pozorovani, tak podla (2.1)
plati, ze distribu¢na funkcia blokového maxima M, je

P(M, <z)=[P(X; <x)]" =[1 - P(X; > z)]",

pricom v poslednom vyjadreni sa nachadza ¢len, ktory je predmetom nasho zaujmu a
ktory chceme v urcitej rozumnej forme vyjadrit. Zaroven pozname tvar distribucnej
funkcie G, . ,(x) zovSeobecneného rozdelenia extrémnych hodnét (2.3), pomocou
ktorého modelujeme blokové maxima, a preto plati

Gy o) =[1 - P(X; > )",

z ¢oho vyplyva, ze
PX;>z)=1—(Gyuo(z))™.

Po dosadeni distribuc¢nej funkcie GEV rozdelenia do predchadzajiceho vztahu, pri-
¢omy#0al+vy(x—p)/o>0,vyraz upravime do tvaru
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Pre velky rozsah vyberu moézeme vyraz aproximovat pomocou prvych dvoch ¢lenov
Taylorovho polynému pre rozvoj funkcie e, kde priblizne plati, ze e* = 1 + x.
Parametre GEV rozdelenia nahradime prislusnymi odhadmi. Celkovo teda moézeme
vysoké (extrémne) pravdepodobnosti odhadnaf vztahom

PX, S a) =+ (1 + M) , (2.17)

n o

Dl

kde 7, o a 4 st vhodné odhady prislusnych parametrov.

Odhad extrémnych kvantilov — Groven a doba navratu

Opiit na priklade dat o mnozstve napadnutych zrazok uvazujme situédciu, kedy nés
zaujima, aké extrémne mnozstvo zrazok sa priemerne vyskytne napr. raz za 10 ro-
kov. Tomuto pojmu sa hovori iroven navratu (return level), pricom teda chceme
urcit velkost extrémneho javu, ktory bude v priemere nastavat so znamou zvolenou
frekvenciou. V nasom kontexte sa jednd o odhad vysokych (extrémnych) kvantilov
GEV rozdelenia.

Hladajme trovern, ktord bude i-tym blokovym maximom M;, i = 1,...,m, pre-
krocend raz za k ¢asovych okamihov, ¢o sa d4 pomocou definicie (1 — 1/k)-kvantilu
vyjadrit ako

P (MZ- > ql_%) - % k €N, (2.18)

pricom ¢;_1/; je hladana troven. Pre vicsiu prehladnost dalsieho vypoctu oznac¢me
q = ¢i-1/k- Pre dostato¢ny rozsah ndhodného vyberu aproximujme vyraz (2.18)
pomocou distribu¢nej funkcie GEV rozdelenia (2.3):

1—Gyuolg) =1 —eXp{— (1 + M)i} _ %

z ktorého chceme vyjadrit troven ndvratu ¢, pricom v # 0 a 1 + y(x — p)/o > 0.
Preto pokracujme vo vypocte
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() ()
1

HM: [—111(1—%)}7,

(2

Po nahradeni p, 0 a ~ prislichajacimi odhadmi i, o, 7 ziskame

1 il
—In{1-—-— -1 2.19
(n(-z) ) ew
¢o je tzv. odhad drovne navratu.

S extrémnymi kvantilmi stvisi aj dalsi pojem — doba navratu (return period)
extrémnej udalosti. V tomto pripade je situdcia opa¢né, snazime sa napr. urcit, prie-
merne za aké obdobie denné zrazky prekrocia 150 mm. To znamena, ze k dispozicii
mame udaj o trovni navratu ¢ = q;_1x, no priemerna frekvencia, s ktorou bude jav
nastavat, nie je zndma a snazime sa ju urc¢itym spdsobom odhadnuf.

Zo vztahu (2.18)

odkial

g
qa=pt -
v

Z]\: 21\17

1
k

. C
=Uu+ =
f)/

1
P(Mi>ay) =

preto vyjadrime dobu navratu &

1 1
k’: =

-1
P <Mz > ql_%> 1— exp {_ (1 + 7(9;#)) /’Y}

Prislichajuci odhad je potom tvaru

1

1 —exp {— (1 + W(qaﬁ))_l/ﬁ}‘

Vztah medzi dobou a trovilou navratu graficky znazortiuje tzv. return-level plot.
Tvar grafu zavisi na hodnote parametru tvaru v zovseobecneného rozdelenia ex-
trémnych hodnot. Ak v = 0, graf je linedarny. Ak v > 0, graf ma konvexny tvar a
ak 7 < 0, zavislost je konkdvneho tvaru. Na obr. 2.4 mozeme vidiet priklad také-
hoto grafu, pricom na vodorovnej osi je znazornena doba navratu a na zvislej troven
navratu.

/k\:
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Return Level Plot

Return Level

T T T T T T T T 1
0.2 0.5 1.0 2.0 5.0 10.0 20.0 50.0 100.0

Return Period

Obr. 2.4: Return-level plot pre v = 0,5.

Nakoniec tejto kapitoly zostéava otdzkou, ako je vhodné zvolit pocet pozorovani
v jednotlivych blokoch, ¢o patri medzi najkomplikovanejsie tlohy v metéde blokovych
maxim. Tu proti sebe vystupuji dve skuto¢nosti. Pokial uréime bloky, ktoré obsahuju
maly pocet pozorovani, ziskame tak mnoho blokovych maxim a to méa za nasledok zlé
asymptotické vlastnosti modelu a jeho velké vychylenie. No na druht stranu, velky
pocet pozorovani v blokoch vedie k malému poc¢tu blokovych maxim, ¢o vytvara
model s velkym rozptylom.

V praxi sa doposial nezauzival Ziadny jednotny postup na urcenie velkosti blokov
a po¢tu pozorovani v nich. Niektori autori navrhuju vyuzif Hillov odhad parametru
v, ktory sa vynesie do grafu v zavislosti na pocte pozorovani v jednotlivych blokoch,
a dalej odhadom urcit bod, od ktorého sa graf stabilizuje (pozri napr. [22]). Nevyho-
dou tohto postupu je akési subjektivnost kazdého jedinca pri urc¢ovani bodu stability.
Poznamenajme vsak, Ze bloky sa v praxi mnohokrat volia tak, aby korespondovali
s casovym obdobim, ku ktorému sa analyzované data viazu. Blokové maxima st
potom casto Stvrfrocné, rocné, desatroéné maxima a podobne.
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Peaks-over-threshold

V nasledujtcej metdéde uvazujme postupnost i.i.d. ndhodnych veliéin Xi,..., X,
s distribu¢nou funkciou F'. Viac, ako velkost a spravanie sa tychto veli¢in nas vsak
budi zaujimat nahodné veli¢iny Vi, ..., Yy,, N, < n, ktoré udavaja velkost prekro-
¢enia nejakej vopred danej medze u. Prekrocenia st definované ako

Yi=X; —u, X; > u,

pricom N, udéava pocet prekroc¢eni hranice v ndhodnymi veli¢inami X3, ..., X,,, ma-
tematicky zapisané ako

N,=card{i:i=1,...,m;X; >u }.

Nahodné veli¢iny Y;, niekedy nazyvané aj excesy, ma preto zmysel uvazovat, len
pokial k prekroc¢eniu danej medze doslo. Zostrojme teraz distribu¢ni funkciu excesov
F,(x) pre ndhodné veli¢iny Y;, i = 1,..., N,. Zrejme sa preto jednd o podmienenii
distribu¢na funkciu

F.x)=PY;, <z|X; >u)=P(X; —u <z|X;>u). (3.1)

Vyuzitim vztahu pre podmienenti pravdepodobnost ziskavame

Fu(z) = Plu <X, <u+x) _ F(u+:z:)—F(u)7 v>0. (3.2)
P(X; > u) 1— F(u)
Mézeme si v8imnut, ze podmienend distribuéna funkcia F, () zavisi na vyske zvolenej
medze u. V predchadzajicom odvodeni sme uvazovali prekrocenia nad urcitt medzu,
t.j. pre maximalne extrémne udalosti. Analogicky moézeme uvazovaf aj extrémne
udalosti opaénym smerom, ¢ize udalosti, ktoré (extrémne) klesli pod uréitd hranicu.
Dalej sa v celej praci budeme zaoberaf situdciami, kedy pozorovanie prekroéi vopred
dand hranicu smerom nahor.
Podobne ako pri metéde blokovych maxim v predchadzajicej kapitole, vhodne
normované excesy budi konvergovat k urcitej triede rozdeleni, ¢o ukédZeme neskor.
Uvedme preto teraz tieto rozdelenia spolu s ich distribuénymi funkciami.

Definicia 3.0.1. Pre modelovanie excesov pouzivame rozdelenia definované pomo-
cou nasledujucich distribu¢nych funkecii:

— 926 —
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Beta rozdelenie Exponencialne rozdelenie Paretovo rozdelenie

15
15

— a
— 15
— 3

15

1.0
1.0
1.0
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hustota
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0.5
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0.0
|
0.0
|
0.0
|

Obr. 3.1: Hustoty beta, exponenciadlneho a Paretovho rozdelenia pre rézne hodnoty
parametru c.

Exponencidlne: Wo(x)=1—e"7, >0,
Paretovo: Wi(x)=1—-a"7, r>1,
Beta: Wy(x) =1—(—x)%, —-1<2<0

kde o > 0 sa nazyva parameter tvaru.

Hustoty rozdeleni z definicie 3.0.1 mozeme vidief na obrazku 3.1. Exponencidlne a
Paretovo rozdelenie sa pouzivaju pri modelovani maxim a beta rozdelenie pri mode-
lovani minim.

VSeobecny tvar rozdeleni dostaneme zavedenim parametru polohy p a parametru
meritka o, t.j.

Wipo(z) =W, (x_”), peR o>0i=01,2.
o

Rozdelenia z definicie 3.0.1 mozeme definovat aj jednotnym kompaktnejSim spo-
sobom, pomocou zovseobecneného Paretovho rozdelenia.

Definicia 3.0.2. Zovseobecnené Paretovo (GP - Generalised Pareto) rozdelenie ma
distribu¢na funkciu v tvare

_1
WV(I):l_(1+’7x) 7 /}/ER?V#O’
pricom 7 sa nazyva parameter tvaru.

Hustota zovseobecneného Paretovho rozdelenia pre rézne hodnoty parametru v je
zobrazend na obr. 3.2. Nakolko GP rozdelenie ma Tavy koncovy bod rovny nule,
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Obr. 3.2: Hustota zovseobecneného Paretovho rozdelenia s réznymi hodnotami pa-
rametru .

parameter polohy p v nasom pripade nepotrebujeme uvazovat. Uplni triedu GP
rozdelenia potom ziskame pridanim parametru meritka o, t.j.

_1
W%J(x):1—<1+ﬂ) i vy€ER,0>0.

o
Poznamenajme, ze GP a GEV rozdelenia maji medzi sebou tzky vztah, ktory sa da

jednoducho vyjadrit ako
Wi(r) =1+InG,(z).

Dalej sa moZeme presvedcit, Ze pre rozne hodnoty parametru tvaru v je GP
rozdelenie len pozmenenym zapisom rozdeleni z definicie 3.0.1.

Pre v = 0 sa jedna o exponencialne rozdelenie, distribu¢ni funkciu GP rozdelenia
vSak musime spojito dodefinovat v nule, a teda previest limitny prechod. Preto

liva(x)zlyiL%l—(ler:p) %zl—lim(1+7x) T=1-e ,

¥—0

¢o je distribu¢na funkcia exponencialneho rozdelenia.
V pripade v > 0 a v = 1/a, @ > 0 pre distribu¢ni funkciu GP rozdelenia
ziskavame

Wo(x)=1—(1+~z) 5 =1— (1+§)_Q:W1 (1+§),

¢im sme prisli k distribu¢nej funkcii Paretovho rozdelenia v bode 1 + x/a.
Nakoniec, pre v < 0 a zaroven 7 = —1/a, o > 0 mame

Wo(z)=1—(1+7yz) % =1— (1—5)(1:% (—1+§>,

«
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Cize sme ziskali beta rozdelenie v bode —1+z/«, a tym aj overili korektnost tvrdenia
o zovseobecnenom Paretovom rozdeleni.

Zaoberajme sa teraz limitnym rozdelenim excesov. Specialne nés zaujima, aké
rozdelenie budi maf so zvySujicou sa hranicou u. Preto teraz uvedieme akisi ana-
l6giu Fisherovej-Tippetovej vety 2.0.2 pre excesy.

Veta 3.0.1 (Balkemova-de Haanova, Pickandsova). Nech Xi,...,X, je ndhodnj
vyber z nejakého rozdelenia. Ak existuju postupnosti konstant a,, > 0, b, € R tak, Ze

Fu(ans +by) " H(x),
pre nejaki spojita distribucni funkciu H(z), potom plati

lim |F,(anx + by) — W, o) (2)|= 0, z € R,

utxp
kde W, () je distribucnd funkcia GP rozdelenia.

Dokaz. Dokaz je opdt narocny, je inSpirovany Gnedenkovym dokazom Fisherovej-
-Tippetovej vety a ako prvi ho nezavisle na sebe sformulovali Balkema a de Haan
([1]) a Pickands ([18]). O

Prechédzajica veta nam vravi, ze jediné mozné limitné rozdelenie excesov ndhodného
vyberu pre u T ' je zovseobecnené Paretovo rozdelenie. Budeme teda predpokla-
dat, Ze excesy Y; = X; —u (za podmienky X; > u) maji asymptoticky GP rozdelenie

Y~ W,

a budeme ich modelovat pomocou tohto rozdelenia, pricom parametre v a o od-
hadneme z dat. Ukéazat konvergenciu na konkrétnom priklade, ako sme to urobili
v predchédzajucej kapitole, uz nie je také jednoduché, nakolko sa v limite mé zvySo-
vat nielen pocet pozorovani ndhodného vyberu, ale aj vyska thresholdu u. Tak isto
z predchidzajticej vety vidime, Ze variabilita o(u) zavisi na volbe hranice u. Cim
nizsie threshold zvolime, tym bude variabilita vécsia a opacne. S tym stvisi problém,
ako vhodne zvolif hranicu u, ktorému sa budeme venovat nizsie.

Medzi GP a GEV rozdelenim je, ako uz bolo povedané, blizky vztah. Dokonca
plati, Ze rozdelenia, pre ktoré normované maxima konverguju k GEV rozdeleniu,
tvoria mnozinu, pre ktort prislusné rozdelenie excesov konverguje s rastiicou medzou
k zovSseobecnenému Paretovmu rozdeleniu. Zaujimavé pritom je, Ze parameter tvaru
7 nie je zavisly na volbe thresholdu u a je v oboch pripadoch rovnaky (pozri [7]).

3.1 Stabilita rozdeleni pre modelovanie excesov

V predchadzajicej kapitole sme ukazali, ze EV rozdelenia st max-stabilné. Podobnu
vlastnost maju aj rozdelenia excesov, je vSak nutné pozmenif definiciu max-stabi-
lity, nakolko nas nezaujima stabilita blokovych maxim, ale stabilita prekroc¢eni nad
hranicu u.

Ly 1 2p znadi, Ze u sa blizi k 5 zdola.
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Definicia 3.1.1. Rozdelenie ndhodného vyberu X, ..., X,, sa nazyva stabilné voci
excesom, ak pre jeho nedegenerovant distribuc¢na funkciu F'(x) plati, Ze existuje
vhodné postupnost konstant a,, > 0 a b, € R takych, ze

F.(apz +b,) = F(x)
pre vSetky x € R, pricom F,(x) distribu¢né funkcia excesov definovana podla (3.1).

Tato vlastnost overime najskér na samotnom GP rozdeleni. Nech preto nahodny

vyber Xi,..., X, je zo zovSeobecneného Paretovho rozdelenia s distribu¢nou
funkciou
REANE
W, o(z) =1— (1 n —) v
o

Pre pevne zvolené u a excesy Y; = X; —u (za podmienky X; > u), i =1,...,n podla
(3.2) plati

Pu<X;<u+xz) Wy (utz)—W,,(u)

Fu(x> = P(Xz > U) n 1 - W%U(U)

Dosadenim a malou tpravou ziskavame

Fo(a) = (1+2u) - (1+%§u +xz)) " 1 [1+%(u —i—x)}v’

1+gu

pri¢om upravou na spoloéného menovatela dostaneme

a+7(u+x)]i:1_[” v

_1
Y
—” o* )
o+ yu U—I—WA v (a:)

F.,x)=1- [
¢o je opéf distribu¢nd funkcia GP rozdelenia s rovnakym parametrom tvaru 7 a zme-
nenym parametrom o* = o + yu. Tym sme ukézali, Ze excesy maju znova GP roz-
delenie.

Uz sme ukazali, ze GP rozdelenie je len inym zapisom rozdeleni na modelovanie
excesov z definicie (3.0.1), ¢o automaticky znamend, Ze tieto rozdelenia su taktiez
stabilné voci excesom. Moze byt vSak zaujimavé pozrief sa, ako sa zmenia jednot-
livé parametre polohy a meritka v tychto konkrétnych pripadoch. Prejdime preto
postupne ku vSetkym trom rozdeleniam. Nech ndhodny vyber X, ..., X, je z expo-
nencialneho rozdelenia s distribu¢nou funkciou

T —p

g

Wope(x) = 1—exp{— }, peR o >0.

Potom podmienend distribuc¢na funkcia excesov ma tvar
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Woguo( + 2) ~ Wopuo (1) _ exp {~22#} — exp { 2=t}
1 —Wo,u0(u) exp {—%} ’

a teda postupnymi tpravami prideme az k

F, =

R T
F,(z)=1 exp{—%} =1—exp . + - —

=1—exp {_f} = Wo,m,a-
o

Tym sme prisli k distribu¢nej funkcii exponencialneho rozdelenia s parametrom po-
lohy p* = 0 a rovnakym parametrom meritka o. Tato vlastnost exponencidlneho
rozdelenia je znama aj v inych oblastiach a aplikdciach matematiky, kedy hovorime,
ze exponencialne rozdelenie je tzv. bez paméti.

Podobne, pre nahodny vyber z Paretovho rozdelenia s distribu¢nou funkciou

g

Wipelz)=1- (x—u) ; a>0

moézeme odvodit

Wil 1) = Wil _ (52) " = (2e)

R T P ) e =) S

¢o po upravach vedie ku konec¢nému vysledku

z— (p—u)
u—p
Toto ukazuje, Ze excesy nad ur¢itti medzu z ndhodného vyberu z Paretovho rozdelenia
maju tak isto Paretovo rozdelenie, no so zmenou parametrov, kde parameter polohy

je u* = p — u a parameter meritka c* = u — p.
Nakoniec, tato vlastnost plati aj pre ndhodny vyber z beta rozdelenia s distri-

bucénou funkciou N
W2,M,U:1_(_x_'u) s a > 0.

R =1- | | = Wi

(o}

Obdobnym postupom ziskavame

 Waoluta) — Wagalu) _ (~552)° — (~=e2=2)”

o

]_ — WQ,%U(U) (_u)a

g

Upravou tohto vyrazu sa ziskame
Fy(z)=1— _M i = Wa e o+ (2).
u+u e

Tym overujeme platnost stability voéi excesom aj pre beta rozdelenie. V tomto pri-
pade sa zmenil parameter polohy na pu* = p — u a parameter meritka na ¢* = p+ u.
Vsetky rozdelenia st preto stabilné voci excesom.
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3.2 Metoda POT pri praktickom spracovani dat

Zopakujme, ze uvazujeme nahodny vyber Xi,..., X, s distribu¢nou funkciou F'.
Pri pouziti POT metédy pri modelovani dat je nasou tlohou najskor odhadntf pa-
rametre GP rozdelenia, dalej si vhodne zvolit prah u a definovat excesy. Potom
mozeme skumat rézne vlastnosti v zavislosti na pozadovanych vysledkoch, ¢omu s
venované nasledujice casti prace.

3.2.1 Odhad parametrov GP rozdelenia

Podla vety 3.0.1 vieme, Ze pre dostatocne velké u mozeme excesy Y; = X, —u, X; > u,
i=1,..., N, aproximovat zovSeobecnenym Paretovym rozdelenim. Predpokladajme
teda, ze nahodny vyber Yi,..., Yy, je ndhodny vyber z GP rozdelenia s distribu¢nou
funkciou W, ,(z). Parametre v a o vSak nepozname, a teda ich musime odhadnut
z dat. V nasledujtcej casti st popisané dve metédy zhodné s metédami pouzitymi
na odhad parametrov GEV rozdelenia vyssie, a to metéda maximéalnej vierohodnosti
a metdda vazenych momentov.

Metoda maximalnej vierohodnosti

Podstata tejto metody je obdobna s pripadom z predchadzajicej kapitoly, postu-
pujme preto analogicky. Hustotu GP rozdelenia ziskame derivaciou jeho distribucnej
funkcie, a preto

1 ~1-1
w%(,(x):E(l#—?) T v€ER,0>0.

Logaritmus hustoty teda vyzera nasledovne
1 YT
Inhw,,(z)=—lno— | —+1 1n<1—|——>.
0 o
Potom logaritmickd vierohodnostné funkcia bude v tvare

N,
1 - Y;
I(v,o:Y1,...,Yn,) = —N,Ino — <—+1) > In (1+ i ) , (3.3)
v i=1 o

pricom tento vyraz maximalizujeme pre ¢ > 0, v € R a za podmienky

Yi
1471

> 0, 1=1,...,Ny.

Maximalizéciu je potrebné previest priamo numericky, a prislusné maximéalne viero-
hodné odhady 7 a ¢ ziskame ako argument maxima logaritmickej vierohodnostnej
funkcie (3.3).

Poznamenajme, ze pri odhadovani parametrov nie st splnené podmienky regula-
rity. AvSak pre hodnoty v > —0,5 tdto metdda funguje klasicky a odhady st asymp-
toticky nestranné, konzistentné a maji asymptoticky normalne rozdelenie (pozri [8]).
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Metdéda vazenych momentov

Odhad parametrov GP rozdelenia pomocou metédy pravdepodobnostne vazenych
momentov prevedieme obdobne ako pri GEV rozdeleni. Pripomenime, Ze pravdepo-
dobnostne vazené momenty st definované ako

My, = EXXP[F(X)]"[1 = F(X)I'},

kde F' je distribuéna funkcia nahodnej veli¢iny X. V pripade odhadu parametrov
zovseobecneného Paretovho rozdelenia odporucaji Hosking a Wallis (pozri [13]) uva-
zovat vazené momenty v tvare

as=Mos=FE{X[1-F(X)'}, s=0,1.
Toto mozeme podla (2.13) vyjadrit ako

g = /1 F~ Y1 - F)*dF, (3.4)

kde F'~! je kvantilova funkcia k distribu¢nej funkcii F'. Pripomenime, ze GP rozdelenie
ma distribu¢ni funkciu

_1
Wool)=1-(1+2) 7, qeRo>0.
g

Potom kvantilova funkcia bude

w- :;[(1—W)‘7—1}.

Dosadenim tejto funkcie do (3.4) ziskame
Lo

o 7

V integrali zavedieme substitticiu t = 1 — W, ¢im ziskame rieSenie nasledovne

1
1 1
O{s:g/ (t_’Y_l)tSdt:z( — )
v Jo y\s—7+1 s+1

043:/1 W1 - W)sdw = [(1-W)" =1 (1 -W)*dawW

a teda

(s—v+1)(s+1)

Nakolko chceme odhadnit dva parametre, potrebujeme vyjadrit ag a a4, ¢ize

g =
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Upravou tjchto rovnic ziskame odhady 7 a & parametrov v a ¢ v tvaroch

~ Ao —ap
Y=5—
20&1 — O./O’
~ 209
0=—",
g — 20./1

pricom «; sa nahradi nejakym odhadom. Napriklad Landwehr navrhol v [16] ne-

stranny odhad pre zoradeny nadhodny vyber Y(yy,...,Y(y,) v tvare
1 (N, —j—k+1
Vs = — “ Yii.
a5 )

Tieto odhady opét nespliiaji podmienky regularity. Avsak pre hodnotu parametru
v > —0,5 je v [13] ukdzané, Ze v takomto pripade maji odhady Standardné vlastnosti
nestrannosti, konzistentnosti a maju taktiez asymptoticky normalne rozdelenie.

3.2.2 Spracovanie dat

Analogicky ako pri metéde blokovych maxim opisanej v predchadzajucej kapitole,
sa teraz zamerajme na vybrané Statistické tulohy, ktoré nas mozu pri analyze dat
zaujimat. Odhadneme pravdepodobnost, Ze nastane extrémna udalost a pozrieme sa
na droven a dobu navratu extrémnej udalosti v pripade uvazovania POT metddy.

Pravdepodobnost nastania extrémnej udalosti

Predstavme si, Ze je nasou tlohou odhadntf pravdepodobnost, Ze si klient poistovne
bude narokovat nejaké velmi vysoké poistné plnenie. Tato otdzku mozeme riesit
nasledovne. Nech X1, ..., X,, je ndhodny vyber z rozdelenia s distribu¢nou funkciou
F. Zaujima nas pravdepodobnost

P(X; > z), pre nejaké velké x.

Pravdepodobnost v pripade POT metédy uvazujeme ako podmienent a pre pripad,
ze doslo k prekroceniu medze u, t.j. ak © > u. Preto podla definicie podmienene;
pravdepodobnosti mame

P(X; X, >u) = ——~.
(X; > z u) PX, > )
Odtial vyjadrime a postupne upravujeme

pricom zavedenim excesu Y; = X; —u, 1 =1,..., N,, X; > u ziskame



Kapitola 8. Peaks-over-threshold 35

P(X;>z)=P(X;>u)- (1 —PY; <z—u|lX; >u))
= P(X; 2 u)- (1= Fy(r —u)),

kde F,(z — u) je podmienend distribu¢né funkcia excesov. Podla vety 3.0.1 mdzeme
pre dostato¢ne velkt hranicu u aproximovat F,(x —u) pomocou GP rozdelenia s dis-
tribuénou funkciou W, ,(z — u). Preto

g

P(X; > ) = P(X; > u) - (1 + M) . (3.5)

Potom parametre v a o nahradime ich prislusnymi odhadmi 7 a & ziskanymi nejakou
vhodnou metédou. Dalej odhadnime P(X; < u) vyrazom N,/n, kde N, je pocet
pozorovani, ktoré prekrocili danii medzu u a n je pocet vsetkych pozorovani. Celkovo
ziskavame vztah

2=

PX, > 2) = (1 + M) , (3.6)

n o

ktory mozeme pouzif na odhad extrémnych pravdepodobnosti.

Odhad extrémnych kvantilov — Groven a doba navratu

Obdobne ako v predchédzajicej metdde, tiroven navratu je vlastne velkost ex-
trémneho javu, ktory bude priemerne nastavat s vopred zvolenou frekvenciou. Zmena
vSak nastava v chapani plynutia frekvencie. Kym pri metdode blokovych maxim sme
ju merali v blokoch (t.j. typicky to je ro¢na, desatro¢né frekvencia a pod.), pri POT
metdde sa frekvencia meria v pozorovaniach, ¢o uz castokrat nie je také intuitivne.
V nasledujicom texte budeme uvazovat trovern navratu, ktoréd bude prekrocend ex-
trémnym javom raz za k pozorovani. Poznamenajme vsak, ze ak by néas zaujimala
uroven navratu za K rokov, mozeme zaviest substitticiu

k=K -ny,

kde n, je pocet pozorovani za rok. Toto moézeme vyuzit v pripade, Ze n, je zname
a v jednotlivych rokoch sa prili§ nelisi (pri velkom pocte pozorovani mézeme malé
rozdiely zanedbat).

Hladajme teraz troven navratu ¢ := ¢i_1/x, ktorad bude i-tym pozorovanim pre-
krocend raz za k pozorovani ako (1 — 1/k)-kvantil, t.j. podla definicie

P(X; >q) = k € N.

1
]{;7

Podla vztahu (3.5), ktory sme odvodili vyssie mame

P(X, > u) - (1+7<q—_“))_$ _

g
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z ¢oho upravami vyjadrime pozadovany kvantil

g=u + 2k -P(X; > ) —1].

-2

Potom prislusny odhad bude

~ o~ o EN,\"
iy —u +2[(222) -] (3.7)

. 3 n
kde 7, & st vhodné odhady parametrov GP rozdelenia 7, o a N,/n je odhad pre
P(X; > u), pricom N, je poCet pozorovani, ktoré prekrocili medzu u a n je celkovy
pocet pozorovani.

Dalsou charakteristikou, ktord nas zaujima, je doba navratu extrémnej uda-
losti. Je to vlastne priemerna frekvencia vyskytu extrémneho javu pri znamej Grovni
navratu ¢ = qi_1/, t.j. snazime sa nejakym spoésobom odhadniat k. Vychadzajme
zo vzfahu pre (1 — 1/k)-kvantil rozdelenia

Ealle

1

Potom

ut

b 1 (3.5) 1

P(X; > q) P(X; > u) (14_@)'

Prislusny odhad k je teda tvaru

k= {& (1+M)]1, (3.8)

n g

pricom 7, ¢ st vhodné odhady v, o, N, je pocet prekroc¢eni nad medzu u a n je
celkovy pocet pozorovani.

Volba thresholdu u

Volba thresholdu u je jednou z najkritickejsich tloh POT analyzy. Ak zvolime u prilis
vysoko, ziskame model s mélo excesmi a tym padom s velkym rozptylom. Naopak,
pri nizko zvolenej hranici u vznika vychyleny model. Je preto potrebné najst nejaky
kompromis.

K najdeniu hranice u sa pouzivaju viaceré metddy. Jednou z nich je graficka
metoda zaloZzend na linearite strednej hodnoty excesov pre GP rozdelenie, ktort si
najskor definujme.

Definicia 3.2.1. Stredna hodnota excesov (mean ezxcess function) je funkcia defi-
novana ako

e(u) = E(X —u|X > u), u €R,

kde u je zvolena hranica prekrocenia.
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Poznamenajme, Ze ak ma nahodné veli¢ina Z zovSeobecnené Paretovo rozdelenie
s parametrami v a o, potom strednd hodnota tejto veli¢iny je

o
=15
Dalej sme v kapitole 3.1 odvodili, Ze excesy Y; = X; — u za podmienky X; > u, maju

zovseobecnené Paretovo rozdelenie s parametrami v a 0* = ¢ + yu. Skombinovanim
tychto dvoch informécii dostaneme pre stredntt hodnotu excesov GP rozdelenia vztah

EZ

v <1

o+ yu

¢o je linedrna funkcia premennej u. Toto je charakteristickd vlastnost GP rozdelenia,
v pripade uvazovania iného rozdelenia by sme ziskali zlozitejSie vyjadrenie.

V praxi, pre ndhodny vyber X, ..., X, sa funkcia e(u) moze odhadnit vybero-
vym priemerom excesov, t.j.

kde Y; je exces, ak k nemu doslo a N, je pocet prekroceni hranice u. Néasledne
vynesieme do grafu dvojice bodov

{[X(i),e(X(i))} ,i = 1, ce ,n} s

¢im vznikne tzv. mean excess plot a X(y),..., X, je pritom usporiadany nadhodny
vyber. Pokial pozorovania pochédzaji z GP rozdelenia, potom by sa mal graf po
urcitom case stabilizovat a spravaf sa priblizne linedrne. Potom hodnotu thresholdu
u vyberieme na zaklade toho, od ktorého pozorovania sa graf javi linedrny. Nevyho-
dou je subjektivita jednotlivca pri vybere hranice touto optickou metédou, nakolko
interpretacia tohto grafu je astokrat naro¢na. Dalsou prekazkou moze byt fakt,
7e stabilizdcia grafu v skutoc¢nosti ¢astokrat vobec nenastane, nakolko sa rozdele-
nie excesov nepodari dostatocne aproximovat GP rozdelenim, ¢o robi tilohu urcenia
hranice u este komplikovanejsou.

Niektoré dalsie metédy urcenia thresholdu w boli navrhnuté, pozri [20]. Jednou
z moznosti je uréit hranicu prekrocenia u ako nejaky vysoky kvantil, asto sa pouziva
90 % alebo 96 % kvantil. Dalsou alternativou je oznacit ako u hodnotu pozorovania
X(n—j+1), zoradeného nahodného vyberu Xy < ... < X(,), pricom j = y/n alebo
j = n*3In(In(n)). Pri praktickom spracovani dat je vhodné zvolif viacero hodnot
pre threshold u a vysledné modely vzajomne porovnat.



Kapitola 4

Analyza dat

Analyza extrémnych udalosti sa uplatiuje v mnohych oblastiach. V nasledujicej ka-
pitole ju aplikujeme na déta z oblasti poistovnictva. Nasim ciefom bude na zéklade
znamych historickych dat poskytnit odhad extrémnej udalosti a iné vysSie zmierio-
vané charakteristiky. Odpovede na tieto otazky su v tejto oblasti dolezité, nakolko
pomaéhaji poistnym spolo¢nostiam vykonat rozhodnutie napriklad o alokacii kapi-
talu. Na zaver budua vysledky réznych metéd porovnané.

Déta boli modelované v jazyku R , pricom zdrojové kédy je mozné najst v elek-
tronickom archive tejto prace.

4.1 Data

Déata st tvorené informéciami o poistnych narokoch americkej poistnej spolo¢nosti
z oblasti sikromného poistenia automobilov [9]. Premenna, ktora je dalej v praci
vyuzita obsahuje tidaje o velkosti ¢iastky, ktora bola spolo¢nostou poistenému vypla-
tenda. Priebeh tejto premennej obsahujtcej 6 773 pozorovani je zobrazeny na obr. 4.1.
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Obr. 4.1: Vyska poistnych narokov.

- 38—
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Minimélna vyplatena ¢iastka je 9,5$, maximalna 60 000 $. Dalsie zakladné charakte-
ristiky st zhrnuté v tabulke 4.1.

Priemer | 1853 || Rozptyl 7006129
Median | 1002 || Smerodajna odchylka 2649
1. kvartil | 524 || Sikmost 6,23
3. kvartil | 2137 || Spicatost 84,25

Tabulka 4.1: Zékladné charakteristiky datového stboru.

Sikmost je kladna, preto o¢akidvame data zosikmené doprava a hodnota Spicatosti
naznacuje tazké chvosty rozdelenia dat. Tieto vlastnosti vizudlne potvrdzuje aj his-
togram dat na obr. 4.2 (s hodnotami vyssimi ako 25000 odseknutymi).

Histogram poistnych narokov

1500

Frekvencia
1000

500

[ I I I I ]
0 5000 10000 15000 20000 25000

Vyska poistnych narokov

Obr. 4.2: Histogram vysky poistnych narokov.

Vidime, Ze dataset je vyrazne zoSikmeny doprava s tazkymi chvostami a tym padom
by modelovanie pomocou normalneho rozdelenia nebolo vhodné. Vyuzijeme preto
metddy na modelovanie extrémnych situacii popisané v predchadzajicich kapitolach
prace.

4.2 Modelovanie metédou blokovych maxim

Klicovym zaciatoénym rozhodnutim je vyber poc¢tu blokov, ktory bude pre nas mo-
del pouzity. Vzhladom na to, Ze neexistuje nejakd zauzivand metéda pre tato volbu,
prevedieme ju porovnanim vlastnosti modelov s ro6znymi poc¢tami blokov. Predovset-
kym sa upriamime na to, ako dobre je vyber blokovych maxim aproximovany GEV
rozdelenim na zaklade grafickych néstrojov. Nésledne sa mozeme zamerat na odhad
vybranych charakteristik.
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Obr. 4.3: Histogram blokovych maxim pre poc¢et blokov m = 20, 65 a 100. Cervena
krivka je hustota odhadnuta na zaklade maximélne vierohodnych odhadov a modra
krivka je odhadnuté hustota na zaklade pravdepodobnostne vazenych momentov.

Vyber pocétu blokov

Modely boli porovnavané okrem iného podla histogramov pre rézne pocty blokovych
maxim. Aj na zaklade tejto metédy sme dospeli k rozhodnutiu, Ze najvhodnejsie
bude zvolif pocet blokov m = 65, ¢im sa vytvaraja bloky s velkostou n = 104 (resp.
105) pozorovani. Pre ilustraciu mozeme na obr. 4.3 pozorovat histogramy pre data
rozdelené do 20, 65 a 100 blokov. Zaroven st v grafoch znadzornené odhadnuté hus-
toty zovSeobecneného rozdelenia extrémnych hodnot - cervenou krivkou vzhladom
na parametre odhadnuté maximalnou vierohodnostou (MLE) a modrou pravdepo-
dobnostne vazenymi momentami (PWM).

Tak isto boli porovnané p-hodnoty testu zhody empirického rozdelenia bloko-
vych maxim s GEV rozdelenim s nezndmymi parametrami. Vyuzita bola technika
zaloZzena na vyberovom korelacnom koeficiente, ktora bola navrhnuta pre rozdele-
nia stabilné voéi maximam (kam nas pripad spadd) v publikacii [11]. Vysledky si
zhrnuté v tabulke 4.2. Podla tohto testu na hladine vyznamnosti 5% nezamietame
nulovi hypotézu, ze rozdelenie maxim pre pocet blokov 20 a 65 pochddza z GEV
rozdelenia. Naopak, pre 100 blokovych maxim tito hypotézu zamietame.

’ m \ p-hodnota ‘
20 0,156
65 0,188
100 0,029

Tabulka 4.2: P-hodnoty prislichajtce testu zhody s GEV rozdelenim pre rézny pocet
blokov m.
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Obr. 4.4: Histogram, Q-Q plot a P-P plot pre maximalne vierohodné odhady para-
metrov GEV rozdelenia.

Odhad parametrov GEV rozdelenia

Odhady parametrov pre vyber blokovych maxim M;, ¢ = 1,...,65 boli prevedené
metdédou maximalnej vierohodnosti a metédou pravdepodobnostne vazenych momen-
tov. Pre nami vybrany pocet blokov st ich hodnoty zhrnuté v tabulke 4.3, pricom
sa oba pripady od seba vzajomne markantne nelisia.

~ ~ ~

7 i o
MLE 0,30 12269 4023
PWM 0,33 12239 3919

Tabulka 4.3: Odhady parametrov GEV rozdelenia metédou maximaélnej vierohod-
nosti (MLE) a metédou pravdepodobnostne vazenych momentov (PWM).

Pozrime sa aj na grafické metédy pre postdenie vhodnosti vybraného modelu,
ktoré su zalozené na porovnavani teoretického a empirického rozdelenia. Q-Q plot po-
rovnava teoretické a empirické kvantily rozdelenia a P-P plot teoretickti a empirickt
distribu¢na funkciu. Pretoze s tieto diagnostické grafy priblizne linearne, mézeme
povedat, ze GEV rozdelenie aproximuje nase data relativne dobre. Na obr. 4.4 vidime
tieto grafy pre maximalne vierohodné odhady a na obr. 4.5 pre pravdepodobnostne
vazené momentové odhady.

V oboch pripadoch je priblizna linearita relativne dobre zachovana, mensiu komplika-
ciu ale predstavuju dve pozorovania, ktoré st odlahlejsie ako ostatné, ¢o je badatelné
napr. z Q-Q plotu. To moze budice odhady pravdepodobnosti do istej miery skreslit.

Extrémne pravdepodobnosti

V predchadzajucej casti prace sme odvodili, aky je odhad pravdepodobnosti, Ze na-
sledujtice pozorovanie bude mat vyssiu hodnotu ako nejaké velké x, ¢o odhadujeme
pomocou vztahu (2.17). V nasom pripade to znamena pravdepodobnost, Ze nasle-
dujuci zédkaznik, ktory do poistovne pride, bude pozadovat poistny narok vyssi ako
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Obr. 4.5: Histogram, Q-Q plot a P-P plot pre parametrov GEV rozdelenia pomocou
pravdepodobnostne vazenych momentov.

x dolarov. Tieto pravdepodobnosti st v pripade skiimanych dat relativne nizke pre
vysoké Ciastky poistného plnenia, napr. pravdepodobnost, Ze nasledujici zadkaznik si
bude nérokovat viac ako 35000 $ odhadujeme priblizne na 0,0349 %. Tieto charak-
teristiky teda nepatria medzi najuzitoc¢nejsie.

Preto je napriklad zaujimavejSie pozorovat, akd je pravdepodobnost, ze medzi
nasledujtucimi ¢ zdkaznikmi pride aspon jeden zakaznik, ktory pozaduje poistny narok
vys§i ako z $. To odhadneme nasledovnou tvahou: pravdepodobnost, Ze aspon jeden
zdkaznik bude mat narok vyssi ako x je doplnok k pravdepodobnosti, Ze ziadny z ¢
zédkaznikov nebude mat narok vyssi ako x, ¢o sa da vyjadrit ako

1-P(X;<2)-...-P(X.<z)=1-[1-P(X; > 2)]°,

nakolko v nasom modeli predpokladame, Ze X1, ..., X, je postupnost i.i.d. ndhodnych
veli¢in. Pravdepodobnost P(X; > x) uz potom odhadneme zndmym vztahom (2.17)
odvodenym v teoretickej casti prace.

Na obrazku 4.6 vidime odhady tychto pravdepodobnosti pre celu skalu vysky
poistnych narokov a rézne poc¢ty uvazovanych novoprichadzajucich klientov ¢;, ktori
maju tieto poistné naroky. Dve krivky reprezentuju vysledok vypoctu za pouzitia
maximalne vierohodnych odhadov GEV rozdelenia a odhadov ziskanych pomocou
pravdepodobnostne vazenych momentov. V prvom pripade pre ¢; = 1000 klientov
st pritom takmer na nerozoznanie a relativne presne sa kopiruju. V ostatnych prikla-
doch pre pocty klientov co = 5000 a c¢3 = 10000 rozdiely mierne rastd. Na grafoch
taktiez pozorujeme, ze ¢im vyssi pocet klientov ¢ uvazujeme, tym je krivka repre-
zentujuca odhad pravdepodobnosti menej ,strma“ a viac posunuta doprava, teda
odhadované pravdepodobnost sa s vyssim poc¢tom klientov taktiez zvySuje. Je po-
trebné poznamenat, Ze pre nizke poistné naroky treba brat dané grafy s rezervou, je
dobré vsak vidiet asporn priblizny priebeh. Metédy modelovania extrémnych udalosti
st navrhnuté pre vysoké z, t.j. vysoké hodnoty pozadovanych poistnych narokov a
tym padom v opa¢nom pripade dobre nefunguji. Na otazku, ¢o uz st extrémne po-
istné plnenia nie je jednoznac¢na odpoved, no vzhladom na povahu dat by mohli byt
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odhady relevantné priblizne od ¢iastky 40000 dolarov.
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Obr. 4.6: Odhad extrémnych pravdepodobnosti - pravdepodobnost, Ze medzi nasle-
dujticimi ¢ klientmi bude aspon jeden s poistnym narokom vyssim ako x dolarov.
MLE - maximalne vierohodné odhady, PWM - odhady metédou pravdepodobnostne
vazenych momentov pre parametre GEV rozdelenia.

V tabulke 4.4 vidime konkrétny priklad odhadnutych pravdepodobnosti. Ozna-
¢me pritom p,,, i = 1,2,3 ako odhad pravdepodobnosti, Ze medzi nasledujticimi ¢;
zakaznikmi sa objavi aspori jeden s narokom vys$sim ako x $. Poéty zédkaznikov ¢; st
pritom opit ¢; = 1000, ¢ = 5000 a c3 = 10000. Aj ¢iselne sa potvrdili zvySujuce sa
rozdiely odhadov pravdepodobnosti pouzitim MLE a PWM metody pre rastici po-
¢et uvazovanych prichadzajucich zadkaznikov. Interpretacia napriklad druhého riadku
tabulky (a) je, Ze pravdepodobnost, Ze medzi nasledujicimi 1000 zdkaznikmi sa ob-
javi asponi jeden klient s narokom vys$$im ako 60000 $ je 6%, Ze sa objavi medzi
nasledujtcimi 5000 zédkaznikmi je 26 % a medzi nasledujicimi 10 000 zdkaznikmi je
45 %, vsetko pri pouziti maximéalne vierohodnych odhadov GEV rozdelenia. Teda
potvrdilo sa zrejmé, ¢im vyssi pocet prichadzajtcich zédkaznikov budeme uvazovat,
tym vyssia je pravdepodobnost, Ze sa medzi nimi objavi aspoii nejaky s poziadavkou
na vysoké poistné plnenie.

T Pey Dy DPes S T N
40000 0,20 0,68 0,90 40000 0,22 0,72 0,92
60000 0,06 0,26 0,45 60000 0,07 0,31 0,52
80000 0,02 0,11 0,21 80000 0,03 0,14 0,26
100000 0,01 0,05 0,10 100000 0,02 0,08 0,14

(a) (b)

Tabulka 4.4: Odhad extrémnych pravdepodobnosti (a) maximalne vierohodnymi od-
hadmi (b) odhadmi pomocou pravdepodobnostne vazenych momentov GEV rozde-
lenia.
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Uroven a doba navratu

V pripade déat o poistnych narokoch je zaujimavé preskimat, aka velkost poistného
naroku bude prekonand v priemere jedenkrat za ¢ zékaznikov. Inak povedané, hla-
dame troven navratu, ktora bude priemerne nastéavat so zvolenou frekvenciou. Ma-
tematicky teda odhadujeme extrémny kvantil GEV rozdelenia podla vztahu (2.19).
Jedind odlisnost tkvie v tom, Ze kym sme v predchadzajicom pripade pocitali s pe-
riédou k ekvivalentnou dlzke jedného bloku, tentokrat sa zameriame na frekvenciu
v podobe poctu zakaznikov. Preto k vyjadrime ako

k=
n
kde c je pocet zakaznikov a n je pocet pozorovani v jednom bloku.

V tabulke 4.5 st odhadnuté rovne navratu ¢ pre rozny pocet zakaznikov pre obe
metddy odhadov parametrov rozdelenia, ktoré su popisané vyssie. Vidime napriklad,
ze priemerne raz za 10000 klientov sa objavi taky, ktory si bude od poistovne néro-
kovat poistné plnenie vyssie ako 51239, resp. 54 094 dolarov. Ako je zrejmé, rovne
navratu s rasticim poctom zakaznikov taktiez stipajiu. Odhad trovne navratu po-
mocou pravdepodobnostne vazenych momentov je pritom vyssi ako maximalne vie-
rohodny, pricom ich rozdiel navzajom sa prehlbuje. Kym pre 5000 zdkaznikov sa
odhadnuté trovne lisia o priblizne 4 %, pre 75000 zakaznikov st odlisné o 10 %.

¢ QuLE dpwm
5000 41396 42989
10000 51239 54094
20000 63304 68038
35000 75016 81871
50000 83560 92122
75000 94436 105345

Tabulka 4.5: Odhad trovne névratu pre rézny pocet zakaznikov c.

Moznostou takisto je, ze poisfoviia bude naopak viac sustredend na priemerni
frekvenciu nejakej hodnoty poistného plnenia. V tomto pripade sa preto zaujimame
o dobu navratu extrémnej udalosti, opit vyjadreni pomocou poctu zdkaznikov. Doby
navratu pre rozne vysky poistného plnenia ¢ a pre obe metédy odhadov parametrov
GEV rozdelenia st vypisané v tabulke 4.6. MoZeme napriklad pozorovat, Ze poistné
plnenie vyssie ako 60000 $ sa vyskytne priemerne raz za 43 292, resp. 32 637 zakaz-
nikov.

V odhadoch oboch charakteristik — irovne aj doby névratu — mézeme sledovat,
ze GEV rozdelenie odhadnuté metédou pravdepodobnostne vazenych momentov pri-
raduje extrémnym udalostiam vyssiu vdhu v porovnani s maximélne vierohodne od-
hadnutym GEV rozdelenim, pricom rozdiely sa stavaji pomerne vysoké s rasticou
hodnotou pozadovaného poistného naroku. Inak povedané, prvé z menovanych ma
tazsie chvosty vo¢i druhému. Tento vztah mézeme vidiet aj na obr. 4.7, pricom tento
graf sa nazyva return-level plot. Zobrazuje zavislost medzi troviiou a dobou névratu,
ktora je uvazovana pomocou zakaznikov.
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¢ CumMLE CpwM
40000 4476 4025
60000 16770 13676
80000 43292 32637
100000 90690 64078

Tabulka 4.6: Odhad doby navratu pre rézne velkosti poistného plnenia g.

Return-level plot
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Obr. 4.7: Return-level plot, kde MLE znac¢i maximélne vierohodné odhady a PWM
odhady pomocou pravdepodobnostne vazenych momentov GEV rozdelenia.

4.3 Modelovanie POT metodou

Druhym pristupom je modelovanie dat pomocou metédy prekrocenia nad urcitt me-
dzu. Podobne, ako bolo v predchédzajicom pripade kritickou tilohou vybrat vhodny
pocet blokov, do ktorych pozorovania rozdelime, teraz je nasim problémom najst
vhodnii medzu. Po vyrieSeni tohto problému budi odhadnuté parametre GP rozde-
lenia a prevedena podobné analyza ako v pripade modelovania pomocou blokovych
maxim.

Volba thresholdu

V kapitole 3 boli navrhnuté viaceré pristupy, ako sa k dopracovat k vhodnej volbe
hranice prekrocenia u. Jednym z nich bolo vybrat takd hodnotu, od ktorej sa graf —
tzv. mean excess plot — stabilizuje. Tento graf znézornujuci zavislost strednej hod-
noty excesov na vyske thresholdu vidime na obr. 4.8. Nejavi vSak oc¢ividné znamky
stabilizacie, ako sa teoreticky predpoklada. Napriek tomu sme zvolili dve velkosti
tejto medze, ktoré boli dalej preskimavané, pricom vybrané hodnoty sa nachadzaji
na horizontalnej osi a sit znazornené prerusovanou c¢iarou. Vyska thresholdu odpo-
vedajtca zvolenym hodnotam je 14 300, reps. 18 500 dolarov.

Takisto skimané boli hranice zvolené na zaklade spomenutych heuristickych od-
hadov. Modely boli opéf vyhodnocované najméi na zédkladne grafickych metéd. Porov-
nanie histogramov s vykreslenou hustotou GP rozdelenia v troch pripadoch mézeme
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Obr. 4.8: Mean excess plot.

pozorovat na obr. 4.9. Vidime, ze MLE a PWM odhady st takmer identické a od
seba nerozoznatelné vo vsetkych vybranych moznostiach. V tabulke 4.7 sa potom
nachadzaju pocty excesov prislichajice vyskam hranice u, ktoré sii na obrazku zo-
brazené. Vybrané thresholdy odpovedaji (zlava) hodnote zvolenej na zédklade mean
excess plotu, 96 % kvantilu a pozorovaniu X(,_;;1), kde j = n??In(In(n)), pri¢om
predpokladame, ze vstupné data tvoria nahodny vyber Xi,..., X,,.

u 14300 7210 3875
N, 47 271 780

Tabulka 4.7: Pocet excesov N, pre rozne vysky hranice prekrocenia wu.

Kombinaciou vsetkych faktorov bola zvolena vyska thresholdu ako v = 7210, ¢im
ziskavame 271 excesov. Nakoniec bol prevedeny test zhody empirického rozdelenia
dat a zovSeobecneného Paretovho rozdelenia. Vybrany test bol navrhnuty v [23], pri-
¢om testovanie hypotézy prebieha metddou bootstrap. Vysledné p-hodnota je rovna
0,25, a preto na hladine vyznamnosti 5 % nezamietame hypotézu, Ze vyber excesov
pochadza z GP rozdelenia.

Odhad parametrov GP rozdelenia

Predpokladajme, Ze prekrocenia Y;, i = 1,..., N,, ziskané volbou hranice u = 7210
tvoria ndhodny vyber zo zovSeobecneného Paretovho rozdelenia. Odhady jeho pa-
rametrov 7 a ¢ metédou maximalnej vierohodnosti a pravdepodobnostne vazenymi
momentami st zhrnuté v tabulke 4.8. Obe metédy produkuja velmi blizke odhady,
dokonca odhady parametru v sa v tomto pripade liSia az na vzdialenejsich desatin-
nych poziciach.

Vizuélne metddy posidenia vhodnosti modelu pre maximalne vierohodné odhady
GEV rozdelenia st zobrazené na obrazku 4.10. Vidime, ze GP rozdelenie relativne



Kapitola 4. Analyza dat

Hustota

0.00010 0.00020 0.00030
| | | | | |

0.00000

47

u= 14300

— MLE
— PWM

T
0

T
10000

T T 1
30000

Exces

Hustota

0.00010  0.00020  0.00030

0.00000

u= 7210

— MLE
— PWM

b

T T T T
0 10000 30000

Exces

1
50000

Hustota

0.00010 0.00020 0.00030

0.00000

u= 3875

— MLE
— PWM

T T T T
0 10000 30000

Exces

T 1
50000

Obr. 4.9: Histogram excesov v porovnani s hustotou GP rozdelenia. Parametre GP
rozdelenia boli odhadnuté maximalne vierohodnostnou (MLE) metédou a pravdepo-
dobnostne vazenymi momentami (PWM).

~ o
MLE 0,279 2960
PWM 0,281 2950

Tabulka 4.8: Odhad parametrov GP rozdelenia pomocou metédy maximélnej viero-
hodnosti a pomocou pravdepodobnostne vazenych momentov.

dobre aproximuje vyber excesov, slabinou moézu byt dve odlahlé pozorovanie, ktoré
su zretelné na Q-Q plote. Z dovodu velkej podobnosti odhadov parametrov pri po-
uziti oboch metdd st obdobné diagnostické grafy pre metédu pravdepodobnostne
vazenych momentov vynechané.

Extrémne pravdepodobnosti

Ak by poistoviiu zaujimala pravdepodobnost, Ze nasledujuci zdkaznik, ktory bude
mat voci nej poistny narok, bude pozadovat ¢iastku vyssiu ako x dolarov, mohla by
ju odhadntut pomocou vztahu (3.6). Konkrétnejsie, pravdepodobnost, Ze nasledujuci
klient bude pozadovat poistné plnenie vyssie ako 35000 $ by sa podla neho odhadla
na 0,0398%. Pri metdde blokovych maxim sme vSak odhadovali pravdepodobnosti, ze
medzi nasledujicimi prichadzajicimi ¢ zdkaznikmi sa objavi aspon jeden klient s po-
istnym narokom vyssim ako nejaké vysoké x. Analogicky rieSme tuto lohu metédou
POT.
Obdobne, tuto pravdepodobnost vyjadrime ako

1—(1- P(X; > 1))

kde P(X; > x) sa odhadne pomocou vztahu (3.6). Vyvoj tejto veli¢iny v zavislosti
na vyske extrémneho poistného naroku je zobrazeny na obr. 4.11, pricom uvazujeme
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Obr. 4.10: Histogram, Q-Q plot a P-P pre maximalne vierohodné odhady parametrov
GP rozdelenia.

rozny pocet prichadzajicich zakaznikov ¢;, ¢ = 1,2, 3. Zaroven znova upozornujeme,
ze odhady pravdepodobnosti pre malé poistné ¢iastky st skor orientacné, nakolko
metoda na tieto situacie nie je stavana, pretoze uvazuje len extrémne udalosti. Ta-
bulka 4.9 potom ukazuje niektoré vybrané odhady pravdepodobnosti pre rozne po-
istné naroky. Napr. pravdepodobnost, Ze medzi nasledujticimi ¢, = 5000 zdkaznikmi
pride aspon jeden zakaznik s narokom vyssim nez 60000 dolarov je odhadnuta ako
0,28 pre maximéalne vierohodné odhady GP rozdelenia. Odhady pravdepodobnosti
za pouzitia MLE a PWM metody sa liSia iiplne minimalne.

T Doy Doy DPes T Doy Py Des
40000 0,23 0,72 0,92 40000 0,23 0,73 0,93
60000 0,06 0,28 0,48 60000 0,07 0,29 0,49
80000 0,02 0,12 0,22 80000 0,03 0,12 0,22

100000 0,01 0,06 0,11 100000 0,01 0,06 0,11

(a) (b)

Tabulka 4.9: Odhad extrémnych pravdepodobnosti (a) maximélne vierohodnymi od-
hadmi (b) odhadmi metédou pravdepodobnostne vazenych momentov GP rozdelenia.

Uroven a doba navratu

Zaoberajme sa teraz opit rovnakymi tlohami ako pri predchadzajticej metdde bloko-
vych maxim. Hladajme preto najskor troven navratu poistného néaroku, ktory bude
v priemere nastavat s danou frekvenciou. Vyhodou oproti prvej metdde je fakt, Ze
kym pri blokovych maximéach bola chapana frekvencia v ramci blokov a bolo treba
zaviest substitticiu, aby sme mohli droven navratu vyjadrit pomocou zakaznikov,
teraz ni¢ podobné nie je potrebné. Frekvencia je chapana rovno v pozorovaniach,
t.j. v zédkaznikoch, a mdzeme preto na odhad priamo vyuzit vzfah (3.7). Vysledné
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Obr. 4.11: Odhad extrémnych pravdepodobnosti - pravdepodobnost, Ze medzi na-
sledujtiicimi ¢ klientmi bude aspon jeden s poistnym narokom vyssim ako x dolarov.
MLE - maximalne vierohodné odhady, PWM - pravdepodobnostne vazené odhady

GP rozdelenia.

odhady urovne névratu ¢ pre rozny pocet zékaznikov ¢ su viditelné v tabulke 4.10.
Rozdiely medzi pouzitim MLE a PWM odhadov nie st markantné.

C

qMLE 4PwM

5000
10000
20000
35000
50000
75000

43133 43294
53062 53325
65110 65518
76688 77253
85068 85756
95665 96519

Tabulka 4.10: Odhad drovne névratu pre rozny pocet zakaznikov c.

Druhym pohladom je snaha odhadntt dobu névratu k. VyuZijeme na to opit
vztah (3.8) odvodeny v predchadzajtcich kapitoldch. Pytame sa, priemerne raz za
kolko zakaznikov sa vyskytne poistné plnenie vyssie ako ¢ dolarov? Sthrnné odhady
pozorujeme v tabulke 4.11. To znamen4, ze do poistovne by mal prist zdkaznik s po-
istnym narokom vyssim ako napr. 80000 dolarov v priemere jedenkrat za priblizne

40000 zakaznikov.

Vztah medzi troviiou a dobou névratu opit pekne ilustruje return-level plot na
obr. 4.12. Rozdiel v tychto odhadoch pouzitim MLE a PWM odhadov GP rozdelenia

je nepatrny.
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¢ CumMLE CpwM
40000 3895 3853
60000 15149 14860
80000 40471 39431
100000 87442 84718

Tabulka 4.11: Odhad doby navratu pre rozne velkosti poistného plnenia ¢.
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Obr. 4.12: Return-level plot, kde MLE zna¢i maximélne vierohodné odhady a PWM
odhady GP rozdelenia pomocou pravdepodobnostne vazenych momentov.

4.4 Porovnanie metdédy blokovych maxim a POT
metody

Pre lepSiu prehladnost st v dalSom texte zhrnuté vysledky z analyzy dat metédou
blokovych maxim aj POT metddou.

Pozrime sa najskor na samotny odhad parametru tvaru pre obe metddy. Podla
kapitoly 3 by za splnenia vSetkych teoretickych predpokladov mal byt odhad para-
metru vy rovnaky pre GEV aj GP rozdelenie. Jeho odhady vo vsetkych pripadoch,
t.j. maximéalne vierohodny odhad aj odhad pomocou pravdepodobnostne vazenych
momentov, mozeme vidiet v tabulke 4.12.

MLE PWM
GEV 0,297 0,332
GP 0,279 0,281

Tabulka 4.12: Odhad parametru ~.

Poznamenajme, Ze odhady nie st prili§ rozdielne, avSak tieto vysledky by mali byt
brané orientacne, nakolko prave splnenie teoretickych predpokladov uvazujeme, no
nemozeme si byt isty, Ze sa tak aj naozaj udialo.
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Extrémne pravdepodobnosti

Co sa odhadu extrémnych pravdepodobnosti tyka, obe metédy vykazuji podobné
vysledky. Ako priklad uvedme odhad pravdepodobnosti, Ze do poistovne pride klient
s poistnym narokom vyssim ako 35000 dolarov. Pri metéde blokovych maxim ju
odhadujeme na 0,0349 % a pri vyuziti POT metddy na 0,0398%, takze vidime, Ze sa
lisia az na tretom desatinnom mieste.

Dalej sme sktimali pravdepodobnost, Ze medzi nasledujiicimi ¢ zédkaznikmi sa ob-
javi aspon jeden s poistnym narokom vyssim ako x dolarov. Vysledky tychto odhadov
pri pouziti maximéalne vierohodnych odhadov rozdeleni sa pre obe metdédy lisia len
mierne, ako mozeme pozorovat na obrazku 4.13. Rozdiely sa zrejme prehlbuju tym,
¢im vyssi pocet prichadzajucich klientov ¢ uvazujeme. Pritom metoéda blokovych
maxim je v tomto pripade o nie¢o konzervativnejsia ako POT metdéda a priraduje
vysokym cCiastkam o Cosi nizsie pravdepodobnosti.
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Obr. 4.13: Odhad extrémnych pravdepodobnosti, BM — metédou blokovych maxim,
POT — metdédou peaks-over-threshold.

Lepsiu ilustraciu poskytuje obrazok 4.14, na ktorom st zobrazené odhady ex-
trémnych pravdepodobnosti oboma spésobmi modelovania a taktiez pre obe metody
odhadu parametrov rozdeleni. Tu vidime, Ze najvyssie odhady pravdepodobnosti
ziskavame pouzitim metddy blokovych maxim a odhadov GEV rozdelenia ziskanych
pomocou pravdepodobnostne vazenych momentov. Naopak, ako najnizie st odhado-
vané pri pouziti maximéalne vierohodnych odhadov pri metéde blokovych maxim a
niekde v strede s odhady tychto pravdepodobnosti POT metédou v oboch pripa-
doch. Pritom posledné dve spomenuté sa asi od ¢iastky 100 000 dolarov ustaluji na
priblizne rovnakych hodnotach.

Uroven a doba navratu

Porovnanie trovne a doby néavratu pre metody blokovych maxim a peaks-over-th-
reshold je najjednoduchsie pomocou return-level plotu, ktory vidime na obr. 4.15.
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Obr. 4.14: Odhad extrémnych pravdepodobnosti.

Zmova st v nom vykreslené obe metédy s odhadmi prislusnych rozdeleni nadobudnu-
tymi metédou maximalnej vierohodnosti aj pomocou pravdepodobnostne vazenych
momentov. Ziskavame pritom podobné vysledky ako v prechadzajicom pripade. Naj-
mensiu priemernt dobu navratu extrémneho poistného plnenia odhaduje model blo-
kovych maxim pri pouziti GEV rozdelenia s odhadmi pomocou pravdepodobnostne
vazenych momentov, pricom rozdiel oproti ostatnym trom spdésobom narasta so zvy-
Sujucim sa uvazovanym poistnym plnenim.

Napriklad, ako vidime v tabulke 4.13, pre konkrétnu hodnotu poistného naroku
vo vyske 100 000 dolarov ziskavame odhad priemernej doby navratu o priblizne 26 000
zékaznikov nizsi pri pouziti PWM odhadov zovseobecneného rozdelenia extrémnych
hodno6t ako pri pouziti maximélne vierohodnych odhadov, ¢o uz vytvara znacny
rozdiel. Odhady pomocou POT metdédy sa opiit drzia medzi spominanymi odhadmi
metddou blokovych maxim.

MLE PWM
GEV 90690 64078
GP 87442 84718

Tabulka 4.13: Odhad doby navratu pre hodnotu poistného naroku ¢ = 100 000.

V pripade analyzovanych dat sa ako praktickejSia metéda na modelovanie javi
peaks-over-threshold. Metdda blokovych maxim moze totizto z analyzy velmi lahko
vynechat délezité data. Ak sa v jednom bloku aj nachadza viac udalosti s extrémnym
dopadom, dalej uvazované pri modelovani bude len blokové maximum s najvys$sou
hodnotou. Naopak, do modelu sa mozu zaniest blokové maximaé, ktoré nie st az také
vyznamné. Vzhladom na povahu dat o poistnych narokoch, kedy v rédmci nich ne-
uvazujeme ziadne casové peridédy, by sme preto zvolili metédu POT, ktora dostupné



Kapitola 4. Analyza dat 53

Return-level plot

Blokové maximéa

— —— MLE
— PWM

Peaks—over-threshold

- - MLE
-- PWM

Uroven néavratu
80000
I

40000
|

I I I I I I
2000 5000 10000 20000 40000 70000

Doba navratu

Obr. 4.15: Return-level plot.

data vyuziva lepsie. Naviac, odhad zovseobecneného Paretovho rozdelenia pri pou-
7iti MLE a PWM odhadov je v oboch pripadoch velmi blizky, preto ani nevzniké
dilema, ktory z tychto dvoch odhadov uprednostnit. AvSak pouzitie metédy bloko-
vych maxim méze byt v urditych situiciach taktiez preferované. Ci uz ide o stav,
kedy st k dispozicii len maximé nejakej premennej (ako napr. roéné maximélne tep-
loty) alebo prave v pripade, kedy sa volba velkosti bloku vyskytuje prirodzene (data
st mesacné, ro¢né, desatro¢né a pod.)

4.5 Parametricky model

Na zéaver prace sa pokisme v strucnosti modelovat data klasickym parametrickym
modelom a odhadnit pritom pravdepodobnost, Ze do poistovne pride klient s vyso-
kym poistnym narokom ako aj iroven a dobu navratu vysokého poistného plnenia.
Rozdiel oproti vyssie analyzovanym metédam je v tom, ze tentokrat sa pokiisime
aproximovat cely datovy stbor jednym pravdepodobnostnym rozdelenim.

Analyzovana data su, ako je uvedené na zaciatku tejto kapitoly, silno zoSikmené
doprava a teda s fazkymi chvostami. Preto sa pri ich dalsom spracovani pokusime
vyuzit niektoré z rozdeleni s podobnymi vlastnostami. Do ivahy napriklad pripadaja
exponencialne, Paretovo, lognormalne, ¢i Weibullovo'. Po preskiimani a porovnani
moznosti sme sa rozhodli na modelovanie vyuzit Weibullovo rozdelenie. Histogram
dat s hustotou Weibullovho rozdelenia odhadnutou na zéklade maximéalne viero-
hodnych odhadov vidime na obrazku 4.16, pricom hodnoty, ktoré presahujia 25000
dolarov st odrezané. Ani toto rozdelenie nie je na modelovanie idealne, no spomedzi
ostatnych variant sa javilo ako najprijatelnejsia alternativa.

Samotné odhady pravdepodobnosti objavenia sa zakaznika s vysokym poistnym

"'Weibullovym rozdelenim v tomto pripade myslime ,klasické“ Weibullovo rozdelenie, odli$né od
toho pouzivaného v kapitole 2.



Kapitola 4. Analyza dat 54

Histogram poistnych narokov

0.0006
|

Hustota
0.0003
|

[ I I I I |
0 5000 10000 15000 20000 25000

0.0000
|

Vyska poistnych narokov

Obr. 4.16: Histogram vysky poistnych narokov s odhadnutou hustotou Weibullovho
rozdelenia.

narokom st velmi nizke az nulové. Napr. pravdepodobnost, Ze do poistovne pride
zékaznik, ktory od nej pozaduje viac ako 35000 dolarov je 8,7-107% %. Pripomerime,
ze pri pouziti tedrie extrémnych hodnét sme v rovnakom pripade ziskali odhady
radovo styrikrat vyssie.

Okrem toho sa taktiez pozrime na odhad pravdepodobnosti p., Ze medzi nasle-
dujicimi ¢ = 10000 zdkaznikmi sa objavi aspon jeden s poistnym narokom vyssim
ako x. Tieto pravdepodobnosti tak isto nie s vysoké a rychlo klesaji. Pre konkrétne
hodnoty st tieto odhady zhrnuté v tabulke 4.14.

x Pe
20000 0,48453
25000 0,06814
30000 0,00770
35000 0,00087
40000 0,00010
45000 0,00001

Tabulka 4.14: Odhad pravdepodobnosti p. pre ¢ = 10000 klientov.

Dobri vizualnu predstavu mozeme ziskat taktiez z grafu 4.17. Vidime, Ze klasicky
parametricky model priraduje pravdepodobnostiam, Ze do poistovne pride medzi na-
sledujtcimi ¢ zédkaznikmi klient s vysokym poistnym narokom vyrazne nizsie odhady
v porovnani s tymi, ktoré sme ziskali pomocou tedrie extrémnych hodnot. Tam, kde
este len odhady pomocou tedrie extrémnych hodnot este len zacinaju byt zaujimavé,
t.j. okolo hodnoty poistného naroku vo vyske priblizne 40000, tak st uz odhady
pomocou parametrického modelu takmer, ¢i Gplne, nulové.
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Uroven a doba navratu

Porovnajme teraz troven a dobu néavratu extrémnej udalosti medzi parametrickym
modelov a vysledkami ziskanjmi pomocou tedrie extrémnych hodnot. Urovenn né-
vratu, t.j. velkost poistného naroku ¢, ktord bude priemerne prekrocend raz za c
zékaznikov odhadneme ako (1 — 1/c¢)-kvantil Weibullovho rozdelenia. Pre konkrétne
hodnoty a maximalne vierohodné odhady Weibullovho rozdelenia st vysledky uve-
dené v tabulke 4.15. Uroveti navratu stiipa s rastticim po¢tom zékaznikov len pomaly.
Zatial ¢o vyska poistného naroku, ktord bude priemerne prekrocend raz za 5000 za-
kaznikov je odhadnutd na 17561 dolarov, pre pétnastkrat viac zdkaznikov je to len
o zhruba 6 000 dolarov vyssia ciastka.

~

¢ q
5000 17561
10000 19089
20000 20625
35000 21870
50000 22666
75000 23573

Tabulka 4.15: Odhad tGrovne navratu.

Na druhii stranu a v stlade s o¢akavaniami, odhad doby navratu c rapidne stipa.
Dobu navratu ¢ chapeme ako priemerny pocet novoprichadzajucich zakaznikov, za
ktory sa vyskytne poistny narok vo vyske ¢. Odhady pre urcité zvolené hodnoty
su zhrnuté v tabulke 4.16. Uz len rozdiel medzi odhadom doby névratu pre ¢iastku
25000 a 30000 je celkom priepastny. Vidime, ze tento model prakticky s vysokymi
poistnymi narokmi nepocita, resp. uvazuje ich vyskyt len s minimalnou pravdepo-
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Obr. 4.18: Return-level plot.

dobnostou.

Na obr. 4.18 vidime return-level plot, kde je porovnany vztah medzi tiroviiou a do-
bou navratu pre parametricky model a oba modely tedrie extrémnych hodnot. GEV
pritom oznacuje model pomocou zovSeobecneného rozdelenia extrémnych hodnot a
teda metddou blokovych maxim a GP znaci zovSeobecnené Paretovo rozdelenie, ktoré
reprezentuje modelovanie metédou peaks-over-threshold. Z grafu moZeme pozorovat,
ze krivka zobrazujtuca zéavislost odhadnutej doby a trovne navratu parametrickym
modelom sice stiipa, no vyrazne pomalsie ako ostatné spomenuté.

~

q c
20000 15091
25000 141702

30000 1293999
40000 101087031
45000 870037866

Tabulka 4.16: Odhad doby navratu.

Parametricky model, ktory aproximuje vstupné data pomocou Weibullovho roz-
delenia, vyrazne podhodnocuje odhady vysokych pravdepodobnosti, irovni a dob
navratu v porovnani s metédami vyuzivanymi v analyze extrémnych udalosti. Ana-
Iyzou dat sme potvrdili, Ze modelovanim pomocou metéd studovanych v priebehu
prace ziskavame zaujimavé vysledky, ktoré sa z dlhodobého hladiska mozu javit ako
uzitocné. Po zvazeni zdverov by mohli v nasom konkrétnom pripade poslizit da-
nej poistovni napriklad pri posideni, ¢i rezervy, ktoré si vytvara, si dostatocné na
pokrytie mimoriadne vysokych poistnych narokov, ktoré su sice vzacne, no s o to

.....



Z.aver

V tejto diplomovej praci sme sa venovali tedrii extrémnych hodn6t a moznostiach
jej vyuzitia pri modelovani dat. V prvych kapitolach sme v ucelenej podobe polozili
teoreticky zaklad pre tuto problematiku. Popisané st dve Siroko vyuzivané Statistické
metody pre analyzu extrémnych udalosti.

Jednym pristupom je vyuzitie metddy blokovych maxim. Podstata metédy tkvie
v urceni maxim pevne urc¢eného poc¢tu neprekryvajucich sa blokov a naslednom mo-
delovani tejto série ziskanych pozorovani. Predpokladame pritom, ze vyber blokovych
maxim patri do sféry prifazlivosti zovseobecneného rozdelenia extrémnych hodnot,
a teda d4 sa tymto rozdelenim aproximovat. No spominany postup je nachylny k ne-
efektivnemu vyuzitiu dostupnych informaécii, nakolko z kazdého bloku sa vybera len
jedna hodnota. Metéda peaks-over-threshold tito nevyhodu odstranuje. Myslienkou
je zvolit si hranicu a dalej modelovaf tzv. excesy, t.j. vysky prekroc¢enia nad tto hra-
nicu, ak k tejto udalosti doslo. Potom predpokladame, zZe limitné rozdelenie excesov
sa d& aproximovat zovSeobecnenym Paretovym rozdelenim.

Metody boli aplikované na datach, ktoré su tvorené informéaciami o vyske poist-
nych narokov z automobilového priemyslu. Skiimané boli odhady extrémnych prav-
depodobnosti, irovne a doby navratu extrémnej udalosti a vyuzité pritom boli maxi-
malne vierohodné a pravdepodobnostne vazené momentové odhady prislusnych roz-
deleni. Vo vSetkych pripadoch neboli vysledky analyz markantne rozdielne. Avsak
pripad modelovania pomocou blokovych maxim s odhadmi GEV rozdelenia pomo-
cou pravdepodobnostne vaZzenych momentov sa zda byt ako najmenej konzervativny,
pricom priraduje extrémnym udalostiam najvyssie odhady spominanych charakte-
ristik spomedzi vSetkych moznosti. Problematickymi tlohami pri modelovani dat
boli najmé volba poctu blokov a vysky thresholdu. V oboch pripadoch bolo toto
rozhodnutie zatazené subjektivnym tsudkom.

Porovnanim vysledkov ziskanjch pomocou tedrie extrémnych hodnoét a klasic-
kého parametrického modelu sme dospeli k zaveru, ze parametricky model znac¢ne
podhodnocuje odhady extrémnych pravdepodobnosti. Je preto dobré uvazovat nad
tym, Ze vezmeme do tvahy prave vysledky analyzy extrémnych situacii, najmé ak
by sme sa v danej oblasti chceli pripravit aj na necakané udalosti v ramci dlhsieho
obdobia.

Zaujimavym rozsirenim by mohlo byt skiimanie viacrozmernych metéd na mo-
delovanie extrémnych udalosti. Prikladom pouzitia moze byt situécia, kedy okrem
vysky klientskych poistnych narokov uvazujeme ako druhti zlozku ostatné naklady
spojené s poistnym narokom, ako napr. nadklady spojené s overenim pravosti naroku,
pripadne pravne poplatky. Tento pristup je Studovany napriklad v publikiciach [5]
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a [6]. DalSou moznostou je skiimanie extrémov stacionarnych ¢asovych radov, na ¢o
je poukézané napriklad v [2] alebo [4]. Nakolko pozorovania v tychto sekvencidch
Castokrat vykazuju zavislost ¢i sezénnost, je potrebné zakladné metédy modifikovat,
pripadne vyvinuf dalSie nastroje pre ich lepsiu analyzu. Tieto a mnohé dal$ie metédy
sa v sucasnosti stale rozvijaju.
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