Domaci kol z 10. listopadu 2022
Necht E je eliptickd kiivka nad Q dané rovnici
y2 =23 — 2z.
1. Najdéte véechny body (z,%) € E(Q) spliwjici z,y € Z a y? | 4- (—2)3.
2. Spoctéte podgrupu E(Q)¢ors bodu koneéného fadu grupy E(Q).
3. Vysvétlete, pro¢ je grupa E(Q) nekonecna.

Oznatme K = Q(v/2). Déle oznacme eg, ez, e3 € Z[+/2] koteny polynomu
23 — 22. Okruh Z[v/2] je okruh s jednoznaénym rozkladem a plati

ZIV2* = {xe*; k € 7},

kde ¢ = 14+ /2 € Z[/2]. Ozna¢me 7 = /2 (7 je ireducibilni prvek okruhu
Z[/2]). Podobné jako na seminafi lze ukdzat, ze pro libovolné x € K,z # e;
existuje jediné bezctvercové a € Z[v/2] takové, ze

az—eizau2

pro vhodné u € K. Pokud navic existuje y € K takové, ze (z,y) € E(K),
pak a € {(—1)’” s elir st €40, 1}} Déle lze ukdzat, ze zobrazeni

¢: BE(K) — (K /(K*)?) @ (K™ /(K")?) @ (K*/(K*)?)
definované predpisem

(, ) (x —e1,x — ez, T — e3) pro y # 0
= (1,1,1)
(e1, ) = ((e1 —e2)(e1 —e3),e1 — ez, e1 — €3)
(e2,0) — (

= (

(637 )

je homomorfismus grup, jehoz jadrem je 2FE(K). (VySe uvedené poznatky
muzete vyuzit pii feseni nasledujicih tloh, ale nemusite je dokazovat.)

ez —e1, (e2 —e1)(e2 — e3),e2 — e3)

e3 —e1,e3 — ez, (e3 —eq)(e3 —e2))

*4. Oznatme o, = {a € K;ord;(a) > 0}, kde ord;: K — Z U {o0} je
prislusnd valuace. Dokazte, ze pro libovolné u € o, plati

ord;(u) =0=u? =1 (mod7°) mnebo w?>=¢e? (mod 7°).
(Napovéda: Muzete vyuZit toho, Ze kazdy prvek a okruhu oy lze vyjddrit
jako (pripadné nekoneényj) soucet « =y ;2 a; ", pricemsz toto vyjddrent
je jednoznacné, predpokladdme-li, Ze koeficienty a; jsou 0 nebo 1. Exis-
tenci a jednoznacnost takového vyjddreni nemusite dokazovat.)



. Ukazte, ze neexistuji u,v € 0 = {a € K;ord,(a) = 0} tak, ze
u? —v? = £2.

(Ndpovéda: Reste modulo 7°.)

. Ukazte, ze neexistuji u,v € o tak, ze
u? — ev? = £2.

(Ndpovéda: Reste modulo 7°.)

. Ozna¢me e; = 0, ea = 7, e = —m. Ukazte, ze zadn4 z trojic (1, ),
(e,em,m), (e,m,em) nelezi v obraze ¢. (Ndpovéda: MizZete pouZit body
5a6.)

. Spoctéte |¢(E(K))|. (Napovéda: Nejprve vyuZijte toho, Ze pro libovolné
(x,y) € E(K) musi byt x — e, kde e je nejmensi z cisel ey, e, e3,
nezdporné. Pak vyuZigte bod 7.)

. Urcete, ¢emu je izomorfni E(Q), vite-li, ze grupa E(K) je konetné
generovand. (Ndpovéda: VyuZijte toho, Ze E(Q) je podgrupa E(K), a
tedy Z-rank grupy E(Q) je mensi roven Z-ranku grupy E(K).)



