Rovnice:
—(pu') +qu=f

+ okr. podminky u(c;) = g; nebo +p(c;)u'(¢;) = a;ulc;) — Bi, ¢; € {0,1}
Slaba formulace:
l

l
/[pulvl + quu]dx + Z a;u(c;)v(e) = /ffvd:v + Z Biv(c;)

0 0
) ] . a(u,v) = L(v) Vv
Volba funkci, : baze prostoru lin. splajnu nauzlech , .. wi(z;) = bi;

U(x) aproximace feseni u(x) Z U;w;(z) -> Metoda koneénych prvku



N
/pu’fv'dxzz / puv'da:NZIk pu'v’) /quvda:%ZIk(quv)
) k=1, k=1

]k() jsou aproximace integralu pfes jednotlivé subintervaly obdélnikovym nebo
lichobézZnikovym pravidlem.

Obdélnikové pravidlo na [z4_1, ;] pro funkciwy, :
. Up — U1 1 Up — Up—

I*(pu'wy,) :pk—l/z%h—hkz pk—l/2%

Obdeélnikové pravidlo na [zx-1,zx] pro funkciwy—1:

Up—Up 1, 1 Up1—U
k k k—1 k—1 k
I (puf ) y) = pros g (= = oy gt



LichobéZnikové pravidlo na [zx-1,=x] pro funkci wg :
_ Uy, —Ug_11 1+ pr U — U1
5 (o w! ) — PE 1+ Pk Uk k=1 1o Pr—1 k
(pu'wy,) 5 I » hg 5 "

LichobézZnikové pravidlo nalzx—1,=x] pro funkciwg_1:
(i w),_,) = Pk—1+ Pk Ug—1 — Uk
2 hi
Podobné pro dalSi integraly
Obdélnikové pravidlo:

1 U — Ug_
1 U — Ug_
Ik(quwk;—l) — Qk—1/2Uk—1/2§h‘k = Qk—1/2' k 1 k lhk

Ik(f“’k) = fk—l/Q%hk = Ik(fwk—1)



Lichobéznikové pravidlo:

1 1
I*(quwy,) = §[Qk—1Uk—10 + qrUr1)hy, = §QkUkzhk

1 1
I*(quwy_,) = §[Qk—1Uk—11 + qrUOJhy, = §Qk—1Uk:—1hk:

1 1
IF(fwy) = §[fk—10 + frl)hi = §fkhk
IF(fwg—1) = %[fk—ll + fi0)hi = %fk—lhk;

Doporuceni - pro I* (pu'w}) pouzit obdélnikové pravidlo, jinak lichobéznikové.



Pro kazdou funkci w ziskame jednu linearni rovnici.

I* (puwy,) + M (pu/wl,) + I* (quwy) + TP (quaw,) + o, Uy, =
= I"(fwy) + I (fwr) + B

prok=1,...,N—1

U — Ui_ U, —-U, 1
Pk—1/2% +pk+1/2u + §Uk:[hk:qk + hit1qx] + Uy =

X P41
= §fk:[hk + hg+1] + B

Uy —U 1 1
pro £ =0: P12 Oh1 - + 5malo + aollo = 5 foln + Fo

_ Uy —Un.q 1 |
pro k= N: pN71/2%+ §hNQNUN +anUn = EhoN + BN



Matice soustavy pro neznamé U,,...,Uy :

p1/2 P1/2 0 0 0
hl + 2h1QO + Qg _h_l
D1/2 pij2 | b3z 1 _P3/2 0 0
- + =1|h h
Iy Ty + 5 Ty 2[ 191 + hoq1] + a1 I
0 P32 _DPs2
h2 h3
- - , Pk—1/2  DPrt1/2 1
Prvky na hlavni diagonale: hk/ + h;i §[hqu + A1 Q1] + o
Prk—1/2 _ Pk+1/2

VedlejSi prvky: he

P41




Diferenéni metoda:
—(pu) +qu=f
+ Dirichletovy okrajové podminky, hledame pfriblizné feSeni na uzlech
Oy TN

Nahrada derivaci (pro ekvidistantni uzly):
1

u' () g lu(@re) = ul@r-1)]

(i) ~ ol sn) — 2ulay) + ulri )



Nahrada rovnice, pokud zname p' (u; znadi pfibliznou hodnotu feseni v z;):

1 1
—pkﬁ[ukﬂ — 2uy, + Uk—l] —p;@ﬁ[ukﬂ - Uk—l] + qrur = fr

Nahrada rovnice, pokud nezname p':

_ / ! ~~ Rk+1/2"Rk—1/2
z=pu, ()~ =
/ Uk+1 — Uk . / -~ Uk — Uk—1
Rk+1/2 = Pk+1/2Ug41/2 %pkﬂ/zT, fk—1/2 = Pk—1/2Uf_1/2 =~ pk—l/QT
Celkem
Ph1/2Uk+1 — (Prt1/2 + Pr—1/2)Uk + Pr—1/2Uk—1
- / / + qrur = fr

h2
pro k=1,...,N — 1, ug a uy JSOU Znamée.



Po vynasobeni h?dostavame rovnice

2 2
—Dk+1/2Uk+1 T (pk+1/2 ‘|‘pk—1/2)uk — Pk—1/2Uk—1 T h qrug = h” fy
s matici soustavy (Cleny s ug a upn pfevedeme na pravou stranu)
P3/2 + P12 + hz(h —P3/2 0 0 0

D5/2 + P32 + h’ga —Ps5/2 0 0

—DP3/2 5
Pr7/2 —|—p5/2—|—h a3 —pr/2 0

0 —DP5/2

a pravou stranou
[h2fl +p1/2u07 h2f27 h2f37 ceey hsz—27 h2fN—1 +pN—1/2uN]T



Porovnani s rovnicemi slabé formulace:
Pro Dirichletovy okrajové podminky budou chybét diskrétni Casti
a dale predpokladame ekvidistantni uzly, tj.h, = h Vk . Rovnice

Ui — Uk—1 Ui — Ukt

1
pk—1/2h—k + Dk+1/2 + §Uk:[hk% + hit1qr) + Uy =

) Pyt
= §fk [hi + hgt1] + Bk

se tedy zjednodusi na

U — Ui_ U, —U, 1 1
Pk—1/2% +pk+1/2% + §Uk[th + hqr] = §fk[h + h

a po vynasobeni h dostaneme
Pr—1/2[Uk — Uk—1] + Pit1/2[Ux — Ups1] + UhPqe = fruh?



COZ po Upravé da
—pr—1/2Uk—1 + (Pr—1/2 + Pr+1/2)Uk — Prr1/2Uk+1 + R qUx = h* [y

pro k=1,...,N — 1, tedy stejny systém rovnic jako pro diferen¢ni metodu.

Domaci ukol:

Program (v Matlabu) pro feSeni rovnice -(pu')'+qu=f s Dirichletovymi okrajovymi
podminkami.

Vstup: p, g, f, I=[a,b], N (pro ekvidist. déleni intervalu) nebo uzly

Vystup: U_k - pfiblizné hodnoty rfeSeni v uzlech

Poslat do pondéli.



